Opracowanie listy nr 2 z kombinatoryki

. Takich rozmieszczen jest (wg kolejnosci przypadkéw opisanych w tresci zadania):
27=3-3-3,

10, gdy rozrozniamy pudetka, a kul nie,

5, gdy rozrozniamy kule, a pudetka nie,

3.

. Zadanie znalezienia takich z;, ze x1 + xo + 3 + x4 + x5 = 20,2; € [3,7] jest réwnowazne
znalezieniu takich y;, ze y1 + yo + ys + ys + y5 = 5, y; € [0,4].

Zauwazmy, ze liczbe 5 mozemy przedstawic¢ jako sume pieciu naturalnych sktadnikéw na tyle
sposobdow:

1+ 14+ 1+1+ 1itakiuktad (y1, 99,3, Ys,ys5) jest tylko (1),

2+ 1+ 1+ 1+ 0itakich uktadéw (y1,y2,¥s, y4,ys) jest 5 -4 (5 miejsc do wyboru dla ”2”
oraz 4 pozostate dla 70”7, 3 717 wstawiamy w 3 wolne miejsca), czyli (20),

24+ 2+ 1+ 0+ 0i takich uktadéw (y1, y2,¥s, Y4, ys) jest 56 (5 miejsc do wyboru dla ”1”
oraz z 4 pozostatych wybieramy miejsca dla pary 727), czyli (30),

34+ 1+ 1+ 0+ 01 takich uktadéw (y1,y2, Y3, ya,ys) jest 5- 6 (przypadek jak wyzej z "3” w
roli 71”7 oraz ”1” w roli 72”), czyli (30),

2+ 340+ 0+ 0i takich uktadow (y1,ye, y3, ya, ys) jest 5-4 (przypadek, jak drugi omawiany
wyzej), czyli (20),

24+ 141414 0,itakich uktadow (y1,y2,ys, v, ys) jest 5-4 , czyli (20).

Sumujac liczebnosci poszczegdlnych przypadkow podane w nawiasach mamy odpowiedz: 121.

. Zauwazmy, ze kazda taka najkrotsza droga sktada si¢ z 7 odcinkéw: 3 razy musimy przesunac
sie w prawo (P), 4 razy w dét (D). Mozemy ja wiec przedstawié¢ jako ciag 7-elementowy
utworzony z "D” oraz "P”. Wypisujac je wszystkie widzimy, ze jest ich 35.

(To jedyne takie zmudne zadanie na naszych éwiczeniach, za chwile rozwiazemy je natychmiast
rozpoznajac w nim odpowiedni model kombinatoryczny).

. Wypisujac kolejne wyrazy ciagu zgodnie z otrzymang zaleznoscia rekurencyjng mamy:
ap=1a=2-141=3a3=2-34+1=7,a,=2-7T4+1=15,a5=2-154+1=31,...
Latwo zauwazy¢, ze liczby te mozna kolejno zapisaé¢ jako:
2l —1,22-1,25—-1,2 —1,...,
czyli ostatecznie mamy a,, = 2" — 1.
. Zastosujemy dowdd indukeyjny przechodzac od razu do zasadniczego kroku:
D1 =nD, +nD,_ 1 =nD, + D, — (=1)" = (n+1)D, + (—1)"*,

przy czym 1. réwno$é to wyprowadzona na wyktadzie zalezno$é rekurencyjna, a 2. to zatozenie
indukcyjne.

. Najprosciej przeprowadzi¢ dowody indukcyjne korzystajac z definicji ciggu Fibonacciego,
w podpunkcie a) ustalajac np. indeks m.

. Mamy a,, = 2a,,_1 + 1, poniewaz majac wszystkie podzialy zbioru A,,_; oraz dodatkowy ele-
ment n, mozemy go w kazym podziale dotaczy¢ do jednego z wystepujacych w nim podzbioréw
(czyli podwajamy a,_1), albo utworzy¢ nowy podziat postaci: A,_; oraz n.

Poniewaz ay = 1, wiec a, = 2" 1 — 1.



10.

11.

12.

Mamy a,, = 2a,,_1 + 3a,_2, poniewaz, aby zbudowac¢ wiez¢ wysokosci n musimy albo do wiezy
wysokosci n — 1 dotozy¢ jeden z dwoch rodzajow klockéw 1-centymetrowych, albo do wiezy
wysokosci n — 2 dotozy¢ jeden z trzech rodzajow klockoéw 2-centymetrowych.

Korzystajac z tego, ze a1 = 2, as = 6 otrzymujemy

ap=0-(—=1)"+2/3.3"=2.3""1

Mamy ¢, = a, + b, = b,_1 + 3a,_1 + 2b,_1 = 3¢,_1 oraz ¢y = ag = 1. Stad od razu ¢, = 3".

Po pierwsze zauwazmy, ze a) jest szczegdlnym przypadkiem b) dla k = 3. Warto jednak
rozrysowac te wszystkie przypadki.

Co do b), do rozmieszczenia k lwéw potrzeba co najmniej 2k — 1 klatek, tu mamy o jedna
klatke wiecej niz to minimum. (Tu tez warto wspoméc sie rysunkiem)

Co do ¢), nalezy rozwazy¢ ”zawarto$¢” np. ostatniej klatki: czy jest tam lew, czy nie.

Gdy narysujemy ”drzewko” obrazujace rozwdj tej populacji, to widzimy, ze po n. miesiacu
sktada si¢ ona z osobnikéw zyjacych miesiac wezesniej (a,—1) oraz potomkéw tych, ktérzy zyli
dwa miesace wezesniej (a,_2), czyli a, = ap_1 + Gp_o.

To typowe zadanie na indukcje dodane jako dodatkowa (nadprogramowa) informacja o ciagu
Fibonacciego.



