KOMBINATORYKA (A)

LISTA ZADAN (5) - ROZWIAZANIA

Zadanie 1. Udowodnij, ze liczba ’2’—1 + "73 + % + 7 jest catkowita.

Rozwigzanie. Proste podstawienie n = 1 pokazuje, ze nie mamy co liczy¢
na to, ze liczba ta jest calkowita dlatego, ze zawsze jest suma caltkowitych.
Odpadaja wiec wszelkie rozwazania o podzielnosci poszczegblnych sktadnikéow
tej sumy. Trzeba zadane wyrazenie potraktowac jako catosé. Powinno by¢ jasne,
ze oznacza to sprowadzenie go do wspélnego mianownika:

n* nd 11?2 n a4+ 6nd 4+ 1102 +6n
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Poniewaz chcemy uzasadni¢ podzielnosé licznika przez mianownik, to do tego
celu wygodniej bedzie dysponowaé licznikiem w postaci iloczynu. Potrzebujemy
wiec pierwiastkéw licznika. Latwo zauwazy¢, ze w liczniku suma wspotczyn-
nikéw przy parzystych potegach zmiennej n (1 + 11 = 12) jest réwna sumie
wspOlczynnikow przy jej potegach nieparzystych (6 + 6 = 12). Stad wynika,
ze —1 jest pierwiastkiem wielomianu n* + 6n3 + 11n? + 6n, oprocz oczywistego
0. Ta uwaga daje pierwszy rozklad wielomianu n* + 6n3 + 11n? + 6n na trzy
czynniki: n? + 6n3 + 11n% 4+ 6n = n(n + 1)(n® + 5n + 6). Dalej, analizujac
tréjmian n? + 5n + 6, latwo juz stwierdzi¢, ze réwniez —2 i —3 sa pierwiastkami
licznika, co ostatecznie daje jego nastepujacy rozktad:

n* +6n3 + 1102 + 6n =n(n+ 1)(n +2)(n + 3).

Zatem licznik jest iloczynem czterech kolejnych liczb naturalnych. Wsréd nich
dwie na pewno s3 parzyste, przy czym jedna z tych liczb parzystych jest podziel-
na przez 4, co daje podzielno$¢ tego iloczynu przez 8. A poniewaz co trzecia
liczba catkowita jest podzielna przez 3, wiec wsréd powyzszych 4 kolejnych co
najmniej jedna jest na pewno podzielna przez 3. W rezultacie caly iloczyn jest
podzielny przez 3 - 8 = 24, co nalezalo udowodnic.

Zadanie 2. a) Korzystajac z wzoru dwumianowego Newtona pokaz, ze

£ ()0 (eror. wereo

k=0

Rozwigzanie. Naturalnym odruchem wielu z Panstwa jest liczenie takich
zaleznodci w najbardziej narzucajacy sie sposob, a wiec od lewej do prawe;j.
Natomiast podana tu wskazoéwka (skorzysta¢ z dwumianu Newtona) sugeruje,
zeby liczy¢ w kierunku odwrotnym, jako ze wzér dwumianowy dotyczy wyrazen
postaci (a + b)P. Oprocz wzoru Newtona (patrz Skrypt, Rozdziat 3, cz. 3.2,
wzor 3.8) w dalszym ciagu wykorzystamy rowniez definicje symbolu Newtona
“n po k” (Z) (Skrypt, R. 3, cz. 3.1, wzor 3.3). Liczymy wiec:

(Z) (a+b)P = <Z) kz: <i>akb”k =...



Poniewaz czynnik (Z) nie zalezy od k, wiec mozemy skorzysta¢ z rozdzielnosci
mnozenia wzgledem dodawania i “wciagna¢’ go “do $rodka” sumy, co daje dalej

...:Ié)(Z)(i)akbp—k:...

Teraz korzystamy z definicji symbolu (nie dwumianu!) Newtona i otrzymujemy

P n! p! —— P n! 1 bk
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W ten sposéb otrzymalismy lewa strone rownoéci podanej w zadaniu, co koniczy
dowod.

Zadanie 2. b) Korzystajac z wzoru udowodnionego w punkcie a) przez odpowied-
nie podstawienie pokaz, ze

()G =2() S () =o nereo

Rozwiazanie. Zeby uzyskaé pierwszy z powyzszych wzoréw podstawiamy do
wzoru z 2 a) a = b =1, a zeby uzyskac¢ drugi — a = —b = —1.
Zadanie 3. a) Udowodnij, ze dlan > 11 a € R zachodzi:

= (n) dtt K (a+ )R- "1
Z(k)k(kJrl)_Z k(k+ 1) _“;E'

k=1 k=1

Rozwiazanie. Stosujemy indukcje po liczbie skladnikéw sumy, tzn. po n.
2
Dla n = 1 lewa strona powyzszego wzoru redukuje si¢ do %-, natomiast prawa —

2
do % — a. Latwy rachunek pokazuje, ze te wyrazenia sg rowne.

Zatézmy wiec, ze powyzszy wzor zachodzi dla pewnego n. Udowodnimy, ze
przy tym zalozeniu zachodzi on réwniez dla n + 1. Liczymy wiec korzystajac z

rozlicznych wlasnosci symbolu Newtona, np. ("}1) = (,",) + (1), (}) =1 czy
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Poniewaz w kolejnych kilku przeksztalceniach ostatni sktadnik, do ktérego
dopiero wtedy zastosujemy zalozenie idukcyjne, pozostanie niezmieniony, dla

uproszczenia zapisu oznaczymy go jako A, tzn. A =3>")_, (Z) %
- :j (il) (ZI:) A= § ﬁ? (Zi) HA= :2 m“’““ A=
ntl (n42 nt1
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Zadanie3. b) Udowodnij, ze dlan > 11 a € R zachodzi:

n k+1 n 1
2( ) k(k+1) kzilm

Rozwigzanie. Podstawiamy do 3a a = —1 i liczymy. W istocie nalezy
sprawdzi¢, ze
n n n
-1 1 1
k(k;+1)+ZE: )
k=1 k=1 k=1

Zadanie 4. a) Uzasadnij kombinatorycznie lub algebraicznie, ze

ék(k -1) (Z) =n(n—12""2 n>2

Rozwiazanie. (alg.) Dwukrotnie stosujemy latwa i znang Panstwu zaleznosé
dotyczaca symbolu Newtona (Skrypt, R. 3, cz. 3.2, nienumerowany wzor po

3.12):
()

W rezultacie otrzymujemy

ik(k - 1)(7;) = f:(k - l)k(Z) - En:(/c - m(Z:D —

Oczywiscie w ostatniej rownosci wykorzystaliSmy wzoér dwumienny Newtona dla
a=0b=1.

Zadanie 4. b) Uzasadnij kombinatorycznie lub algebraicznie, ze

"k m+1

Z = L) m > n.

i—o \1 n+

Rozwiazanie. (alg., indukcja po m) Latwo sprawdzi¢, ze wzor ten zachodzi

dla m = 0, jako 7e wtedy réwniez n = 0 i lewa strona wzoru sktada sie tylko z

jednego skladnika dla k = 0, tzn. z (J) i jest rowna 1. Natomiast prawa, (:7:11)’

jest wtedy réwniez réwna 1, gdyz (81}) = (}) =-1.



Jesli teraz zatozymy, ze dla pewnego m,

()= ()

to wtedy korzystajac z tej réwnosci mamy:

’”f (k) _Z’": (k) . (m+1> B <m+1) . (m+1> B <m+2>
= \n = \n n n+1 n n+1

A wiec wzoér ten zachodzi réwniez dla m + 1, o ile zachodzit dla m. To konczy
indukcje.

Uwaga dla ‘purystéw’. Zauwazmy, ze zastosowanie indukcji zwalnia nas
z koniecznodci udzielania odpowiedzi na pytanie: “Jak interpretowaé¢ symbol
Newtona (¥), gdy k < n?” Powyzsze rozumowanie wykazuje, ze jakkolwiek jest
on interpretowany, to zalezno§¢ podana w zadaniu jest i tak prawdziwa. Dla
czystosci — na ogét (’;), gdy k < n, jest przyjmowane jako 0 i tak nalezy ten
symbol interpretowaé¢ w tym zadaniu. Ta uwaga pozwala zdjaé ograniczajace
zalozenie m > n. Rzeczywiscie, jezeli m < n, to wtedy wzor ten moéwi po prostu
o réwnosci zer.

Zadanie 4. c) Uzasadnij kombinatorycznie lub algebraicznie, ze

g(;) <z Tk) = <ml+”> I < min(n, m).

Rozwigzanie. (komb.) Przypomnijmy, ze symbol Newtona (}) wyraza liczbe
k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego, tzn.

(Z) = {X: X CAN|X|=k}|, gdzie|A|=n.

Latwo wtedy zrozumieé, ze prawa strona powyzszego wzoru wyraza liczbe I-
elementowych podzbioréw zbioru (m + n)-elemntowego. Dlaczego lewa wyraza
to samo?

No c6z, zeby to zrozumieé¢ wezmy dwa zbiory roztaczne, powiedzmy A i B,
AN B =g, przy czym zalézmy ponadto, ze A ma m elementow, tzn. |A| = m,
natomiast B ma n elementéow, |B| = n. Wtedy oczywiscie |A U B| = m + n.
Niech teraz C' bedzie dowolnym I[-elementowym podzbiorem A U B. Wtedy
C=Cn(AUB) =CnAUCNB, tzn. C rozpada sie na dwie rozlaczne
czesci Cp = CN Aoraz Cg = CN B, przy czym Cy C A, Cp C B. Latwo
sprawdzi¢ (zrob¢ to!l), ze odpowiednios¢ C' + (Cy4,Cp) jest odpowiednioscia
wzajemnie jednoznaczng. Chodzi o to, ze ilekro¢ mamy [-elementowy zbior C,
to mamy(jednoznacznie) wyznaczone jego tzw. ‘Slady’ na A (to jest C4) i na
B (tj. Cg), przy czym Cy jest co najwyzej l-elementowym podziorem A, za$
Cp — | —|Cal-elementowym podzbiorem B. Jest rowniez odwrotnie — ilekroé



mamy X, k-elementowy podzbiér zbioru A, k < I, oraz Y, (I — k)-elementowy
podzbiér B, to mozemy je zsumowac i otrzymamy [/-elementowy podzbiér AU B.
Dlatego I-elementowych podzbiorow AUB jest tyle samo co takich par (X,Y). Z
kolei zbiér tych par mozemy przedstawié¢ jako sume parami roztacznych zbioréw
takich par (X,Y), ze X ma ustalong liczbe elementow k, k =0,1,...,1.

Stad mamy

(mfn)=HCQAuB:W“””:

={(X,)Y): X CAANY CBA|IXUY|(=|X|+|Y]) =1} =
l

= JIEY): X CAANX|=kAY CBAY|=1-k}| =
k=0
l

=> HXY): X CAAX|=kAY CBAY|=1-k}| =
k=0
l

=Y HX: X CAANX|=k}x{Y:YCBA[Y|=1-k}| =
k=0
l

=Y HX:XCAANX|=k}| - {Y: Y CBAY|=1-Fk} =
k=0

£(1)-()

Zadanie 4. d) Uzasadnij kombinatorycznie lub algebraicznie, ze
n ) 1
Z k* = gn(n +1)(2n+1).
k=1

Rozwiazanie. (alg.; indukcja po n) Zadanie jest szkolne i wszyscy powinni
poradzi¢ sobie z nim bez wiekszych probleméw. Ale na wszelki wypadek. ..
Najpierw sprawdzamy prawdziwo$¢ powyzszego wzoru dla n = 1. Latwo sie
zorientowaé, ze w tym przypadku dostaniemy tozsamosé 1 = 1.
Jesli natomiast wzor ten zachodzi dla pewnego n, to wtedy dla n + 1 mamy
(z wykorzystaniem zalozenia indukcyjnego)

n+1 n

ZkQZZszr(nJrl)z: %n(n+1)(2n+1)+(n+1)2:

k=1 k=1
= %(n—l— Dn@2n+1)+6(n+1)) = é(n—’— 1)(2n% + Tn + 6) =
~ L4 D+ 2)n+9)



Skad wiemy, ze 2n? + 7n + 6 rozklada sie na (n + 2)(2n + 3)? Nie wiemy,
ale wiemy, jakiego wyniku oczekujemy, wiec sprawdzamy rzecz latwiejsza niz
rozktad tréjmianu, a mianowicie sprawdzamy, ze (n+2)(2n+3) = 2n? +Tn+6.
A to wystarczy.

Zadanie 4. e) Uzasadnij kombinatorycznie lub algebraicznie, ze

z":kQ n 2:n2 n — 2
k n—1)"
k=1
Rozwigzanie. (alg.) Ponownie wykorzystamy zaleznosé k(}) = n(}”}), a
ponadto tozsamo$é (7) = (") oraz Zadanie 4.c.

() S (0) S G a6 -
g0 31105 [ ) 0 o [ R B

Zadanie 4. f) Uzasadnij kombinatorycznie lub algebraicznie, ze
m 2
>e=(")

5 .
k=1

Rozwiazanie. (alg.; indukcja po m) Poczatek indukeji dla m = 1 wszyscy
powinni umieé¢ zrobi¢ sami. Krok indukecyjny ma polega¢ na udowodnieniu
wzoru dla m + 1, a wiec wzoru

m+1 2
> = (")
2 )
k=1
z zastosowaniem podanego w zadaniu wzoru dla m. Liczymy wiec

m—+1

m 2
D=+ (m+1)* = (m;ﬂ) +(m+1)° =
k=1 k=1

= (m(m—l—1)>2+(m+1)3:(m+1)2 <nf+m+1) =

2



Zadanie 4. g) Uzasadnij kombinatorycznie lub algebraicznie, ze

é(?—_zl) (?) :21<7>7 n>l

Rozwiagzanie. (komb.) Prawa strona ‘liczy’ ilos¢ I-elementowych podzbioréw
zbioru m-elementowego, przy czym tym razem kazdy z tych podzbioréw jest
liczony 2! razy. Uzasadnimy, ze lewa strona ‘liczy’ (wyraza) to samo.

W tym celu ustalmy A, zbiér n-elementowy. Jak mozemy w nim zdefinowaé
dowolny jego podzbidr l-elementowy? Na przyktad tak: Na poczatek wybieramy
X, jego dowolny podzbiér i-elementowy, gdzie i = 0,1,...,[. Przy kazdym z
tych i takich podzbioréw X jest (7). Nastepnie uzupelniamy tego i-elementowca
X do l-elementowca dobierajac [ — i elementéw z dopelnienia X w A, tzn. z
A\ X. Poniewaz |A\ X| = n — i, wigc takich uzupemien jestz kolei (77~7).
Poniewaz ponadto wyboér tego uzupelnienia jest niezalezny od wyboru samego
X, wiec przy kazdym i = 0,1,...,1 ta metoda daje (?)(7-)) Il-elementowych
podzbioréw zbioru A, a wiec ogolem > (T;) (7__11) takich podzbioréw.

Powinno by¢ jednak jasne, ze liczymy te I-elementowe podzbiory A z powtoérzeni-
ami. lIle razy powtarzamy? Coz, policzmy. Niech wiec Y bedzie dowolnym
l-elementowym podzbiorem A. Punktem wyjscia do uzyskania tego zadanego Y
— a wiec zbiorem X — moze by¢ jego dowolny podzbior. (I — |X|)-elementowe
uzupelnienie X-a bedzie juz wyznaczone jednoznacznie. Zatem [-elementowy
zbiér Y jest liczony tyle razy, ile sam ma podzbioréw, tzn. 2! razy. To korczy
dowod.

Zadanie 4. h) Uzasadnij kombinatorycznie lub algebraicznie, ze

(3)=2(:)

Rozwiazanie. (komb.) Lewa strona ‘liczy’ ilos¢ dwuelementowych podzbioréw,
czyli par nieuporzadkowanych, zbioru 2n-elementowego. Dzielimy ten zbiér na
dwie polowy, tzn. na dwa zbiory roztaczne po n elementéw kazdy. Powinno
by¢ wtedy jasne, ze wspomniane wyzej pary nieuporzadkowane dzielg sie teraz
na trzy rozlaczne kategorie: (a) te, ktore sa zawarte w jednej polowie; (b)
te, ktore sa zawarte w drugiej polowie; (c) te, ktérych jeden element jest w
jednej, a drugi — w drugiej potowie. Jesli teraz policzymy, ile jest par kazdej
z tych kategorii, to suma tych liczb da liczbe par poczatkowego zbioru 2n-
elementowego, a wiec (22")

Oczywiscie, par kategorii (a) oraz (b) jest tyle samo, mianowicie (g), bo to
sa dwuelementowe podzbiory zbioréw n-elementowych. Natomiast par kategorii
(c) jest n? — kazdy z element6w takiej pary mozemy wybraé niezaleznie od tego
drugiego na n sposobéw. Stad zadana zaleznosé (%) = 2(3) +n>.

Zadanie 5. Oblicz wartosci nastepujacych sum

n—1 n—1 n—1 n—1

—1
Ylatth) = a+> bk=na+b :k:naerw.
k=0 k=0 k=0 k=0



n n

(B2 +k)=> K+ k=

k=1 k=1

nn -+ 1)(2n+1) + gn(n+ 1) =

> k(k+1)

k=1

M:

n

CDM—*TIT
A

%n(n +1)(n+2).

3

f: E(k+1)2=> ( k3+2k2+k):§:k3+2§:k2+§:k:
k=1 k=1 k=1 k=1 =1

. nalezy zastosowaé¢ wzory na sumy 3., 2. i 1. poteg
pierwszych n liczb naturalnych i otrzymagé

ﬁn(n +1)(n+2)(3n+5)

k k
Zn(k:fn) Z(nkfn Zn Z :anon =

.. zastosowac potrzebne wzory, ale ostroznie teraz n jest

indeksem sumowania, a granica sumowania — k. Dlatego w
konicowym wzorze nie moze by¢ n, a musi by¢ k =

= %(k — k(k+1).

m
Z (3n —1)(3n + 2) = m(3m? 4+ 6m + 1) (powinno by¢ jasne)
n=1



