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Zadanie 1
Niech p, ¢, t, w oznaczaja liczby odpowiednio pomaranczowych, cytrynowych, truskawkowych
i widniowych zujkoéw. Pierwsze zalozenie méwi nam, ze
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Drugie zatozenie méwi nam, ze

ct () [t
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Mamy ustali¢, ktore z prawdopodobienstw jest wigksze:
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Ale na mocy zatozen mamy
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wiec rozwazane prawdopodobienstwa sg rowne.

Zadanie 2

Zdarzenie polega na rozmieszczaniu siedmiu os6b w siedmiu rozréznialnych komoérkach (dni
tygodnia). Wszystkich takich rozmieszczen jest 77. Skorzystamy ze zdarzenia przeciwnego
sprawdzajac, w ilu przypadkach kazda osoba urodzita si¢ w innym dniu tygodnia. Takich

przypadkéw jest 7!, zatem szukane prawdopodobienstwo wynosi 1 — 77—; Korzystajac ze wzo-
V1w 7T

ru Stirlinga otrzymujemy, ze prawdopodobiefistwo to w przyblizeniu wynosi 1 — 2722

1— YT ~ 10,006 = 0,994.

Zadanie 3

Poniewaz w urnie mamy 18 rozroznialnych kul, wiec wszystkich zdarzen elementarnych jest
(;8) Korzystajac ze zdarzenia przeciwnego wystarczy znalez¢ najmniejsza wartosé liczby m,
dla ktorej prawdopodobienstwo otrzymania samych kul czarnych jest < % Zdarzen elemen-
tarnych sprzyjajacych zdarzeniu przeciwnemu jest (717?), musimy zatem znalez¢ najmniejsze
naturalne rozwigzanie nieréwnosci
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Poniewaz ”
() _ mraom _ (18 —m)(17 —m)
(m)  mras= 18-17

wiec dostajemy nieréwnosé (18 —m)(17—m) < 9-17, czyli rbwnowaznie m? —35m+ 153 < 0.
Najmniejsze naturalne rozwiazanie tej nieréwnosci to m = 6.



Zadanie 4

Wszystkich mozliwych rozmieszczen 10 ponumerowanych kul w trzech rozréznialnych ko-
moérkach jest 310 = 59049.

(a) Skorzystamy ze zdarzenia przeciwnego, czyli policzymy liczbe zdarzen sprzyjajacych zda-
rzeniu ,co najmniej jedna komoérka jest pusta”’. Sa dwie mozliwosci. (1) Dwie komorki sa
puste — wtedy wszystkie kule trafiajg do jednej komorki, ktora mozemy wybraé na 3 sposoby.
(2) Jedna komorka jest pusta (wybieramy ja na 3 sposoby), a pozostate kule dzielg sie na
dwie pozostalte komorki. Wobec tego do jednej z nich trafia & kul, gdzie 1 < k < 9, ktore
mozemy wybra¢ na (lk?) sposobdéw, a pozostate do drugiej — w sumie daje to
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mozliwosci. Ostatecznie zdarzeniu przeciwnemu sprzyja 3 + 3 - (219 — 2) = 3069 zdarzen ele-

: , . - 3069 _ 6220

mentarnych (rozmieszczen), wigc szukane prawdopodobienstwo to 1 — s = =27 ~ 0, 948.
(b) Skoro w kazdej komorce sa przynajmniej trzy kule, to w dwdch komorkach sa doktadnie
trzy kule, a w jednej cztery kule. Komorke z czterema kulami wybieramy na 3 sposoby, a
kule do niej na (140) sposobéw. Z pozostatych szesciu kul wybieramy trzy na (g) sposoby i
wsadzamy do jednej z pozostatych komorek, a reszta kul trafia do ostatniej komorki. Zatem

(4)-()
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szukane prawdopodobienstwo to —55-% = “55es = == ~ 0,213.

Zadanie 5

Oczywiscie dla k > n prawdopodobienstwo wynosi zero. Zatézmy zatem, ze k < n. Wszyst-
kich zdarzen elementarnych jest m™. Zliczamy zdarzenia sprzyjajace: najpierw wybieramy k
kul (sposréd n kul), ktére znajda sie w urnie nr 2, na (Z) sposobow, a potem pozostate n —k
kul rozmieszczamy w pozostatych m — 1 urnach na (m — 1) sposobéw.

Wynik: M

mn

Zadanie 6

Trzynascie kart z 52 mozna wybra¢ na (52

13) Sposobow.

(a) Pie¢ pikéw mozna wybraé na (153) sposobdéw, cztery kiery na (13

4) sposobow, trzy trefle

( 153) i ( 143()5'2()133> : ( 113> )

(b) Otrzymanie uktadu 5-4-3-1 oznacza, ze dostato nam sie 5 kart jednego kol(;u, 4 innego,
3 réznego od wystepujacych wezesniej i 1 karta pozostatego koloru. Takich uktadow jest
40530205 (7)-

(c) Takich uktadéw mamy 4(153) ) (133)2(123).

(d) Taki uktad mozna otrzymaé na (3) (143)3(113) Sposobow.
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na ( ) sposobdw, a jedno karo na ( ) sposobow. Zatem odpowiedz to

Zadanie 7

Rozdzielanie 10 (nierozréznialnych) ciastek miedzy trzy osoby odpowiada malowaniu 10 nie-
rozréznialnych kul trzema kolorami. Mozna to zrobi¢ na (1023*1) = (122) = 66 sposobow
(kombinacje z powtorzeniami). Cheac policzy¢ liczbe zdarzen sprzyjajacych zaktadamy, ze
najpierw kazdej z osob dajemy po jednym wymaganym ciastku, a potem pozostate siedem
ciastek rozdzielamy wedtug tego samego schematu, co mozemy zrobi¢ na (7+§_1) = (g) =36
sposobdéw. Postepujac analogicznie w drugim przypadku dostajemy odpowiedzi :



Zadanie 8

Dowdéd nieréwnosci Bonferroniego: Z wtasnosci P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB) otrzymu-
jemy P(ANB) = P(A)+P(B)—P(AUB). Ale P(AUB) < 1, zatem P(A)+P(B)—-P(AUB) >
P(A) +P(B) — 1, co konczy dowdd.

Zastosowanie: Skoro P(A) = 0,51 P(B) = 0,9, to z nieréwnosci Bonferroniego otrzymujemy
P(ANB) >0,54+0,9—1=0,4. Z drugiej strony ANB C A, wigc P(ANB) < P(A) =0,5.
Jesli A C B,to ANB = A — wtedy P(AN B) = 0,5 1 to jest warto$¢ najwieksza. Jesli
AUB=Q, to P(ANB) = 0,4 (dlaczego?) i to jest warto$¢ najmniejsza.

Wynik: P..(ANB)=0,5 Pun(ANB)=0,4.

Zadanie 9

Skoro zdarzenia A i B wykluczaja sie, to znaczy, ze AN B = (), zatem P(AN B) = 0.
Skoro przynajmniej jedno z nich musi zaj$é, to znaczy, ze AU B = ), zatem P(AU B) = 1.
Korzystajac z wtasnosci P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A N B) otrzymujemy réwnanie
l=x+a>—0,czyli 2 + 2 —1 =0, skad 2 = Y51 (bo z warunku P(A) = z wynika, 7e
x = 0).



