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Mata powtodrka

Pr - prawdopodobienstwo, A, B - zdarzenia, Pr(A) - prawdopodobienistwo
zdarzenia. Prawdopodobienstwem A pod warunkiem B nazywamy

Pr(AN B)
Pr(A|B) = W
Interesuje nas n kolejnych doswiadczen, ktére moga zakonczy¢ sie suk-
cesem (=1) lub porazka (=0). Bedziemy ich kolejne wyniki oznaczaé przez
Xi,Xa,.... Na przyktad X; = 1, X3 = 0, X3 = 1 oznacza, ze w pierwszym
do$wiadczeniu mamy sukces, w drugim mamy porazke i w trzecim mamy
sukces. X1, ..., X, s3 zmiennymi losowymi i przyjmuja tylko wartosci 0 lub
1.

Préba Bernoulliego
Zmienna losowa X przyjmujaca wartosci 0 lub 1 nazywamy prébg Bernoul-
liego. Rozklad X jest okre$lony przez Pr(X = 0) = ¢, Pr(X = 1) = p, gdzie

p,q>0ip+g=1

Przyklad 0.1 Rzut moneta. Przez X = 1 oznaczamy, ze wypad?l orzel, a
przez X = 0, ze wypadta reszka.



n préb Bernoulliego

Przypomnijmy, ze zmienne losowe Xi,..., X, sa niezalezne, jesli

Pr(X; =1, Xo =149,...,Xpn = i) = Pr(Xy = i1)Pr(Xe =42) - - - Pr(X,, = ip)
dla wszystkich uktadéw 41,...,%, =0, 1.

Definicja 0.2 Xq,..., X, nazywamy prébami Bernoulliego jesli sa nieza-

lezne oraz
Pr(X; =1) =p, Pr(X; =0)=gq

dlai=1,...,n.

Przykiad 0.3 Niech p = 1/3. Pytamy o zdarzenie {X; = 1,Xs =0, X3 =
1} jedli p = 1/3. Zakladajac, ze X1, X2, X3 sa probami Bernoulliego mamy

Pr(X; =1,X.=0,X3=1) = Pr(X; =1)Pr(Xs =0)Pr(X3 =1)
= 1/3-2/3-1/3 = (1/3)*-2/3.

Zauwazmy, ze dla préb Bernoulliego mamy

Pr(X, = j, X, =)
PI‘(X1 - ’L)
PI(XQ = j)PI(Xl == Z)
Pr(X; =)
= Pr(X; =)

Pr(Xs = j|X1 =i) =

dla dowolnych ¢, 5 = 0,1. W ten sam sposéb mozna pokazaé, ze dla dowolnego
k=1,2,...

Pr(Xj i1 = j, Xi = 1)
Pr(X; = 4)
Pr(Xg41 = j)Pr(Xy = 1)
Pr(X; =)
= Pr(Xp41 =)

Pr(Xgi1 =j| Xk =14) =

dla dowolnych 4,7 = 0,1, iy = 0,1. W podobny sposéb mozna pokazaé, ze
Pr(Xk+1 = ]‘Xk = Z.,Xk,1 = ‘ikfl, e ,X1 = ’Ll) = Pr(Xk+1 = _]) (01)

dla wszystkich 7,7 = 0,1 oraz k =1,2,....



Markowska zaleznos¢; tancuchy Markowa
Definicja 0.4 Méwimy, ze X1,..., X, jest tancuchem Markowa, jesli
Pr(Xg+1 = j| Xk =4, Xp—1 = tp—1,..., X1 = 01) = Pr(Xpq1 = j| Xk = 1) = pij
dla wszystkich 4,7 = 0,1 oraz k =1,2,..., 4, =0, 1.

Rozpiszmy to dla k = 1.

DPoo

( )

( ) = poi
PT(XQ = O|X1 = ) = P

( ) = pu-

Ogélnie dla k = 1,2,...

( ) Poo
Pr(Xx41 =1/Xx =0) = po1
( ) = pio
( ) p11-

A wiec zamiast liczb p,q (p,q > 0, p+ g = 1), ktére okreslaja préby Berno-

ulliego mamy
P= ( Poo  Po1 ) :
P10 Pu1

gdzie poo, Po1, 10,11 > 01

poo+po1 = 1
po+pi1 = 1L

[ 7/8 1/8
P= ( 1/4 3/4 ) :
Do pelnego okrestenia tancucha Markowa potrzebna jest jeszcze znajomo$é
rozktadu poczatkowego Pr(X; =0) =pg i Pr(X; =1) = ps.

Na przyklad



Macierze

Bedziemy méwié¢ jedynie o macierzach 2 x 2. Niech

oraz
boo  bo1
B = .
( bio b
Wtedy definiujemy operacje zwana mnozeniem macierzy przez

[ apoboo + ap1bio  aoobor + ag1bit
A-B= ;
a1oboo + a11bio  aiobor + a11b11

Bedzie nam potrzebne potegowanie:
P"=PP..-P (nrazy).

Na przyktad

P2= PP

P3=pPpP?
lub

P3 = p?p,

itd. Ogdlnie

P! = pkp = ppP*.
Niech Xi,...,Xk4+1 bedzie lancuchem Markowa zdefiniowanym przez ma-
cierz P. Wtedy

Twierdzenie 0.5

pi_  Pr(Xip = 0[X1 = 0) Pr(Xps = 1X, = 0)
Pr(Xk+1 = 0|X1 — ]_) Pr(Xk+1 — 1‘X1 — 1) .

Istnieje wzdr na k-tg potege macierzy P. Aby go ladnie zapisaé wprowa-
dzimy dwie operacje:
dodawania macierzy A do B

A+B:<aoo+b00 a01+b01>

aip + b a1+ biy



oraz mnozenie macierzy A przez liczbe c:

cagy ca
c-A— 00 o1 |
caip caii
Ponadto jest prawdziwa rozdzielno$¢ dodawania wzgledem mnozenia: dla

macierzy A, B,C
(A+ B)C = AC + BC.

Przepiszmy macierz P w postaci

P: 1_/p pl )
P 1-p

gdzie 0 < p,p’ <1

Twierdzenie 0.6

pr__L (P p\ (U=p=p)(p —p
p+p \p P p+p p —-p )’

dlak=1,2,....

Dowdd Dowdd przez indukcje. Sprawdzamy dla k =1

1 ' 1 —
— (PP )y ——-n( B B =P,
p+p b p p+p b —p

Zakladamy, ze wzér jest prawdziwy dla k. wtedy

Ptp =
1 ' 1-p—p)F -
N A A e A A
p+p p p p+p p —-bp
1 ’ 1—p—p)k -
_ L (7Y p e p ) p
p+p b p p+p p —-bp
Teraz musimy sobie pomnozy¢ na boku

p:p 1-p p
P P p 1-p

_ (P - +tpp Pptp—pp
p—pp +pp pp +p—pp



oraz

pop (1o P,
P P P 1-p

_( pmom B one
p—pp —()? pp —p +(p)*

= (1—p—p’)<p/ P >

p —-p
Teraz wstawiajac i porzadkujac otrzymujemy zadany wzér dla k + 1.

Zadanie Pokazac, ze jesli

1/2 1/2
P= < 1/2 1/2 )

to Pk = P.
Przyktad
Rozwazymy teraz tancuch Markowa zadany przez
([ 7/8 1/8
P= ( 1/4 3/4 ) :

z rozkladem poczatkowym py = 2/3 oraz p; = 1/3. Zajmiemy sie¢ najpierw
kolejnymi potegami P*. Postugujac sie MATLABEM lub innym pakietem
do obliczenr matematycznych ! latwo obliczy¢

p— 0.87500 0.12500
~ |\ 0.25000 0.75000

p? 0.79688 0.20312
| 0.40625 0.59375

p3— 0.74805 0.25195
~ | 0.50391 0.49609

!Obliczenia do tego odczytu wykonane zostaly przy uzyciu pakietu OCTAVE, ktéry
jest w pewnym sensie odpowiednikiem MATLABA



_ [ 0.71753 0.28247
~\ 0.56494 0.43506

0.69846 0.30154
0.60309 0.39691

pt
P5
plo
pls 0.66696 0.33304
0.66609 0.33391

( 0.66060 0.33940

0.66667 0.33333

)
)
0.66970  0.33030 )
)
)

pao _ ( 0.66667 0.33333

Stad mozna odgadnaé i potem udowodnié, ze

Pt ( ;;g 1?2 ) : (0.1)

Mozna tez udowodnic, ze dla tego przyktadu
Pr(X; =0) =2/3, Pr(X;=1)=1/3 (0.2)

dla wszystkich k = 1,2, .... Jest to bardzo wazna wtasnosé¢, ktora jest konse-
kwencja odpowiedniego doboru rozktadu poczatkowego (po,p1) do macierzy
P. Zauwazmy, ze ten rozklad poczatkowy jest taki sam jak wiersze w macie-
rzy granicznej (0.1). Rozklad poczatkowy.ktéry powoduje, ze jest prawdziwa
wlasno$é (0.2) nazywamy rozkladem stacjonarnym. Okazuje sie, ze jest zwia-
zek pomiedzy granicg (0.1) a istnieniem i jedynoscia rozkladu stacjonarnego.
Twierdzenia i wlasnosci tego typu noszg nazwe odpowiednio twierdzen lub
wlasnosci ergodycznych.

Rozpatrzmy jeszcze przyklad z poczatku odczytu. Jesli X, Xo, X3 sa
prébami Bernoulliego z p = 1/3, to pokazaliSmy, ze

Pr(X; =1, X, =0, X3 = 1) = 0.074074.

Natomiast jesli X, X9, X3 jest tancuchem Markowa rozpatrywanym w tym
podrozdziale, to mamy

Pl‘(Xl = 1,X2 = O,Xg = 1) = P1 P10 " Po1 = 1/3 . 1/4 1/8 = 0.010417.



Jesli X1, X9, X3 s3 prébami Bernoulliego, to mamy
Pr(X; =0,X5 =0, X3 = 0) = 0.29630.

Natomiast jesli X, X9, X3 jest tancuchem Markowa rozpatrywanym w tym
podrozdziale, to mamy

PI‘(X1 = O,XQ = O,Xg = O) = Do * Poo * Poo = 2/3 . 7/8 ' 7/8 = 0.51042.

Zakonczenie

Teoria naszkicowana w tym odczycie jest fragmentem wiekszej teorii tancu-
chéw Markowa, bedacej jednym z dzialéw teorii proceséw stochastycznych.
Metody tancuchéw Markowa stuza dzisiaj w wielu dziedzinach do opisu zja-
wisk fizycznych, ekonomicznych, biologicznych, itd. Zanim podamy przy-
klady, musimy najpierw pozby¢ sie zalozenia, ze tancuch X, X, ... przyj-
muje tylko dwie wartoséci. Mozna teorie przerobi¢ tak aby dopuéci¢ za warto-
$ci, ktore przyjmuja zmienne losowe, wszystkie liczby naturalne poczawszy
od zera. Bedziemy je zwac stanami tego tanucha. Stowna definicja tancucha
Markowa opisujaca ewolucje pewnego zjawiska Xi, Xo,... brzmi nastepu-
jaco. Jest to taka ewolucja, w ktérej nastepna pozycja w kroku k + 1 zalezy
(oczywiscie losowo) jedynie od pozycji w kroku k a nie od tego jak doszto do
pozycji w kroku k. A wiec przysztoéé¢ zalezy jedynie o terazniejszoSci a nie
od przeszlosci. Dla dwustanowych tanuchéw Markowa wyrazilismy to for-
malnie w definicji 0.4. W ogélnym przypadku tancuch Markowa tez zadaje
sie za pomocy rozkladu poczatkowego pg, po, ... oraz macierzy P. Niestety
rozmiar tej macierzy réwny jest liczbie wszystkich stanéw a wiec moze by¢
nieskoniczony. Macierz P zawiera wszystkie prawdopodobienstwa przejscia w
jednym kroku, to jest prawdopodobienstwa p;; przejécia z stanu ¢ do stanu
j-

Nazwa tancuchéw pochodzi od matematyka rosyjskiego A.A. Markowa,
ktory uzywal tego pojecia do badan lingwistycznych na poczatku XX-ego
wieku. Podamy teraz kilka dalszych przykladéw pokazujacych zlozonosé i
mozliwosci tej teorii.

Przyktad 0.7 Tasowanie kart. Przypusémy, ze mamy 3 karty (mozna to
zrobi¢ dla dowolnej liczby n kart, ale ze wzgledéw dydaktycznych wybrali-
$my liczbe n = 3), ustawione w kolejnosci starszenstwa krélowa (=D), krél
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(=K) i as (=A). Mozemy karty przektada¢ lub tasowaé. Przez tasowanie ro-
zumiemy losowe wyciggniecie z talii dwoch kart i zamiana ich kolejnosc w
talii. Stanami beda wszystkie uporzadkowania trojek:

(D,K,A),(K,A,D),(A,D,K),(D,A,K),(K,D,A), (A K,D), (0.3)

ktérych jest oczywiscie 3! = 6. Popatrzmy do jakich stanéw mozna przejsé
z (D,K,A) pamietajac nasza definicje tasowania. Mozliwe sg tylko stany
(D,AK),(A,K,D),(K,D,A) ale nie mozna przej$¢ na przyklad w jed-
nym tasowaniu do (A,D,K). Zakladajac losowosé tasowania przyjmujemy,
ze przejécie do kazdego z stanéw dokonuje sie z prawdopodobienistwem 1/3.
Mozemy wiec teraz napisac macierz przejScia Pi. Stany w (0.3) numeru-
jemy od 0 do 5, tzn (D, K, A) przypisujemy 0, (K, A,D) - 1, (A,D,K) -2,
(D,A,K) -3, (K,D,A) — 4, (A, K, D) - 5. Mamy wiec

0o 0 0 1/3 1/3 1/3
0 0 0 1/3 1/3 1/3
0o 0 0 1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3 0 0 0
1/3 1/3 1/3 0 0 0
1/3 1/3 1/3 0 0 0

P,

Zamiast tasowania mozemy rozwazaé przekladanie. Jesli (i, 7, k) opisuje
porzadek kart to dla n = 3 mamy tylko dwie mozliwe przlozenia: (4,7, k) —
(4,k,1) oraz (i,j,k) — (4,k,7) W przypadku losowych przetozen mamy ma-
cierz przejScia nastepujaca:

0 1/2 1/2 0 0 0

/2 0 1/2 0 0 0

po_| Y212 0 0 0 0
221 0 0 0 0 1/2 1/2
0o 0 0 1/2 0 1/2

0o 0 0 1/2 1/2 0

W obu przypadkach macierze sa podwdjnie stochastyczne to znaczy suma
w kolumnach jak i wierszach zawsze réwna sie jeden. Niestety w obu lan-
cuchach wystepuja pewne ciekawe “nieprawidtowosci” jak “okresowosc” lub
“przywiedlnosé” , na omawianie ktérych nie ma tu miejsca. Mozna skorzystac
z MATLABA lub innego pakietu do obliczeni matematycznych aby policzyé
potegi P; i Py i zobaczy¢ inne zjawiska niz sygnalizowane w przykladzie
dwustanowym, gdy 0 < p,p' < 1.



Mozna zauwazy¢, ze w przypadku macierzy P kolejne potegi beda

oraz

gdzie

ik
I

P =p,

2k+1 _ !
P¥tl = pi

1/3 1/3 1/3 0 0 0
1/3 1/3 1/3 0 0 0
1/3 1/3 1/3 0 0 0
o 0 0 1/3 1/3 1/3
o 0 0 1/3 1/3 1/3
o 0 0 1/3 1/3 1/3

11

W przypadku P9 widaé, ze nie ma komunikacji pomiedzy {0, 1,2} a {3,4,5}.
A wiec mozna robi¢ osobno analize dla kazdej grupy stanéw. Dla stanéw

{0,1,2} mamy

0 1/2 1/2
Q=112 0 1/2
1/2 1/2 0

Kolejne potegi Q sa nastepujace:

0.50000 0.25000 0.25000
Q? = | 0.25000 0.50000 0.25000
0.25000 0.25000 0.50000

0.25000 0.37500 0.37500
Q3= 0.37500 0.25000 0.37500
0.37500 0.37500 0.25000

0.37500 0.31250 0.31250
Q* = 0.31250 0.37500 0.31250
0.31250 0.31250 0.37500

0.31250 0.34375 0.34375
Q° = | 0.34375 0.31250 0.34375
0.34375 0.34375 0.31250

0.33398 0.33301 0.33301
0.33301 0.33398 0.33301
0.33301 0.33301 0.33398

QlO
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Przykitad 0.8 Protokot ALOHA. Do transmisji danych tworzy sie rozma-
ite protokéty. Na Uniwersytecie Hawajskim wyprébowano nastepujacy pro-
tokét, zwany ALOHA. Przypuéémy, ze n komputeréw jest potaczonych w
sie¢ oraz, ze czas podzielony jest na okresy (hk,h(k + 1)] zwane sloty. W
kazdym slocie, kazdy komputer moze chcie¢ wystaé pakiet z prawdopodo-
biefitwem p niezaleznie od innych komputeréw. A wiec moze pojawié sie w
slocie czasowym [ pakietéw z prawdopodobienstwem a; = (7)pl(1 —p)
Uméwmy sie,ze transmisja jest na koniec slotu, i ze sloty sa ponumerowane
od k = 1,2,.... Zasada jest taka, ze jesli jest tylko jeden pakiet oczeku-
jacy na transmisje, to transmisja jest udana. Jesli natomiast jest czekaja-
cych wiecej niz jeden pakietow to nastepuje kolizja i zaden nie jest wystany.
Wtedy w nastepnym slocie, kazdy czekajacy pakiet jest ponownie wysylany
z prawdopodobienistwem w oraz czeka na wylosowanie w nastepnym slocie z
prawdopodobienstwem 1 — w, niezaleznie od pozostalych pakietéw. Wtedy
transmisja skonczy sie sukcesem jesli tylko jeden zostal wylosowany i zaden
nowy sie nie pojawil. W przeciwnym razie nastapi kolizja. Jesli oznaczymy
przez X, liczbe pakietéow czekajacych na transmisje pod koniec k-tego slotu,
to mozna zauwazyé, ze {X,} tworzy tancuch Markowa z przestrzenia sta-
néw {0,1,2,...}. Okazuje sie, ze ten protokdl nie jest najlepszy. Przyjmujac
I, = 1 jesli udala sie transmisja w slocie k, natomiast I = 0 w przeciw-
nym razie, to mozna pokazaé, ze Y po; Iy < 0o z prawdopobiefistwem 1, co
oznacza mozliwosé skonczonej liczby transmisji w nieskonczonym horyzon-
cie czasowym. Jest to efekt zwigzany z wlasnoScig przechodnio$ci naszego
tancucha Markowa. Tego typu zjawisko nie moze wystepowaé¢ w tancuchach
Markowa, z skoniczong liczbg standw.



