Rozdzial 1

Repetytorium z
prawdopodobienstwa

1 Zmienne losowe i ich charakterystyki

1.1 Rozklady zmiennych losowych

W teorii prawdopodobienstwa wprowadza sie zmienng losowg X jako funk-
cje zdefiniowang na przestrzeni zdarzen elementarnych Q. W wielu przy-
padkach, ani Q ani X nie sg znane. Ale co jest wazne, znany jest rozktad
zmiennej losowej X, tj. przepis jak liczy¢ F(B), ze X przyjmie warto$c z
zbioru B, gdzie B jest podzbiorem (borelowskim) prostej R.

Ze wzgledu na matematyczng wygode wyrdznia sie rodzine F podzbio-
réw €2, zwang rodzing zdarzen, oraz prawdopodobienstwo P na F przypisu-
jace zdarzeniu A z F liczbe PP(A) z odcinka [0, 1].

Rozklad mozna opisaé przez podanie dystrybuanty, t.j. funkcji F': R —
[0,1] takiej, ze F(z) = P(X < z) . Przez F(z) = 1 — F(z) bedziemy
oznaczaé ogon dystrybuanty F'.

W praktyce mamy dwa typy zmiennych losowych: dyskretne i absolut-
nie ciagle. Méwimy, ze X jest dyskretng jesli istnieje przeliczalny zbior liczb
E ={z9,21,...} zR taki, ze P(X € E) = 1. W tym przypadku definiujemy
funkeje prawdopodobieristwa p : E — [0,1] przez p(zy) = P(X = zy,); para
(E,p) podaje pelny przepis jak liczyé prawdopopodobienstwa P(X € B) a
wiec zadaje rozklad. Najwazniejsza podklasg sg zmienne losowe przyjmu-
jace wartoSci w zbiorze E ktéry jest podzbiorem kraty {hk, k € Z,} dla
pewnego h > 0. Jeéli nie bedzie powiedziane inaczej to zakladamy, ze h = 1,
tzn E C Zy, i.e. 2 = k. Wtedy piszemy prosto p(zy) = pr, i méwimy, ze
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rozklad jest kratowy.

7 drugiej strony méwimy, ze zmienna losowa X jest absolutnie ciggla
jesli istnieje funkcja f : R — R4 taka, ze ffooo flx)yde = 11iP(X €
B) = [ f(z) dz dla kazdego B C R. Méwimy wtedy, ze f(z) jest gestoscig
zmiennej X.

Rozklad dyskretnej zmiennej losowej nazywamy rozktadem dyskretnym.
Jeséli zmienna X jest kratowa, to jej rozklad tez nazywamy kratowy. Ana-
logicznie rozktad zmiennej losowej absolutnie cigglej nazywamy rozkladem
absolutnie cigglym. Czasami dystrybuanta nie jest ani dyskretna ani abso-
lutnie ciaggta. Przyktadem jest mieszanka F' = 0F; + (1 — 0) F», gdzie F) is
dyskretna z prawdopodobiefistwem 6 i Fy jest absolutnie ciggla z prawdo-
podobienstwem 1 — 4.

Aby zaznaczy¢é, ze dystrybuanta, gesto$¢, funkcja prawdopodobieristwa,
jest dla zmiennej losowej X, piszemy czasem Fx,px, fx,- ..

Dla dwdéch zmiennych losowych X i Y o tym samym rozkladzie piszemy
X £ Y. To samo stosujemy do wektordw losowych .

Méwimy, ze wektor losowy X = (X1,...,X,)? jest absolutnie ciggly
jesli istnieje nieujemna i catkowalna funkcja f: R" - Ry z

// flz1, ..., zp)dzy .. .dz, =1
R R

taka, ze P(X; € By,..., X, € B) = fBl"'an flx1,...,2p)dey, .. .d2y
dla By,..., B, C R.Funkcja f(x) nazywasie gestoscig X = (X1,...,X,)T.
Przytoczymy teraz pozyteczny rezultat dotyczacy wzoru na gesto$¢ prze-
ksztalconego wektora losowego X, takiego, ze P(X € a) = 1. Mianowicie
niech bedg dane funkcje g; : R - R, i = 1,...,n, ktére spelniaja nastepu-
jace warunki:

e przeksztalcenie g = (91,...,9,)7 jest wzajemnie jednoznaczne na
zbiorze A,

e przeksztalcenie g ma na A ciggte pierwsze pochodne czastkowe ze
wzgledu na wszystkie zmienne,

— 9(915.-:9n)
8($1,...,$n)

e jakobian Jg(x) jest rézny od zera na A.

Oznaczmy przez h = (hy,...,h,)T przeksztalcenie odwrotne do g, tzm
xz = h(y) = (hi(y),-..,h,(y)) dla kazdego y € g(A). Rozwazmy wektor
Y = g(X). Wektor ten ma gesto$¢ fy zadang wzorem:

fy @) = fx(h(y), .- ha(y)|Tn(y)]-
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Jesli wektor losowy (X1, ..., X,) jest absolutnie ciagty, to (X1,...,Xn_1)

jest tez odpowiednio z gestoSciami fx, .. x, 1 fx,,...,x,_, 1jedli fx,,.. .x,_.(z1,...

0, to

— le,...,Xn(xla"'axn)
[x1peXnor (X150 oy Tpo1)

an\Xl,...,Xn_l(iﬂn | T1y.-. ,$n71)

nazywa sie i warunkowg gestoscig X,, pod warunkiem X; = 21,..., X1 =
Tn—1-

Dla ustalonego n i wszystkich k = 1,2,...,n i w € €, niech X (w)
oznacza k-th najmniejsza warto$é Xi (w),. .., Xn(w). Sktadowe wektora lo-
sowego (X(1, ..., X(n)) nazywaja sie statystykq porzedkowq (X1,...,X,).

1.2 Podstawowe charakerystyki

Niech X bedzie zmienng losowa i g : R — R funkcja. Definiujemy E g(X)
przez

Yor9(@e)p(xr)  jesli X jest dyskretny
Eg(X)={ _
oo 9(@)f(x)dz  jesli X jest absolutnie ciagte

pod warunkiem odpowiednio, ze ), |g9(zr)|p(zr) < 001 ffooo lg(z)|f(z) dz <
00. Jesli g jest nieujemna, to uzywamy symbolu E g(X) réwniez gdy réwna
sie nieskonczono$é. Jesli rozklad jest mieszankg dwéch typéw to definiujemy
E g(X) przez

oo

Eg(X) =03 glax)p(as) + (1 - 6) / o(@)f(e)de.  (11)
k

—00

Czasami wygodne jest zapisanie E g(X) w terminach catki Stieltjesa t.j.

Eg(x0) = [ " g(@)dF(z),

— 00

ktoéra jest dobrze okre§lona przy pewnych warunkach na g i F. W szczegdl-
noéci dla g(z) = z warto$é p = E X jest nazywana Srednig lub wartoscig
oczekiwang lub pierwszym momentem X. Dla g(z) = =z, u(™ = E(X™)
jest nazywana n-tym momentem. Wariancjg zmiennej losowej X jest 02 =
E(X -p?aoc= Vo2 jest odchyleniem standardowym lub dyspersjg. Cza-
sami piszemy Var X zamiast o2. Wspdtczynnik zmiennosci jest zdefinio-
wany przez cvx = o/u, i wspdtczynnik asymetrii przez E (X — p)d0~3.
Dla dwéch zmiennych losowych X, Y dfiniujemy we kowariancje Cov(X,Y)

;ajn—l) >
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przez Cov(X,Y) = E((X —EX)(Y —EY)) jedli tylko EX2, EY? < co.
Zauwazmy, ze réwnowaznie mamy Cov(X,Y) = EXY — EXEY. Je-
§li Cov(X,Y) > 0, to méwimy, ze X,Y are dodatnio skorelowane, jesli
Cov(X,Y) < 0 to ujemnie skorelowane i nieskorelowane jesli Cov(X,Y) =
0. Przez wspotczynnik korelacji pomiedzy X,Y rozumiemy

Cov(X,Y)

/Var (X)Var (V)

Mediang zmienej losowej X jest dowolna liczba is (; /o taka, ze

corr(X,Y) =

P(X <(ip2) > 1, P(X > (i) >3-
Przez indykator 1(A) : @ — R rozumiemy zmienng losowa

1 fweA,
0 w przeciwnym razie.

1(4.) = {

W szczegdlnosci bedziemy pisad

1 if X € B,

0 w przeciwnym razie.

1(XeB):l§{

A wiec jesli A € F to 1(A) jest zmienng losowa i P(4) = EE1(A). Uzywa
sie nastepujacej konwencji, ze E[X; A] = IE (X1(A)) dla zmiennej losowej
X i zdarzenia A € F.

Jesli chcemy zwréci¢ uwage, ze Srednia, n-ty moment, itd. sa zdefinio-

wane dla zmiennej X lub dystrybunaty F' to piszemy px, ug?), 0%,...lub

NF;M%);U%;----

1.3 Niezalezno$é 1 warunkowanie

Moéwimy, ze zmienne losowe X1, ..., X, sa niezalezne jesli

n
P(X, € By,...,X, € By) = H]P(Xk € By)
k=1

dla wszystkich By, ..., B, lub, réwnowaznie,

P(X; <w1,..., X, < 7) = [[ P(Xk < 7)
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dla wszystkich z1,...,z, € R. Nieskoniczony ciag Xi, Xo,... jest ciagiem
niezaleznych zmiennych losowych, jeéli kazdy skonczony podciag ma ta wla-
sno§é. Méwimy, ze dwa ciagi X1, Xo,...1Y1,Ys, ... sa niezalezne jesli

p(()05 <m0 (0 <) = ()% <2 P10 <)

dla wszystkicj n,m € Nizy,...,zn, y1,--.,Ym € R. Dla ciagu X1, Xo, ...
niezaleznych i jednakowo roztozonych zmiennych losowych wygodne jest
wprowadzenie generycznej zmiennej losowej X, ktéra ma taki sam rozktad.
Moéwimy, ze zmienna losowa jest niezalezna od zdarzenie, jesli jest nieza-
lezna od indykatora 1(A) tego zdarzenia.

Niech A € F. Warunkowym prawdopodobieristwem zdarzenia A’ pod
warunkiem A jest

/ L s
P(A' | A) = { P(A'NA)/P(A) jesli ]P(A) >0,
0 W przeciwnym razie.
Czesto uzyteczne jest wzor na prawdopodobienistwo catkowite. Niech A, A1, Ay, ... €

F bedzie ciagiem zdarzen taki, ze A, NA; =0dlai#jid> o P(4;) =1.
Wtedy,

P(4) = S P(4 | 4)P(4y). (12)
i=1

Warunkowq waroscig oczekiwang E (X | A) zmiennej losowej X pod
warunkiem zdarzenia A jest warunkowa wartoScia oczekiwang wzgledem
rozktadu warunkowego z dystrybunata Fx |4, gdzie Fx | 4(z) = P({X <
z}NA)/PP(A).

1.4 Transformaty

Niech I = {s € R : Ee’® < oo}. Zauwazmy, ze I musi by¢ odcin-
kiem (wlasciwym), prosta, pStprosta lub nawet punktem {0}. Funkcjg two-
rzgeg momenty m : I — R zmiennej losowej X jest zdefiniowana przez
m(s) = Ee*X. Zauwazmy réznice pomiedzy funkcja tworzaca momenty a
trasformatq Laplace-Stieltjesa [(s) =Ee X = ffooo e 57 dF(x) zmiennej
losowej X lub dystrybuanty F' zmiennej X.

Dla zmiennych kratowych z funkcja prawdopodobiefistwa {py, k € N}
wprowadza sie funkcje tworzgceg § : [-1,1] = R zdefiniowana przez §(s) =
Yo Prs”

Niech teraz X bedzie dowolng zmienng losowsg z dystrybuanta F'. Funk-
¢jg charakterystyczng ¢ : R — IC zmiennej X jest zdefiniowna przez

H(s) = Eel*X, (1.3)
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W szczegdlnoéci jesti F jest absolutnie ciggla z gestoScia f, to

P(s) = /oo e f(x) dr = /oo cos(sz) f(x) dz +i/Oo sin(sz) f(x) dz .

—0Q —0o0 —0o0

Jedli X jest kratows zmienng losowa z funkcja prawdopodobienstwa {py},
to

oo

¢(s) =) eFpy. (1.4)

k=0

Jesli chcemy podkredlié, ze transformata jest zmiennej X z dystrybuanta
F, to piszemy mx,...,px lub mp,..., ¢F.

Zauwazmy, tez formalne zwigzki §(e°) = I(—s) = m(s) lub ¢(s) = §(e'*).
Jednakze delikatnym problemem jest zdecydowanie, gdzie dana transfor-
mata jest okre$lona. Na przyklad jesli X jest nieujemna, to 7 (s) jest zawsze
dobrze zdefiniowana przynajmiej dla s < 0 podczes gdy 1 (s) jest dobrze zde-
finiowana przynajmniej dla s > 0. Sa tez przyklady pokazujace, ze m(s)
moze byé¢ oo dla wszystkich s > 0, podczas gdy w innych przypadkach, ze
m(s) jest skoiczone (—o0,a) dla pewnych a > 0.

Ogdlnie jest wzajemna jednoznaczno$é¢ pomiedzy rozkladem a odpo-
wiadajaca jemu transformata, jednakze w kazdym wypadku sformutowanie
twierdzenia wymaga odpowiedniego wystowienia. Jesli n-ty moment zmien-
nej losowej | X | jest skoficzony, to n-ta pochodna (™ (0), (™ (0) istnieje jegli
tylko 7(s),i(s) sa dobrze zdefiniowane w pewnym otoczeniu s = 0. Wtedy
mamy

E X" =m™(0) = (-1)"I™(0) = (-1)"¢™(0). (1.5)

Jeslo n(s) i I(s) sa odpowienio dobrze zdefiniowane na (—oo, 0] i [0, %), to
trzeba pochodne w (1.5) zastapi¢ pochodnymi jednostronnymi, t.j.

E X" =m™(0-) = (-1)"™(0+), (1.6)

Jesli X przyjmuje wartoSc w podzbiorze Z i jedli E X" < oo, to
EXX-1)...(X —n+1))=3"1a-). (1.7)
Inng wazng wlasnoécia funkcji tworzacej momenty m(s) (i réwniez dla

transformaty Laplace’s [(s) i funkeji charakterystycznej ¢(s)) jest wlasnosé
, ze jesli Xy, ..., X, sa niezalezne to

mx, v 4%, (8) = ﬁ i x,, (5) - (1.8)
k=1



1. ZMIENNE LOSOWE I ICH CHARAKTERYSTYKI 7

Podobnie, jesli Xi,...,X, sa niezaleznymi kratowymi zmiennnymi loso-
wymi z Z4 to

9xit.x.(5) = [ 9x.(5) - (1.9)
k=1

Ogodlnie dla dowolnych funkcji g1,...,9, : R = R mamy

E (kl:Il a(X3)) = [] Bae(X) (1.10)

k=1

jesli tylko X1, ..., X, sa niezalezne.
Niech X, X1, X5, ... bedg zmiennymi losowymi. Méwimy, ze ciag {X,}
zbiega stabo (lub zbiega wedtug rozktadu) do X jesli Fx, (x) — Fx(x) dla

wszystkich punktéw ciaglosci F'x . Piszemy wtedy X, 4 X.

1.5 Operacje na rozkladach

Mieszanki Dla ciagu dystrybuant Fi, Fs, .. . i funkcji prawdopodobienstwa
{pr, n = 1,2,...} definiujemy dystrybuante F = > 7, pFi nazywang
mieszankg. Dla rodziny rozktadéw Fy zparametryzowanej przez 6, gdzie 8
przebiega pozdbiér © z R wzgledem dystrybuanty G skoncentrowanej na ©.
Mieszankg F(x) rodziny {Fy, 6 € O} wzgledem dystrybuanty mieszajgcej
G nazywamy F(x) = [ Fy(x) dG(8), = € R.

Przesuniecie Przez przesuniecie dystrybuanty F(z) o a € R, otrzymu-
jemy nowa dystrybuante G(x) = F(xz — a). To oznacza, ze jeSli X ma
dystrybuante F', to X + a ma dystrybuante G.

Skalowanie Przez skalowanie argumentu dystrybuanty F(z) przez a > 0,
dostajemy nowa dystrybuante G(z) = F(x/a). To oznacza, ze jesli X ma
dystrybuante F', to aX ma dystrybuante G.

1.6 Kilka funkcji specjalnych

Podamy teraz kilka funkcji specjalnych i ich wtasnoSci.

o Funkcja gamma
o
I'(z) = / t*let dt, z>0.
0

Mamy I'(1) =11 I'(1/2) = y/m. Calkowanie przez czesci pokazuje, ze
I(z)=(z—1)T'(z—1)istad T'(n) = (n — 1)!.
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o Funkcja beta
ot b—1 I
B(a,b):/o =1 (1 — 1) dt:/o Trgm . wb>0.
Zauwazmy, ze B(a,b) =T'(a)T'(b)/T'(a + b) = I'(b,a).

o Zmodyfikowana funkcja Bessela

L,(a:):iM zeR,veR. (1.11)
—ET(v+k+1) ’ ’

1.7 Rozklady z lekkimi i ciezkimi ogonami

Moé6wimy, ze rozklad z dystrybunta F'(x) ma wyktadniczo ograniczony ogon
jesli dla pewnego a, b > 0 mamy F(z) < ae~® dla wszystkich z > 0. Wtedy
moéwimy tez ze rozktad ma lekki ogon. Zauwazmy, ze wtedy mp(s) < oo
dla 0 < s < sg, gdzie sg > 0. W przeciwnym razie méwimy, ze rozklad ma
ciezki ogon a wiec wtedy mp(s) = oo dla wszystkich s > 0.

Niech ar = limsup,_,,, M(x), gdzie M (z) = —log F(x) jest funkcjq
hazardowg dla F'. Ponizsze rezultaty sformulujemy dla rozkladéw na R,
t.j. spetniajacych F(0—) = 0.

Theorem 1.1 Jesli ap =0, to F' ma ciezki ogon.

Proof Zalézmy, ze ap = 0. Wtedy lim,_, . M (z) = 0. A wiec, dla kazdego
€ > 0 istnieje o' > 0 taki, ze M(x) < ez dla wszystkich z > z'. Dlatego dla
pewnego ¢ > 0 mamy F(x) > ce =* dla wszystkich z > 0 i stad

/ e*"F(z)dx = o, (1.12)
0
dla wszystkich s > ¢. Poniewaz & > 0 jest dowolny, stad (1.12) jest spetnione

dla wszystkich s > 0, co oznacza , ze F' ma ciezki ogon. O

Uwaga Dla dystrybunaty z cigzkim ogonem F' mamy

lim e**F(x) = 00 (1.13)

T—00

dla wszystkich s > 0.
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2 Rodziny rozkladow

Podamy teraz kilka klas rozkladéw dyskretnych i absolutnie cigglych. Wszyst-
kie sg scharakteryzowane przez skonczony zbiér parametréow. Podstawowe
charakterystyki podane sg w tablicy rozkladéw w rozdziale I11.3.1.

W zbiorze rozkladéw absolutnie ciaglych wyréniamy dwie podklasy:
rozklady z lekkimi ogonami i cigzkimi ogonami. Rozréznienie to jest bardzo
wazne w praktyce i w teorii Monte Carlo.

2.1 Rozklady dyskretne

Wsréd dyskretnych rozkladéw mamy:

e Rozktad zdegenerowany §, skoncentrowany w a € R z p(z) = 1 jesli
z=aip(z) =0 w przeciwnym razie.

e Rozktad Bernoulliego Ber(p) z pr = p*(1 —p)'* dla k = 0,1; 0 <
p < 1: rozklad przyjmujacy tylko wartosci 0 i 1.

e Rozktad dwumianowy B(n,p) zp, = (7)p"(1-p)"* dlak =0,1...,n; n €
Z.,,0 < p < 1: rozklad sumy n niezaleznych i jednakowo roztozonych
zmiennych losowych o rozktadzie Ber(p). A wiec, B(n1,p) *B(ns,p) =
B(ni + na,p).

e Rozktad Poissona Poi()\) z pp = e X\ /kldlak =0,1...; 0 < A<
o0: jedna z podstawowych cegietek na ktérych zbudowany jest rachu-
nek prawdopodobienstwa. Historycznie pojawil sie jako graniczny dla
rozkltadéw dwumianowych B(n,p) gdy np — A dla n — oco. Wazng
wlasno$cia jest zamknieto$¢ ze wzgledu na splot, tzn. suma niezalez-
nych zmiennych Poissonowskich ma znowu rozktad Poissona. Formal-
nie piszemy, ze Poi(A1) * Poi(A2) = Poi(A; + Az).

e Rozktad geometryczny Geo(p) z pr, = (1 —p)pF dlak =0,1,...; 0 <
p < 1: rozklad majacy dyskretny brak pamieci. To jest P(X > i+ |
X > j) = P(X > 1) dla wszystkich 7,5 € N wtedy i tylko wtedy gdy
X jest geometrycznie roztozony.

e Rozktad obciety geometryczny TG(p) z pr, = (1 — p)pF~! dla k =
1,2,...; 0 < p < 1:jesli X ~ Geo(p), to X|X > 0 ~TG(p), jest to
rozklad liczb préb Bernoulliego do pierwszego sukcesu, jesli prawdo-
pobienistwo sukcesu wynosi p' =1 — p. A wiec jedli Y ~ TG(p'), to
EY =1/p
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e Rozktad ujemny dwumianowy lub inaczej rozktad Pascala NB(a,p) z

pr=T(a+k)/(T(@)T(k+1))(1—p)2pF dlak=0,1,...; a>0,0<
p < 1. Powyzej piszemy

(g) . (z) Zm(w—l)..].d(w—k—i—l),

dlazeR, k=1,2,.... Mamy

= ("7 amwet = (G7)a-prenr.

Co wiecej, dla a = 1,2,..., NB(a,p) jest rozkladem sumy « nie-
zaleznych i jednakowo rozlozonych Geo(p) zmiennych losowych. To
oznacza na przyklad, ze podklasa ujemnych rozktadéw dwumiano-
wych {NB(a,p),a = 1,2,...} jest zamknieta ze wzgledu na splot
t.j. NB(ay,p) * NB(as,p) = NB(ay + asz,p) jesh a;, a2 = 1,2,.... Co
wiecej poprzedni wzor jest spelniny dla a;,as >0 and 0 < p < 1.

Rozktad logarytmiczny Log(p) z pr = p*/(—klog(l — p)) dla k =
1,2,...; 0 < p < 1: pojawia sie jako granica obcietych rozkladéw
dwumianowych.

Rozktad (dyskretny) jednostajny UD(n) z p, =n~tdlak=1,...,n;
n=12 ...

2.2 Rozklady absolutnie ciggte

Wiéréd rozkladéw absolutnie ciaglych mamy:

e Rozktad normalny N(u,02) z f(z) = (2m0?)~1/2e=(@=m*/(20%) dla

wszystkich z € R; p € R,0? > 0: obok rozkladu Poissona druga
cegietka na ktérej opiera sie rachunek prawdopodobienstwa. Pojawia
sie jako granica sum niezaleznych asymptotycznie zaniedbywalnych
zmiennych losowych. Rzoklady normalne sa zamkniete na branie splo-
téw, tj. N(u1,0%) * N(ua, 03) = N(u1 + p2, 0?2 + 02).

Rozktad wyktadniczy Exp(\) z f(z) = Ae *® dla z > 0; A > 0: pod-
stawowy rozktad w teorii proceséw Markowa ze wzgledu na wlasnoéé
braku pamieci, t.j. P(X >t 4+ s | X > s) = P(X > t) dla wszystkich
s,t > 0 jesli X jest rozkladem wykladniczym.

Rozktad Erlanga Erl(n, \) z f(z) = A"z le 2 /(n—1); n =1,2,..
rozklad sumy n niezaleznych i jednakowo rozlozonych Exp()) zmien-
nych losowych. Tak wiec, Erl(nq, A) * Erl(na, A) = Erl(n; + na, \).
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o Rozktad chi kwadrat x2(n) z f(z) = (2"/?T(n/2)) " '2(*/2)~1e2/2 jedli
z>0and f(z) =0if x <0;n =1,2,...: Rozklad sumy n niezalez-
nych i jednakowo roztozonych zmiennych losowych, ktére sa kwadra-
tami N(0,1) zmiennych losowych To oznacza, ze x2(n1) * x2(n2) =
x2(n1 + n).

e Rozktad gamma T(a,\) z f(z) = A%z e 2*/T(a) for z > 0; z pa-
ametrem ksztaltu a > 0 i parametrem skali A > 0: jestia =n € N, to
T(n,\) = Erl(n,)). Jedli A =1/2ia=n/2,to T'(n/2,1/2) = x%(n).

o Rozktad jednostajny U(a,b) z f(z) = (b—a) ' dlaa<z <b; —00<
a<b<oo.

o Rozklad beta Beta(a,b,n) z
20— 1(p — p)b—1
f(.’L' = (n a )b—l
B(a, b)yn**

dla 0 < z < 7, gdzie B(a, b) oznacza funkcje beta (patrz 1.6); a,b,n >
0; jesli a = b =1, to Beta(1,1,n) = U(0,n).

e Rozktad odwrotny gaussowski (inverse Gaussian distribution) IG(u, A)
Z

F(z) = (M @ra®))"? exp (=A@ — )2/ (2uz))
dla wszystkich z > 0; p e R, A > 0.

e Rozktad statystyki ekstremalnej EV(y) z F(x) = exp(—(1 + 7:3)_7_1/7)
dla wszystkich v € R, gdzie wielko$é¢ —(1 +’yx);1/ 7 jest zdefiniowana
jako ™7 kiedy v = 0. W tym ostatnim przypadku rozklad jest znany
jako rozktad Gumbela. Dla v > 0 otrzymujemy rozktad Frécheta ; ro-
ktad ten jest skoncentrowany na péiprostej (—1/7, +00). W koicu, dla
v < 0 otrzymujemy rozktad ekstremalny Weibulla, skoncentrowany na
pélprostej (—oo, —1/7).

2.3 Rozklady z ciezkimi ogonami

Przyktadami absolutnie cigglych rozktadéw, ktére maja ciezki ogon sg po-
dane nizej.

e Rozktad logarytmiczno normalny LN(a,b) z
f(z) = (zbv2m) L exp (—(logz — a)?/(2b?)) dlaz > 0; a € R,b > 0;
jesli X jest o rozktadzie N(a,b) to eX ma rozktad LN(a,b).
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Rozktad Weibulla W(r,c) z f(z) = rca" ' exp(—ca”) dla z > 0 gdzie
parametr ksztaltu r > 0 i parametr skali ¢ > 0; F(z) = exp(—czx");
jesli r > 1, to W(r, ¢) ma lekki ogon, w przeciwnym razie W(r, ¢) ma
ciezki.

Rozktad Pareto Par(a) =z

f(z) = a(1/(1 + z))2*! for z > 0; gdzie
eksponent a > 0; F(z) = (1/(1 +z)

)

Rozktad loggamma LT (a, \) z f(x) = A*/T'(a)(logz)* 1z~ >t dlaz >
1; A\,a > 0; jesli X jest I'(a, A), to eX ma rozklad LT(a, )).

+

Rozklady wektoréw losowych

Rozktad jednostajny na B C R%, U(B), gdzie |B| < oo z fz) = 1/|B|
dla z € oraz f(x) =0 dla = ¢ B.

Standardowy d wymiarowym rozktad normalny Ng4(0,I) jest rozkta-
dem zmiennych losowych X1, ..., Xy niezaleznych o jednakowym roz-
kladzie N(0,1); ma gestoé¢ f(x) = 1/(2n)¥? exp(—zTx/2), € R

d wymiarowym rozktad normalny Ng(u, X) jest rozktadem wektora
losowego X = (Xi,...,X4)? z wektorem $redniej g i macierza ko-
wariancji X, ktéry dla dowolnego a € R? ma wlasno$¢, ze zmienna
losowa @ X ma rozktad normalny; jesli Y ~ N(0, I) oraz ¥ = LLT
to X = LY + p ma rozktad Ng(p, X); jedli X' jest niesingularna, to
X ma gesto$é f(x) = 1/(2n)%?(det(X)) "2 exp((& — p) T2 (& —
1)/2).



