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I=LEY

dla pewnej liczby losowej Y, takiej, ze EY? < oo.
Y1, ...,Y,, beda niezaleznymi replikacjami
Estymator Y, jest nieobigzony t.].

EY, =1

oraz mocno zgodny to znaczy z

prawdopodobienstwem 1 zachodzi zbieznosé

Y, — 1

co pociaga stabg zgodnosé, to znaczy, ze dla

kazdego b > 0 mamy

Pr(|Y;,, —I| > b) — 0.

Zauwazmy, ze warunek |Y,, — I| < b oznacza, ze

btad bezwzgledny nie przekracza b.

Slide 2/ 77



Dla kazdego b i liczby 0 < oo < 1 istnieje n (nas

interesuje najmniejsze naturalne) takie, ze

Pr(Y, —b<I<Y,+b)>1-a.

A wiec z prawdopodobienstwem wiekszym niz
1 — a szukana wielkos¢ I nalezy do przedziatu
losowego [Y;, — b, Y, + b] i dlatego a nazywa sie

poziomem istotnosci lub poziomem ufnosca.
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Centralne twierdzenie graniczne, moéwi, ze jesli
tylko Y7,...,Y, sa niezalezne i o jednakowym

rozktadzie, to dla n — oo

n

Pr Z Y]a;\]f)ﬁy <z| — Dz (1)

g=1

gdzie oy = v/ VarY oraz ®(x) jest dystrybuanta

standardowego rozktadu normalnego.

Niech z1_, /2 bedzie a/2-kwantylem rozktadu

normalnego tj.

_ Q
Rl—a/2 = P 1(1 - 5)

Przeksztalcajac otrzymujemy

5
NG

Pr(f/n — Zl_a/QJ—Y S I S }A/n + Rl—a/2

Jn

)zl—a.
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Fundamentalny zwigzek

b/n
Zl—a/2 — ?.

W teorii Monte Carlo przyjeto rozwazaé¢ sie a = 0.05
Sk@d Z21—0.025 = 1.96

0% nie jest znane; wtedy zamiast o3, bierzemy

nieobcigzony i mocno zgodny estymator wariancji
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Mozna udowodnié¢ wariant CTG:

Pr Z (YjA_ EY) <z| — P(x)
-1 Snvn
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Rekurencyjna metoda obliczania Y;, oraz gﬁ

Algorytm
}/}n: n_lyn—l—l_lyn
n n
1
A - 2 Ja ]. >
5721 = ik 5721_1 + _(Yn - Yn—1)2
n—1 n
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Tablica 1: Kwantyle standardowego rozktadu nor-

malnego ®(u); =1— a.

B 090 095 0.975 0.990 0.995
25 128 164 196 233 258
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Metoda CMC
e Przypusémy, ze
I=EY
i0f =VarY < co.

e Niech Y7,...,Y,, beda niezaleznymi
zmiennymi losowymi o rozktadzie jak Y

(replikacje).
e Wtedy

yOMC _ yCMC _ 1 Z Y,
n
j=1

jest zgrubnym estymatorem Monte Carlo
(CMCQC).
y CMC jest estymatorem mocno zgodnym i

nieobcigzonym.

o VarYOMC = 52 /.
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Przypusémy, ze

gdzie |B)|

I:/Bk(x) dz,

< Q.

Wtedy przyjmujemy Y = k(V), gdzie
V ~U(B).

Niech Y7, ..

., Y, beda niezaleznymi

zmiennymi losowymi.

Wtedy

. . 1 <&
VCMC _ YnCMC _ ZYJ
n
j=1

jest zgrubnym estymatorem Monte Carlo

(CMC).
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Metoda chybil trafil

e Estymator chybit-trafit (Hit Or Miss) (HoM).
Pomys!t polega na przedstawieniu I = E Y,
gdzie

Y =1(k(Uy) > Us).

Jest bowiem oczywiste, ze

1 1
0 k(u1)>u2 0

e Wtedy dla Uy, ..., Uy, obliczamy replikacje
Yi,...,Y, skad obliczamy estymator

. 1 —
YoM = =3 "y,
nj:l

zwanym estymatorem chybit trafit.
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Metoda warstw

Jak zwykle chcemy obliczy¢ I = EY.

Przestrzen zdarzen () rozbijamy na m warstw
1, ..., Q.

Niech J(w) = j jesli w € ;. Niech

Yj =a (Y]J =J), tj.

Pr({Y € BYNQ;)

Pr(Y; e B)=Pr(Y € B|J =j) = Pr(Q;)

Oznaczmy prawdopodobienstwo wylosowania
warstwy p; = Pr(Q);) oraz y; = EY,. Ze

wzoru na prawdopodobienstwo catkowite
EY =EY;=piyi+...+PmYm -

n — liczba replikacji, ktorg podzielimy na
odpowiednio n; replikacji Y; w warstwie j. Te
replikacje w warstwie j sg Y7, ..., Yq;fj.

Oczywiscie n =nq1 + ... + Ny,
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Niech Y7 = % Z:Z ) 5/7;7 bedzie estymatorem y; i defi-

niujemy estymator warstwowy

ystr :plf/l —|—...—|—pmf/m .

e PrzypusScmy, ze wiadomo jak generowac
poszczegobdlne Y. Niech JJQ- = VarY; bedzie
warlancjg warstwy j. Zauwazmy, ze estymator

warstwowy jest nieobcigzony

EY" = pEY'+... 4+p.EY™

—~ EYlq,
Y p———t=EY =1
1=1 pi
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Wariancja estymatora warstwowego —

~2 ~ostr o N 9 2 N 9
Our =mVarY ~ =pi—o1+...+Pm—0n, -

mn1 Nm

Niech dla n — oo bedzie n;/n — q;. Wtedy

FAKT

\/ﬁ Orstr d
pon (Y — 1) S N(0,1) .
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Przyjmiemy teraz, ze q; = p; (alokacja proporcjonalna).
Wtedy

m
lim 62 — 2
1M gty = p;jo; -
n— 00
j=1

Z, drugiej strony pamietajac, ze ¥ =4 Y

VarY = VarY; = Y p;E(Y; - I)°

71=1
2 2
> ijE(Yj —yj) = ijaj ~
j=1 j=1

poniewaz funkcja od x réwna E (Y; — )? jest

minimalna dla x = E Y.
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Okazuje sie, ze optymalny dobor liczby replikacji
n; (to znaczy na warstwach mozna wyliczy¢ w

nastepujacym twierdzeniu.

TW. Niech n bedzie ustalone i n;y + ...+ n,, = n. Wa-

riancja p? %U% + ...+ p2, %afn estymator warstwowego

Y% jest minimalna gdy
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Estymator antytetyczny
2n zmiennych losowych Yi,Ys, ..., Y5, 1, Yo,,

e Pary (Y;,Y;11)i, 2 =1,...,n sa niezalezne o
jednakowym rozktadzie,

2n

¢ Zmienne losowe (Y;)52,

rozktad jak Y.

maja ten sam

e Zauwazmy, ze jesli bedziemy rozpatrywac

estymator

2n
}A/anth _ Zj:l }/»7
2n

to jego wariancja

A

Var (Yanth>
2n
Var (—Y1‘5Y2 )
n

= %Var (Y)(1 + corr(Yi,Ys)) .

e A wiec jesli corr(Y1, Y2)) jest ujemne to

redukujemy wariancje.
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