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Rozdzial 1

Wstep

1 O skrypcie

Stochastyczne symulacje i Teoria Monte Carlo to bardzo czesto sa wymien-
nymi terminami. Jednakze w opinii autora tego skryptu warto je rozroz-
nia¢. Pierwszy termin dotyczy netod generowania liczb losowych a wtasci-
wue pseudo-losowych, bo tylko takie moga by¢ genrowane na komputerze.
Natomiast teoria monte Carlo zajmuje sie teoretycznymi podstawami opra-
cowania wynikow oraz planowania symulacji. W przeciwienstwie do metod
numerycznych, gdzie wypracowane algorytmy pozwalaja kontrolowaé¢ deter-
ministycznie btedy, w przypadku obliczen za pomoca metod stochastycznych
dostajemy wynik losowy, i nalezy zrozumiec jak taki wynik imterpretowac,
co rozumiemy pod pojeciem bledu.
Skrypt jest pisany z mysla o wyktadzie dla studentéw Uniwersytetu Wroctawskiego,

w szczegbdlnoscei studentéw na kierunku matematyk, specjalnosc informaty-
czna.

2 Generatory liczb losowych

3 Symulacja zadan kombinatorycznych
Zaczniemy od przedyskutowanie algorytmu na generowanie losowej permu-

tacji liczb 1,..., N. Celem jest wylosowani permutacji tych liczb takiej ze
kazdy wynik mozna otrzymaé z prawdopdobienstwem 1/N!. Zakladamy,
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2 ROZDZIAL I. WSTEP

ze mamy do dyspozycji generator liczb losowych Uy, Us, ..., tj. ciag nieza-
leznych zmiennych losowych o jednakwym rozktadzie jednostajnym U(0, 1).
Generowanie losowej permutacji ciaggu 1,..., N

Losowa permutacja

1. podstaw t = N oraz A[i] =i dlai=1, . . . , N;
2. generuj liczbe losowg u pomiedzy O i 1;
3. podstaw k =1 + tu ; zamie\’n A[k] z A[t];
4. podstaw t =t - 1;
jesli t > 1, to powrdt do kroku 2;
W przeciwnym razie stop i A[1], . . . , A[N ]
podaje losowg permutacje.

Zlozonos¢é tego algorytmu jest O(N).
W MATLAB-ie generujemy losows permutace za pomoca instrukeji

randperm

W rozdziale 2-gim ksiazki Fellera [2] mamy zadanie o dniach urodzin.
Na podastawie tego fragmentu mozna sformutowaé¢ nastepujacy zadanie na
symulacje przy uzyciu komendy randmperm.

1. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wsrod N losowo wybranych oséb
przynajmniej dwie maja ten sam dzien urodzin?

2. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wsrod N losowo wybranych osob
przynajmniej dwie maja ten sam dzien urodzin w przeciagu r dni jeden
od drugiego?

3. Przypu$émy, ze osoby pojawiaja sie kolejno. Jak diugo trzeba czekac
aby pojawity sie dwie majace wspolne urodziny?

4 Proste zadania probabilistyczne

W rozdziale 3-cim ksiazki Fellera [2| rozwaza sie rzuty symetryczna moneta.
w n-tym rzucie (niezaleznym od pozostalych) wygrywamy +1 gdy wypadnie
orzetl (=1) oraz przegrywamy -1 gdy wypadnie reszka. Przypuscmy zaczy-
namy gra¢ z pustym kontem; tj Sy = 0. Niech S, bedzie wygrana po n
rzutach. Mozemy postawi¢ rézne pytania. Na przyktad
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1. Jak wygladaja oscylacje S,.

2. Jakie jest prawdopodobieristwo P(«, 3) , ze przy n rzutach bedziemy
nad kreska w przedziale pomiedzy 100a% a 1008% procent czasu?

Przyktadows symulacja prostego symetrycznego btadzenia przypadkowego.
ciggu 1, ..., N mozna otrzymac za pomoca nastepujacego prostego programu.
(dem2-1.m)

Realizacja prostego btadzenia przypadkowego

N=100;
xi=2*floor(2*rand(1,N))-1;
A=triu(ones(N));
y=xix*4;
for i=2:N+1
s(1)=y(i-1);
end
s(1)=0;
x=1:N+1;
plot(x,s)

5 Zagadnienie sekretarki

Jest to problem z dziedziny optymalnego zatrzymania. Rozwiazanie jego jest
czasami zwane reguta 37%. Mozna go wystowi¢ nastepujaco:

e Jest jeden etat do wypehienia.
e Na ten 1 etat jest n kandydatow, gdzie n jest znane.

e Komisja oceniajgca jest w stanie zrobi¢ ranking kandydatow w Scislym
sensie (bez remisow).

e Kandydaci zglaszaja sie w losowym porzadku. Zakltada sie, ze kazde
uporzadkowanie jest jednakowo prawdopodobne.

e Po interview kandydat jest albo zatrudniony albo odrzucony. Nie
mozna potem tego cofnac.
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e Decyzja jest podjeta na podstawie wzglednego rankingu kandydatow
spotkanych do tej pory.

e Celem jest wybranie najlepszego zgloszenia.

Okazuje sie, ze optymalna strategia, to jest maksymizujgca prawdopodobieristwo
wybrania najlepszego kandydata jest, nalezy szuka¢ wsréd nastepujacych
strategi: opusci¢ k kandydatow i nastepnie przyjaé pierwszego lepszego od
dotychczas przegladanych kandydatow. Jesli takiego nie ma to bierzemy os-
tatniego. Dla duzych n mamy k ~ n/e kandydatéow. Dla matych n mamy

n| 1 2 3 4 5 6 7 8 9
k| 0 0 1 1 2 2 2 3 3
P 1.000 0.500 0.500 0.458 0.433 0.428 0.414 0.410 0.406

To zadanie mozna prosto symulowaé jesli tylko umiemy generowaé losowa
permutacje. Mozemy tez zada¢ inne pytanie. Przypu$émy, ze kandydaci
maja rangi od 1 do n, jednakze nie sg one znane komisji zatrudniajacej. Tak
jak poprzednio komisja potrafii jedynie uporzadkowaé¢ kandydatow do tej
pory starajacych sie o prace. Mozemy zadaé¢ pytanie czy optymalny wybor
maksymizujacy prawdopodobienstwo wybrania najlepszego kandydata jest
rowniez maksymizujacy wartos¢ oczekiwana rangi zatrudnianej osoby. Na to
pytanie mozna sobie odpowiedzie¢ przez symulacje.

6 Uwagi bibligraficzne

Na rynku jest sporo dobrych podrecznikéw o metodach stochastycznej symu-
lacji i teorii Monte Carlo. Zacznijmy od najbardziej elementarnych, jak na
przyktad ksiazka Rossa |9]. Z posrod bardzo dobrych ksiazek wykorzystuja-
cych w pelni nowoczesny aparat probabilistyczny i teorii procesow stochasty-
cznych mozna wymienié¢ ksiazke Asmussena i Glynna [1], Madrasa [6], Fish-
mana , Ripleya [8]. Wsrod ksiazek o symulacjach w szczegdlnych dziedzi-
nach mozna wymieni¢ ksiazke Glassermana [5] (z inzynierii finansowej), Fish-
mana [4] (symulacje typu discete event simulation. W jezyku polskim mozna
znalez¢ ksiazke Zielinskiego [15].

Wyktady prezentowane w obecnym skrypcie byly stymulowane przez no-
tatki do wyktadu prowadzonego przez J. Resinga [7| na Technische Univer-
siteit Eindhoven w Holandii. W szczegolnosci autor skryptu dziekuje Jo-
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hanowi van Leeuwaardenowi za udostepnienienie materialow. W szczegol-
noéci w niektorych miejscach autor tego skryptu wzoruje si¢ na wyktadach
Johana van Leeuwardena i Marko Bono w Technicznym Instytucie Technologi
w Eidhoven.
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Zadania laboratoryjne

Zadanie na wykorzystanie instrukcji MATLAB-owskich: randperm, rand,
rand(m,n), rand(’state’, 0).

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

Uzasadnié¢, ze procedura generowania losowej permutacji z wyktadu
daje losowa permutacje.

Napisa¢ procedure

1. z n obiektéw wybieramy losowo k ze zwracaniem,

2. z n obiektéw wybieramy k bez zwracania.

3. wybierajaca losowy podzbior k elementowy z {1,...,n}.

Napisa¢ procedure n rzutéw moneta (&1, ..., &,).

Jesli orzet w i-tym rzucie to niech n; = 1 jesli reszka to n; = —1. Niech
So = 0oraz S, = &1+. . .+&;. Obliczy¢ pierwszy moment i wariancje ;.
Zrobi¢ wykres Sy, S1, . . ., S1000- Na wykresie zaznaczyc linie: £Var(§)/n,
+2Var(n)y/n, £3Var(£)y/n.

Zrobié¢ zbiorczy wykres 10 replikacji tego eksperymentu.

Rzucamy N razy i generujemy bladzenie przypadkowe (S, )o<n>n. Napisac
procedury do obliczenia:

1. Jak wyglada absolutna réznica pomiedzy maximum i minimum
bladzenia przypadkowego gdy N ros$nie?

Rozwazamy ciag (S, )o<n>n z poprzedniego zadania. Przez prowadzenie
w odcinku (7,74 1) rozumiemy, ze S; > OorazS;y1 > 0. Niech X bedzie
taczna dlugoscia prowadzen w (0, V).

1. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jeden gracz bedzie przewazat
pomiedzy 50% a 55% czasu? Lub wiecej niz 95% czasu?

3. Niech N = 200. Zrobié¢ histogram wynikéow dla 500 powtorzen tego
eksperymentu.

Napisa¢ procedure do zadania dni urodzin.

1.Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wsrod N losowo wybranych osob
przynajmniej dwie maja ten sam dzien urodzin?

2. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wssrod N losowo wybranych os6b
przynajmniej dwie maja urodziny w przeciagu r dni jeden od drugiego?
3. Przypusémi, ze osoby pojawiaja sie kolejno. Jak dtugo trzeba czekac
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aby pojawily sie dwie majace wspolne urodziny? Zrobi¢ histogram dla
100 powtorzen.

6.7 (Opcjonalne) Mamy 10 adresow, ktorych odlegtosci sa zadane w nastepu-

jacy sposob. Zacza¢ od rand(’state’, 0). Przydzieli¢ odleglosé kolejno
wierszami alij| - odleglo$é miedzy adresem i oraz j. (W ten sposob
wszyscy beda mieli taka sama macierz odlegtoscei).
Przez droge wyznaczona przez permutacje 7 z dziesieciu liczb rozu-
miemy (7(1),7(2)),...(m(9),7(10)). Wtedy odlegtos¢ do pokonania
jest 2;12 a[r(i — 1),an(i)]. Czy uda sie odnalezé¢ najkrotsza trase.
Znalez¢ najkrotsza trase po 100 losowaniach. Po 10007
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Projekt

Projekt 1 Bob szacuje, ze w zyciu spotka 3 partnerki, i z jedna si¢ ozeni.
Zaktada, ze jest w stanie je poréwnywac¢. Jednakze, bedeac osoba hon-
orowa, (i) jesli zdecyduje sie umawia¢ z nowa partnerka, nie moze wrocié
do juz odrzuconej, (ii) w momencie ecyzji o §lubie randki z pzostalymi sa
niemozliwe, (iii) musi si¢ zdecydowa¢ na ktoras z spotkanych partnerek. Bob
przyjmuje, ze mozna zrobi¢ miedzy partnerkami ranking: 1=dobra,2=lepsza,
3=najlepsza, ale ten ranking nie jest mu wiadomy. Bob spotyka kolejne part-
nerki w losowym porzadku.

Napisz raport w jaka stategie powinien przyjac Bob. W szczegdlnosci w
raporcie pwoinny sie znalezc odpowiedzi na nastepujace pytania.

(a) Bob decyduje sie na $lub z pierwsza spotkang partnerka. Oblicz praw-
dopodobienstwo P (teoretyczne), ze ozeni sie z najlepsza. Oblicz tez
oczekiwany range r

(b) Uzyj symulacji aby okresli¢ P i r dla nastepujacej strategii. Bob nigdy
nie zeni sie z pierwsza, zeni sie z druga jesli jest lepsza od pierwszej, w
przeciwnym razie zeni si¢ z trzecia.

(¢) Rozwazy¢ zadanie z 10-cioma partnerkami, ktére maja rango 1,2, . . ., 10.
Obliczy¢ teoretycznie prawdopodobienistwo P i oczekiwang range r dla
strategii jak w zadaniu (a).

(d) Zdefiniowa¢ zbior strategii, ktore sa adaptacja strategii z zadania (b)
na 10 partnerek. Podaé jeszcze inng strategie dla Boba. Dla kazdej
stategii obliczy¢ P i r.
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Symulacja zmiennych losowych

1 Metoda ITM

Naszym celem jest przeprowadzenie losowania w wyniku ktérego otrzymamy
liczbe losowa Z z dystrybuanta F' majac do dyzpozycji zmienng losowa U o
rozkladzie jednostajnym UJ0, 1].

Niech
F7(t)=inf{X : t < F(x)}

W przypadku gdy F'(z) jest funkcja Scisle rosnaca, £ (t) jest funkeja odwrotna
F~1(t) do F(z). Dlatego F—(t) nazywa si¢ uogdlniong funkcjq odwrotng

Zbadamy teraz wlasnosci uogolnionej funkcj odwrotnej F*(x). Jesli F
jest $cisle rosnaca to jest prawdziwa nastepujaca rownowaznosé: u = F(x)
wtedy 1 tylko wtedy gdy F“ (u) = u. Ale mozna podaé¢ przyklad taki, ze
F~(u) = z ale u > F(x). Natomiast zawsze sa prawdziwe nastepujace
wlasnosci. Jest prawda, ze zawsze F*~(F(x)) = z, ale latwo podaé przyktad,
ze F(F~x) # x. W skrypcie bedziemy oznaczaé¢ ogon dystrybuanty F(x)
przez F(z) =1 — F(x).

Lemat 1.1 (a) u < F(x) wtedy i tylko wtedy gdy F~'(u) < u.
(b) Jesli F(x) jest funkcja cigglq, to F(F~(z)) = .
(c) F-Y(z) = F'(1 —x).

Fakt 1.2 (a) Jesli U jest zmienng losowq, to F~Y(U) jest zmienng losowq z
dystrybuntq F.

(b) Jesli F jest ciggtq i zmienna X ~ F, to F(X) ma rozktad jednostajny
U(o,1)
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Dowdd (a) Korzystajac z lemat 1.1 piszemy

P(F—(U) < 2) =P(U < F(x)) = F(z) .

(b) Mamy
P(F(X)>u)=P(X > F (u))

Teraz korzystajac z tego, ze zmienna losowa X ma dystrybuante ciagta, a
wiec jest bezatomowa, piszemy

P(X > F () = P(X > F* (1)) = 1 - F(F~(u))

ktore na mocy lematu 1.1 jest réwne 1 — u. 0
Korzystajac z powyzszgo faktu mamy nastepujacy algorytm na generowanie
zmiennej losowej o zadanym rozktadzie F’

Algorytm ITM

% Dane $g(t)=F~{-1}(t)$. Otrzymujemy $Z\sim F$.
Z=g(rand) ;

Zauwazmy tez, ze jesli Uy, Us, ... jest ciagiem zmiennych losowych o jed-
nakowym rozkladzie jenostajnym,, to Uy, U, ..., gdzie UJ'- = 1-Uj, jest tez
ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie jednostajnym. Oz-
naczmy przez

g'(z) = g(1—2) = F(2).

Niestety jawne wzory na funkcje g(x) czy ¢*(x) znamy w niewielu przypad-
kach, ktore oméwimy ponizej.

Rozklad wykladniczy Exp()). W tym przypadku

0, z <0
F(x) = (1.1)
1 —exp(—Az), >0

Jesli X ~ Exp(MA), to EX = 1/ oraz Var X = 1/\. Jest to zmienna z
lekkim ogonem poniewaz

A

IEsX:
© A—S
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jest okreslona dla 0 < s < A. Funkcja odwrotna
. 1
g'(x) = — log(a) .

Zmienne losowe wyktadnicze generujemy nastepujacym algorytmem.

Algorytm ITM-Exp.

% Dane $\lambda$. Otrzymujemy $Z\sim \mbox{Expl}(\lambda)$.
Z=-log(rand)$/\lambda$

Zajmiemy sie teraz przyktadem zmiennej ciezko-ogonowe;.

Rozklad Pareto Par(a). W tym przypadku

0, z <0
F(z) = 1.2
() N T (1.2)
(14 x)
Jesli X ~ Par(a), to EX = 1/(a — 1) pod warunkiem, ze a > 1 oraz
EX? =2/((a — 1)(a — 2)) pod warunkiem, ze o > 2. Jest to zmienna z
ciezkim ogonem poniewaz
Ee™ = oo
dla dowolnego 0 < s < sy . Funkcja odwrotna
g*(x) = a7V — 1.

Zauwazmy, ze rozktad Pareto jest tylko z jednym parametrem ksztattu a.
Dlatego jesli chcemy miec szersza klase dopuszczajaca dla tego samego parametru
ksztaltu zadana srednia m skorzystamy z tego, ze IEm(a— 1) X = m. Oczy-
wiscie « > 1. Mozna wiec wprowadzi¢ dwuparametrows rodzine rozktadow
Pareto Par(«, ¢). Zmienna Y ma rozktad Par(«, ¢) jesli jej dystrybunata jest

0, <0
F(x) = (1.3)

Algorytm ITM-Par.

% Dane $\alpha$. Otrzymujemy $Z\sim \mbox{Par}(\lambda)$.
Z=rand${}~{(-1/\alpha)}-1$.
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2 Metoda I'TM oraz ITR dla rozktadéw kra-
towych

Przypusémy, ze rozktad jest kratowy skoncentrowany na {0,1,...}. Wtedy
do zadania rozktadu wystarczy zna¢ funkcje prawdopodobienstwa {py, k =
0,1,...}.

Fakt 2.1 Niech U bedzie liczbe losowq. Zmienna
k
Z =min{k: U < sz}
i=0

ma funkcje prawdopodobienstwa {py}.

Stad mamy nastepujacy algorytm na generowanie kratowych zmiennych
losowych.

Algorytm ITM-d.

% Dane $p_k=p(k)$. Otrzymujemy $Z\sim \{p_k\1}$.
U=rand;
Z=0;
S=p(0);
while U$>$S
Z=7+1;
S=S+p(2);
end

Fakt 2.2 Liczba wywotan N w petli while w powyzszym algorytmie ma funkcje

prawdopodobienstwa P(N = k) = pr_1, k = 1,2,..., skqd Srednia liczba
wywotan wynosi EN =1E Z + 1.

Rozklad geometryczny Geo(p) ma funkcje prawdopodobienstwa

pe=(1-pp* k=01,
Zmienna X ~ Geo(p) ma srednig IE = oraz ... Z Faktu 1.2 mamy, ze

X = |logU/logp|
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ma rozklad Geo(p). Mianowicie

P(X > k) = P(|logU/logp| > k)
— P(logU/logp > k)
= P(logU) < (logp)k)
= PU<p") =p".

W wielu przypadkach nastepujaca funkcja

Pk+1
Cht1 = ——
Pk

jest prostym wyrazeniem. Podamy teraz kilka przyktadow.

e X ~ B(n,p). Wtedy

B 0 __pln—k)
Po = (1_]9) y  Ck+1 —m-

o X ~ Poi(\). Wtedy

—e C ——)\
Po = ) k+1 = Pl
e X ~ NB(r,p). Wtedy
. (r+k)p
po=(1-p), il =

W przypadki gdy znana jest jawna i zadana w prostej postaci funkcja
cr+1 zamiast algorytmu ITM-d mozemy uzywaé nastepujacego. Uzywamy
oznaczenia ¢y, =c(k+1) i pg =p(0).

Algorytm ITR.

% Dane p(0) oraz c(k+1l), k=0,1,... Otrzymujemy X z f. prawd. {p_k}.
S=p(0);

P=p(0);

X=0;

U=rand;
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while (U>S)
X=X+1;
P=P*c (X) ;
S=S+P;
end

3 Metody specjalne.

3.1 B(n,p)
Niech X ~ B(n,p). Wtedy

X ! Z fja
j=1

gdzie &1, ...,&, jest ciagiem prob Bernoulliego, tj. ciag niezaleznych zmien-
nych losowych IP(§; =1) =p, P(§;, =0) =1 —p.

Algorytm DB

% Dane n,p. Otrzymujemy X z f. prawd. B(n,p)
X=X+1;
for i=0:n
if (rand<= p)
X=X+1;
en
end

3.2  Poi()).

Teraz podamy algorytm na generowanie zmiennej X ~ Poi(A) o rozkladzie
Poissona. Niech 79, 7,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jed-
nakowym rozktadzie Exp(1). Niech

N=#{i=1,2,...:11+...+ 1, < A} (3.4)

Fakt 3.1
N —d POZ()\)
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Dowod Mamy

{N <k}= {zk:%' > AL

Poniewaz
b x? "
]P(ZTj > 1) :e_$(1+x+§+...+ﬁ),
§=0
wiec
P(N=0)=IP(N<0)=¢e",
oraz

k
P(N =k)=P{N <Ek}n{N <k-1}°)=P{N <k})-PP{N < k-1}) = %6_)\.
0
Wzér (3.4) mozna przepisa¢ nastepujaco:

X = 0 T > A
S| max{n>1:7+...+7 <A} w przeciwnym razie.

Na tej podstawie mozemy napisa¢ nastepujacy algorytm.

Algorytm DP

% Dane $\lambda$. Otrzymujemy X$\sim\mbox{Poi}(\lambda)$.
X=0;
S=-1;
while (S<=lambda)
Y=-log(rand) ;
S=S+Y;
X=X+1;
end

Algorytm DP mozne jeszcze uproscié¢ korzystajac z nastepujacych rachunkow.
Jesli 1 < A co jest rownowazne —logU; < A co jest rownowazne U; >
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exp(—\), mamy

X=max{n>1:m+...+7, <A}
= max{n>1:(—loglU;)+...4+ (—loglU, < A}

= max{n>1: logHUi > —\}

=1

= max{nEl:HUize*)‘}.

=1

3.3 Erl(n,\)

Jesli &, ..., &, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie
Exp()\), to

X=&4+. . .+&

ma rozklad Erlanga Erl(n,A). Wiadomo, ze jest to szczegolny przypadek
rozkladu Gamma(n, \) z gestoscia

1
f(z) = W)\”a:”_le_’\“", x>0.

4 Przykladowe symulacje

W dwoch wykresach na rys. 4.11 4.2 podajemy wyniki S, /n, n =1,...,5000
dla odpowiednio rozktad wyktadniczego i Pareto ze érednia 1. Zmienne
Pareto sa w tym cely pomnozone przez 0.2. Warto zwréci¢ uwage na te
symulacje. Wda¢, ze dla zmiennych Pareto zbieznos¢ jest dramatycznie wol-
niejsza.

Na rys. 4.3 podane sa wyniki symulacji, kolejno rozkltadu normalnego
N(1,1), wyktadniczego Exp(1), oraz Pareto(1,2) przemnozonego przez 0.2.
Polecamy zwrdci¢ uwage na charakter poszczegdlnych fragmentéw na rys.
4.3. Chociaz wszystkie zmienne maja Srednig 1, to w pierwszym fragmencie
zmienne sg malo rozrzucone, w drugiej czesci troche bardzie natomiast duzy
rozrzut mozna zaobserwowal w czedci ostatniej. Jest to spowodowane cora
ciezszym ogonem rozktadu.
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Rysunek 4.1: Rozktad wykladniczy Exp(1), 5000 replikacji

5 Metoda eliminacji i ilorazu jedostajnych

Wstepem do tego podrozdziatu niech bedzie nastepujaca obserwacja. Przy-
puscy, ze A i B beda pozdbiorami R"™ dla ktorych istnieje objetosé [, da =
|B| i [, de = |A| oraz A C B. Jesli X ma rozktad jednostajny U(B), to
(X|X € A) ma rozktad jednostajny U(A). Mianowicie trzeba skorzystac, ze
dlaDcCA

Dnl|/|B D
P(Y e DX e )= 2P =

Stad mamy nastepujacy algorytm na generowanie wektora losowego X =
(X1,...,X,) o rozkladzie jednostajnym U(A), gdzie A jest ograniczonym
podzbiorem R". Mianowicie taki zbior A jest zawarty w pewnym prostokacie

B = [ay,b1] x ... X [an,b,]. Latwo jest teraz wygenerowaé wektor losowy
(X1,...,X,) o rozktadzie jednostajnym U(B) poniewaz wtedy zmienne X;
sa niezalezne o rozktadzie odpowiednio Ula;, b;] (i =1,...,n).

Algorytm U(A)

Jna wyjSciu X o rozktadzie jednostajnym w A.
1. for i=1:n
Y(1)=(b(i)-a(i))*U(i)+b(i)
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Rysunek 4.2: Rozktad Pareto(1.2), 5000 replikacji

end
2. jesli Y=(Y(1),...,Y(n) nalezy do A to X:=Y,
3. W przeciwnym razie idz do 1.

Metoda eliminacji pochodzi od von Neumanna. Zaczniemy od zaprezen-
towania jej dyskretnej wersji. Przypusémy, ze chcemy generowa¢ zmienng
losowa X z funkcja prawdopdobienistwa (p;, j € E), podczas gdy znamy algo-
rytm generowania liczby losowej Y z funkcja prawdopdobieristwa (p;-, jEER).
Niech ¢ > 0 bedzie takie, ze

p; < cpj, JEE.

Oczywiscie takie ¢ zawsze znajdziemy gdy E jest skoiniczona, ale tak nie
musi byé¢ gdy E jest przeliczalna; polecamy czytelnikowi podaé przyktad.
Oczywiscie ¢ > 1, jesli funkcje prawdopodobieristwa sa rézne. Niech U ~
U(0,1) i definiujemy obszar akceptacji przez

{cUpy <pv}.
Zaktadamy, ze U 1 Y sa niezalezne. Podstawa naszego algorytmu bedzie
nastepujacy fakt.
Fakt 5.1
P(Y =j|A) = py, jer
oraz P(A) =1/c
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Rysunek 4.3: Rozktad N(1,1) (5000 repl.), Exp(1) (5000 repl.), Pareto(1.2),
(5000 repl.)

Dowadd

P{Y = j}n{cUpy < py})
P(A)

P(Y = j,U < p;/(cp)))

P(A)

P(Y = j)P(U < p;/(cp}))
P(A)

o ooni/leny) e

- PTey PGy

P =jlA) =

Teraz musimy skorzysta¢ z tego, ze

1=> P(Y =j|A) = BA)

jJEE

OJ
Nastepujacy algorytm podaje przepis na generowanie liczby losowej X z
funkcja prawdopdobienistwa (p;, j € E).

Algorytm RM-d
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%izadana f. prawd. (p(j))

1. generuj Y z funkcja prawdopdobienstwa (p’(j));
2. jesli c rand}p’(Y)\le p(Y), to podstaw X:=Y;
3. w przeciwnym razie idz do 2.

Widzimy, ze liczba powtorzen w petli ma rozktad TGeo(IP(A))=TGeo(1/c).
A wigc oczekiwana liczba powtorzen wynosi ¢/(c — 1), a wigc nalezy wybraé
¢ jak najmniejsze.

Podamy teraz wersje ciagta metody eliminacji. Przypusémy, ze chcemy
generowad liczbe losowa X z gestoscia f, podczas gdy znamy algorytm gen-
erowania liczby losowej Y z gestoscia g(x). Niech ¢ > 0 bedzie takie, ze

f(z) < cg(x), z € R.

Oczywiscie ¢ > 1, jesli gestosci sa rozne. Niech U ~ U(0,1) i definiujemy
obszar akceptacyi przez

{cUg(Y) < f(Y)}.
Zakladamy, ze U i Y sg niezalezne. Podstawa naszego algorytmu bedzie
nastepujacy fakt.

Fakt 5.2
3
P(Y <(JA) = / f(y) dy, dla wszystkich x

oraz P(A) =1/c
Dowod Mamy
P <& clg(Y) < f(Y))

P(Y <¢|A) =
v <€) e
()
f—oo cg(y)
IP(A)
¢ 1
= d .
/OO f) ey
Przechodzac z £ — oo widzimy, ze IP(A) = 1/¢, co konczy dowod. O

Nastepujacy algorytm podaje przepis na generowanie liczby losowej X z
gestoscia f(x).
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Algorytm RM

hzadana gestos¢ f(x)

1. generuj Y z gestosciag g(y);

2. jesli cx rand * g(Y)<= £(Y) to podstaw X:=Y
3. W przeciwnym razie idz do 2.

Przyktad 5.3 [Normalna zmienna losowa| Pokazemy, jak skorzystac z metody
eliminacji aby wygenerowac zmienna losowa X o rozktadzie normalnym A (0, 1).
Najpierw wygenerujemy zmienng losowa Z z gestoscia

f() = ——e %

—€ 2, 0<z<oo.

V2T

Niech g(x) = e™*, 2 > 0 bedzie gestoscia rozktadu wyktadniczego Exp(1).
Nalezy znalezé¢ maksimum funkcji

flo) 2, .2

= ——e" 2 O<zr<oo

g(z)  Vor ’ ’
co sie sprowadza do szukania wartosci dla ktorej x — x? /2 jest najwieksza w
obszarze x > (. Maksimum jest osiagniete w punkcie 1 co pociaga

¢ = max /(@) = \/g% 1.32.
g9(x) ™

f(z) _ o 7?/2-1/2 _ ,—~(a=1)?/2

cg(x) '
Teraz aby wygenerowa¢ zmienna losowa X o rozktadzie N(0,1) musimy
zauwazyC, ze nalezy wpierw wygenerowaé X z gestoscia f(x) i nastepnie
wylosowa¢ znak plus z prawdopodobienistwem 1/2 i minus z prawdopdo-
bienistwem 1/2. To prowadzi do nastepujacego algorytmu na generowanie
liczby losowej o rozktadzie N/ (0,1).

Zauwazmy, ze

Algorytm RM

%» na wyjsciu X o rozkladzie N(0,1)

generuj Y z gestoscia g(y);

generuj I=2*floor(2*rand)-1;

jesli U<= exp(-(Y-1)"2/2) to podstaw X:=Y;
W przeciwnym razie idz do 2.

Podstaw Z:=I%X;

gD WwN -
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6 Metody specjalne dla N(0,1).

Przedstawimy dwa warianty metody, zwanej Boxa-Mullera, generowania pary
niezaleznych zmiennyc losowych X7, X5 o jednakowym rozktadzie normalnym
N(0,1). Pomyst polega na wykorzystaniu wspotrzednych biegunowych. Za-
cznijmy od udowodnienia lematu.

Lemat 6.1 Niech X1, X5 sq niezaleznymi zmiennymai losowymsi o jednakowym
rozktadzie normalnym N(0,1). Niech (R,©) bedzie przedstawieniem punktu
(X1, Xa) we wspdtrzednych biegunowych. Wtedy R i © sq niezalezne, R ma
gestosc

f(@) = ze™>21(z > 0) (6.5)
oraz © ma rozktad jednostajny U(0,27).
Dowdd  Oczywiscie, (X1, X2) mozna wyrazic¢ z (R, ©) przez

r1 = rcosb,

To = rsind
a X1, Xy ma gestosé exp(—(x2+13)/2). Przejscie do wspoltrzednych biegunowych
ma jakobian

cosf —rsind
sinf@ rcos6

‘ B /’n
a wiec (R, ©) ma gestosé
1 .2
fire) (T, 9)2—e’7r drd®, r>0,0<6<2m.
T

O
Zauwazmy, ze rozktad zadany wzorem (6.5) nazywa sie rozktadem Raleigha

Pierwsza metoda generowania liczb losowych normalnych jest oparta na
nastepujacym fakcie.

Fakt 6.2 Niech Uy i Uy bedq niezaleznymi zmiennymsi loswymi o jednakowym
rozktadzie jednostanym U(0,1). Niech

X, = (=2logU)Y?cos(2nUs),

Xy = (—2log Up)'/? sin(27U3) .

Wtedy X1, Xy sq niezaleznymi zmiennyme losowymi o jednakowym rozktadzie
normalnym N(0,1).
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Dowdd . Trzeba wygenerowaé¢ zmienna © o rozkltadzie jednostajnym (proste)

2
oraz R z gestoscia e 27, r > 0. W tym celu zauwazmy, ze Y = R? ma
rozklad wyktadniczy Exp(1/2) poniewaz

P(R*>z) = P(R> 1)

o0 2
= / re " 2dr =2, x> 0.
Nz

Zanim napiszemy algorytm musimy zauwazy¢ nastepujacy lemacik.

Lemat 6.3 Jesli U ma rozktad jednostajny U(0,1), to zmienna losowa
(—2log U)Y? ma rozktad Raleigha.

Dowdd  Poniewaz (—2logU) ma rozklad wyktadniczy Exp(1/2), wiec jak
wezesniej zauwazylismy, pierwiastek z tej zmiennej losowej ma rozktad Raleigha.
Druga metoda opiera sie na nastepujacym fakcie.

Fakt 6.4 Niech

Vi
(VZ+ VP
B
VZ+ VP

Vi = {=2log(V} +V;)}?
Vi = {=2log(V}+V;)}?

1 Vi, Vo sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie jed-
nostajnym U(-1,1). Wtedy

(X1, X) = (Y, V) [V + 15 < 1)

jest parg niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie normal-
nym N(0,1).

Dowo6d powyzszego faktu wynika z nastepujacego lematéow. Niech K
bedzie kotem o promieniu 1.

Lemat 6.5 Jesli (W, W) ~U(K), i (R,©) jest przedstawieniem punktu
(W1, Ws) w wspdtrzednych biequnowych, to R i © sq niezalezne, R* ma
rozktad jednostajny U(0,1) oraz © ma roztad jednostajny U(0,27).
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Dowod Mamy
Wi = Rcos O, Wy = Rsin® .

Niech B={a < R <b,t; < © <t3}. Wtedy

P(WiW2) € B) = [ 1l(ey) € K)dody

T JB
1 to b
= —/ / rdrdf
™ t1 a
= Lot x @)
5o \l2 =1
= ]P(G<R§b,t1<®§t2)
Stad mamy, ze R i © sa niezalezne, © o rozktadzie jednostajnym U(0, 27)
oraz R* o rozktadzie jednostajnym U(0,1).

7 Generowanie wektoréw losowych N(m, ).

Przypomnijmy, ze wektor losowy X o rozktadzie wielowymiarowym nor-
malnym N(m,¥) ma $rednia m oraz macierz kowariancji ¥ oraz dowolna
kombinacja Z?Zl a; X; ma rozklad normalny. Oczywiscie gdy méwimy o n-
wymiarowym wektorze normalnym X ;| to m jest n wymiarowym wektorem,
3 jest macierza n X n. Przypomnijmy tez, ze macierz kowariancji musi
by¢ nieujemnie okreslona. W praktyce tego wyktadu bedziemy dodatkowo
zaktadaé, ze macierz ¥ jest niesingularna. Wtedy rozktad X ma gestosc¢
zadang wzorem

Er'l —1CijT4T
Fon. g = L s
27 det(X)

C = (¢jn)jr = !
ai  poios
E — 1 2 5
pPO102 0y

gdzie p = Corr(Xy, X»), 02 = Var X; (i = 1,2). Aby wygerowa¢ taki dwumi-
arowy wektor normalny niech

Yi=o1(\/1—|p|Z1 + VIplZs, Yo =02(r/1— |p|Zs+ sign(p)\/|p|Z3

gdzie

Na przyktad dla n = 2
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gdzie 71, Z, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie N (0, 1). Teraz
dostaniemy szukany wektor losowy (X7, Xs5) = (Y1 + my, Y2 + ma).

Dla dowolnego n, jesli nie ma odpowiedniej struktury macierzy kowarni-
acji X pozwalajacej na znalezienie metody ad hoc polecana jest nastepujaca
metoda. Niech X = (X1,...,X,,) oraz A takie X = (A)T A.

Fakt 7.1 Jesli Z = (Zy,...,Z,) sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o
jednakowym rozktadzie normlanym N(0,1) to

X=ZA+m

ma rozktad N(m,X).

Aby obliczy¢ ‘pierwiastek” A z macierzy kowariancji 3 mozna skorzystac z
gotowych metod numerycznych. Na przyktad w MATLABie jest instrukcja
chol(3), ktora uzywa metody faktoryzacji Cholevskiego.

Uwagi bibliograficzne [3]
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Zadania teoretyczne
7.1 Niech F ~ Exp(\) i Z, = F~YU), Zy = F~*(1 — U). Pokaza¢, ze

EZ; = 2/)\

oraz
corr (Zy, Zy) = —0.6449.

Wek. [ logalog(1l — z)dz = 0.3551.

7.2 Niech Z; = F~Y(U), Zy = F~'(1 —U). Obliczy¢ korelacje corr (Zy, Z)
gdy F' jest dystrybuanta:
(a) rozktadu Poissona; A = 1,2,. .., 10,
(b) rozkltadu geometrycznego Geo(p).

7.3 Niech F'(x) bedzie warunkowa dystrybuanta zdefiniowana przez
0 T < a,

F(z)—F(a
F'(z) = %, a<xz<b,
1 x>0

gdzie a < b. Pokaza¢, ze X = F~1(U), gdzie
U' = F(a)+ (F(b) — F(a))U
ma dystrybuante F”.

7.4 Podac procedure generowania liczb losowych z gestoscia trojkatna Tri(a,b),
z gestodciag

c(z —a) a<z<(a+b)/2
f(x):{ c((b—a)/2—2x) (a+b)/2<x<b

gdzie stala normujaca ¢ = 4/(b—a)?. Wsk. Rozwazy¢ najpierw U; +Us.

7.5 Podaé procedure na generowanie liczby losowej z gestoscia postaci
N
f(x):Zajxj, 0<z<1,
j=1

gdzie a; > 0. Wsk. Obliczy¢ gestos¢ max(Uy, ..., U,) 1 nastepnie uzy¢
metody superpozycji.
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7.6

7.7

7.8

7.9

7.10

Niech F' jest dystrybuanta rozktadu Weibulla W(a, ¢),

0 <0
1 —exp(—cz®), >0.

v (—logU)l/a
c

Poda¢ przyktad pokazujacy, ze ¢ w metocie eliminacji (zarowno dla
przypadku dyskretnego jak i ciaglego) nie musi istnie¢ skonczone.

F(z) = {

Pokazac, ze

ma rozktad W(a, c).

a) Udowodni¢, ze P(|U™] = i) = 7y, dlai =1,2,....

b) Poda¢ algorytm i obliczy¢ prawdopodobieristwo akceptacji na wygen-
erowanie metoda eliminacji dyskretnej liczby losowej X z funkcja praw-

dopodobienstwa {pg, k= 1,2,...}, gdzie

6 1

pk:ﬁﬁ’ ]{3:1,2,

Podaj metode generowania liczby losowej z gestoscia:

e —oco<ax<0
f(aj)_{e_%, 0<z< o0

Niech (X,Y') bedzie wektorem losowym z gestoscia f(x,y) i niech B C
IR? bedzie obszarem takim, ze

/ f(z,y) dxdy < oc.
B
Pokazac, ze X|(X,Y) € B ma gestos¢

fy:(a:,y)eB f(z,y)dy
fB f(l‘, y) dx dy
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7.11

7.12

7.13

7.14

7.15
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Zadania laboratoryjne

Poda¢ wraz z uzasadnieniem jak generowac liczbe losowa X o rozktadzie
Ula,b|. Napisa¢ funkcje Unif(a,b).

W literaturze aktuarialnej rozwaza sie rozktad Makehama przysziego
czasu zycia z-latka z ogonem rozktadu

]P)(Tx > t) — e*Atfm(cﬂvacz)‘

Napisa¢ procedure Makeham(A,m,c,x) generowania liczb losowych o
takim rozktadzie. Wsk. Zinterpretowa¢ probabilistycznie jak operacja

prowadzi do faktoryzacji e At=m(e T =e") — = Atp=m(cTT—c?)

Napisa¢ procedure Poi(lambda)) generowania liczb losowych o rozktadzie
Poi()). Uzasadni¢ jej poprawnosc.

Rozktad beta Beta(a, 3) ma gestosé

(1 — )Pt
B(a,8)

gdzie beta funkcja jest zdefiniowana przez

0<x<l1.

fz) =

B(a,p) = /1 N1 —2)’ N da
0

Przy zatozeniu «, § > 1 podac algorytm wraz z usadnieniem generowa-
nia liczb losowych Beta(a, 3) metoda eliminacji.

Napisa¢ procedure MATLAB-owska generowania liczby losowej N(0,1)
(tablicy liczb losowych N(0,1))

(i) metoda eliminacji (randnrej),

(ii) 1-sza metoda Boxa-Mullera (randnbmfirst),

(iii) 2-ga metoda Boxa-Mullera (randnbmsec). Przeprowadzi¢ test z po-
miarem czasu 100 000 replikacji dla kazdej z tych metod oraz MATLAB-
owskiej randn. [Wsk. Mozna uzy¢ instrukcji TIC and TOC.|
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Podstawy metod Monte Carlo

1 Estymatory Monte Carlo

Przypu$émy, ze chcemy obliczy¢ wartosé I o ktorej wiemy, ze mozna przed-
stawi¢ w postaci

I=FEY

dla pewnej zmiennej losowej Y, takiej, ze IEY? < oo. Ponadto wiemy jak
generowaé zmienng losowa Y. Zauwazmy, ze dla zadanego [ istnieje wiele
zmiennych losowych dla ktorych I = IEY, i celem tego rozdzialu bedzie
zrozumienie, jak najlepiej dopbiera¢ Y do konkretnego problemu. Przy okazji
zobaczymy jak dobiera¢ liczbe replikacji potrzebng do zagwarantowania za-
danej doktadnosci.

1.1 Przypadek estymacji nieobcigzonej

Przypu$émy, ze chcemy obliczyé¢ wartosé I o ktorej wiemy, ze mozna przed-
stawi¢c w postaci
I=EY

dla pewnej liczby losowej Y, takiej, ze IEY? < co. W tym podrozdziale
bedziemy przyjmowaé, ze kolejne replikacje Y7, ..., Y, beda niezaleznymi rep-
likacjami liczby losowej Y i bedziemy rozwazaé estymatory szukanej wielkosci

I postaci
. 1 —
Y, =— Y.

29
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Zauwazmy, ze estymator fn jest nieobigzony t.j.
EY, =Y

oraz mocno zgodny to znaczy z prawdopodobienistwem 1 zachodzi zbieznosé
dla n — oo R

Y, —Y
co pociaga wazna dla nas staba zgodnosé¢, to znaczy, ze dla kazdego b > 0

mamy K
P(]Y, — Y| > b) — 0.

Zauwazmy, ze warunek \Yn — Y| < b oznacza, ze btad bezwzgledny nie
przekracza b. Stad widzimy, ze dla kazdego b i liczby 0 < o < 1 istnieje
n (nas interesuje najmniejsze naturalne) takie, ze

P(Y,-b<Y <Y,+b)<1-a.

A wiec z prawdopodobieristwem wiekszym niz 1—« szukana wielkos¢ Y nalezy
do przedziatu losowego [?n — b, Y, + b] i dlatego o nazywa si¢ poziomem is-
totnosci lub poziomem ufnosci. Inne zadania to: dla zadanej liczby replikacji
n oraz poziomu ufnosci o mozna wyznaczy¢ btad b, lub przy zadanym n
i b wyznaczy¢ poziom ufnosci a. Wyprowadzimy teraz wzor na zwiazek
pomiedzy n,b, a. Poniewaz w metodach Monte Carlo n jest zwykle duze,
bedziemy mogli skorzystaé z centralnego twierdzenia granicznego (CTG),
ktore mowi, ze jesli tylko Y7y, ..., Y, sa niezalezne i o jednakowym rozktadzie
oraz oy = VarY; < oo, to dla n — oo

P(Zﬁ%%%ﬁgx)ﬁé@) (1.1)

gdzie oy = /VarY] oraz ®(x) jest dystrybuanta standardowego rozktadu
normalnego. Niech z;_,/o bedzie a/2-kwantylem rozkladu normalnego tj.

J=1

_ e
fl—aj2 = P 1(1 - 5)

Stad mamy, ze

Y. - EY,
lim P(—21_ap < et
n—o0 Jy\/ﬁ

J=1

< Zl—ape) =1 —a.
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A wiec

O'Y\/ﬁ

Przeksztalcajac otrzymujemy réwnowazng postac

" (Y, -EY
P(—21_q/2 < Z M < Zi_ap)Rl—o.
j_

A O'Y ~ O'Y
P(Y, — 21 0p—<I1<Y, Cap— )1l —a.
Vo= zapm SISt niap g~ l-a

Stad mamy fundamentalny zwigzek

Oy

b= Zl—a/Q% .

Jesli nie znamy 0%, a to jest typowa sytuacja, to mozemy zastapic¢ te
wartos¢ przez wariancje probkowa

n—1
J=1

Estymator S2 jest nieobcigzony, tj. IES? = o2 oraz zgodny. Jest rowniez

prawda, ze
P E:@;ﬂﬁﬁgm = o)
Sp/1

j=1
A wiec
Y EY)
—21— a/2<z <Zl_a/2)%1—0é.
7=1
Przeksztalcajac otrzymujemy réwnowazna postac

A

Rl—a/2 = \/— .

Stad mozemy napisa¢ zwigzek

P(Y, —

Shn
b= Z1—a/2 ﬁ

W teorii Monte Carlo przyjeto rozwazac sie a = 0.05 skad 21025 = 1.96 1
tak bedziemy robi¢ w dalszej czedci wyktadu. Jednakze zauwazmy, ze istnieje
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mozliwo$é, na przykiad na poziomie 99%. Wtedy odpowiadajaca zi_g.g05 =
2.58. Polecamy czytelnikowi obliczenie odpowiednich kwantyli dla innych
poziomoéw istotnodci korzystajac z tablic rozkladu normalnego z Dodatku
777 Mamy wiec fundamentalny zwiazek na poziomie istotnosci 0.05

1.960y
T
A wiec aby osiagna¢ dokltadno$é¢ b nalezy przeprowadzi¢ liczbe 1.96%0% /b?
prob.
Jak juz wspomnieliSmy, niestety w praktyce niedysponujemy znajomoscia
oy. Estymujemy wiec oy z wzoru:

R 1 R
S2 = — > (Y- Y%

=1

b:

(1.2)

Mozna to zrobi¢ podczas pilotazowej symulacji, przed zasadniczg symulacja
majaca na celu obliczenie Y. Wtedy powinnismy napisa¢ wynik symulacji w
postaci przedziatu ufnosci

. Zi_a/2Sn o Z1—a25n
_ Rl-a/2 Y+1/2

N A

)

lub w formie (V,, + zl’\‘*/ﬁ?&").

Podamy teraz wzor rekurencjyjny obliczanie Y, oraz S’Z

Algorytm
- -1 1
Y, = z Yoo1+ =Y,
n
! 2 1
~ n—=2 . ~
SZ: n—1 271+E(Yn_yn—1)2

dlan=2,3,...1 R R
Vi=Y, Si=0.

Przyktad 1.1 [Asmussen & Glynn| Przypusémy, ze chcemy obliczy¢ I =
7w = 3.1415... metoda Monte Carlo. Niech Y = 41(U} + UZ < 1), gdzie
Uy, Uy sa niezaleznymi jednostajnymi U(0,1). Wtedy 1(U? + Uy < 1) jest
zmienng Bernoulliego z $rednia 7/4 oraz wariancja 7/4(1 — w/4). Tak wigc

EY =x«
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oraz wariancja Y roéwna sie
VarY = 167/4(1 — 7/4) = 2.6968.

Tak wiec aby przy zadanym poziomie istotnosci dostac¢ jedna cyfre wiodaca,
tj. 3 mnalezy zrobi¢ n ~ 1.96% - 2.72/0.5% = 112 replikacji, podczas gdy aby
dosta¢ druga cyfre wiodaca to musimy zrobi¢ n ~ 1.96%-2.7%/0.05% = 11 200
replikacji, itd.

Wyobrazmy sobie, ze chcemy poréwnac kilka eksperymentéw. Poprzednio
nie braliémy pod uwage czasu potrzebnego na wygenerowanie jednej replikacji
Y;. Przyjmijmy, Ze czas mozna zdyskretyzowa¢ in = 0,1,2, ..., i ze dany jest
laczny czas m (zwany budzetem) ktoérym dysponujemy dla wykonania calego
eksperymentu. Niech srednio jedna replikacja trwa czas t. A wiec Srednio
mozna wykonac w ramach danego budzetu jedynie m/t replikacji. A wiec
mamy

R 1
Yn:E;Y}%m—/t;Y}.

Aby poréwnaé ten eksperyment z innym, w ktorym postugujemy sie liczbami
losowymi Yl/, ..., takimi, ze Y = EY", gdzie na wykonanie jednej replikacji
Y;-' potrzebujemy srednio ¢ jednostek czasu, musimy poréwnaé wariancje

Var Yy, Var ?T:

Rozpisujac mamy odpowiedno (tVarY)/m i ' VarY')/m. W celu wybra-
nia lepszego estymatora musimy wiec poréwnywacé¢ wielkosci tVarY', ktora
zwiemy efektywnos$cig estymatora.

Zgrubna metoda Monte Carlo Przypusémy, ze szukang wielko$¢ mozemy

zapisa¢ jako
/ k(x)dx,
B

gdzie |B| < oco. Wtedy przyjmujemy Y = k(V), gdzie V' ma rozktad jed-
nostajny na B. Niech Yj,...,Y, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi.
Wtedy

R R 1 <&
YCMC YCMC § :Y
7=1
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jest zgrubnym estymatorem Monte Carlo(crude Monte Carlo) i stad skrot
CMC.

Przyktad 1.2 Niech k : [0,1] — R bedzie funkcja catkowalng z kwadratem
[ k*(2) dz < co. Niech Y = k(U). Wtedy EY = [ k(z)dz oraz EY? =

fol k*(z) dz. Stad
oy = \//0 K2 (x) da — (/0 k(z) d)2.

W szczegdlnosci rozwazmy

Wtedy oczywiscie mamy

1 1 _
/Ok(x)dx 6_1(/060[1’ ) py 0.418

/01 K (2)dz =

Stad o2 = 0.286 = 0.0818 a wiec n = 0.31423/1°.

Metoda chybit—trafit. Zwréémy uwage, ze do estymacji mozemy uzywaé
innych estymatorow. Na przyktad czesto proponuje sie estymator chybit-trafit
(Hit Or Miss) (HoM). Pomyst polega na przedstawieniu I = IEY, gdzie

Y = 1(k(U}) > Ua).

Jest bowiem oczywiste, ze

1 1
EY = / / du1 dUQ = / k(UQ) dUQ.
0 k(u2)>u1 0

Wtedy dla Uy, ..., Uy, obliczamy replikacje Y7,...,Y,, skad obliczamy esty-

mator
1 n
C-HoM
Yno = ﬁ El Y]
j:
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zwanym estymatorem chybit trafit. Wracajac do przyktadu 1.2 mozemy tatwo
policzy¢ wariancje VarY = I(1—1) = 0.2433. Stad mamy, ze n = 0.9346/b%,
czyli dla osiagniecia tej samej doktadnosci trzeba okoto 3 razy wiecej rep-
likacji Y-tow. W praktyce tez na wylosowanie Z w metodzie chybil trafit
potrzeba dwa razy wiecej liczb losowych.

Jak wida¢ celem jest szukanie estymatoréow z bardzo mata wariancja.

Przypadek obcigzony Przedyskutujemy teraz jak symulowac IE f (Y),
jesli wiadomo jak generowac replikacje Y. Zwroémy uwage, ze Z, = % Z;;l f(Y;)
nie musi by¢ nieobcigzony. Niech wiec

bedzie obciagzeniem oraz sa spelnione warunki
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Rozdzial 1V

Techniki redukcji wariancji

W tym rozdziale zajmiemy sie konstrukcja i analiza metod prowadzacych
do redukcji estymatora wariancji. Jak zauwazyliSmy w porzednim rozdziale,
metoda MC polega na tym, ze aby obliczyé¢ powiedzmy I znajdujemy taka
zmienna losowa Y, ze I = EY. Wtedy YV = > -1 Yj/n jest estymatorem
MC dla I, gdzie Y7, ... sa niezaleznymi replikacjami Y. Wariancja Vary =
VarY/n, a wiec widzimy, ze musimy szuka¢ takiej zmiennej losowej Y dla
ktorej IEY = I, i majacej mozliwie mata wariancje. Ponadto musimy wzigs¢
pod uwage mozliwo$¢ tatwego generowania repliacji Y. W tym rozdziale
zajmiemy sie nastepujacymi technikami:

1. Metoda warstw

2. Metoda zmiennych antytetycznych

Bl

Metoda wspolnych liczb losowych

-

Metoda zmiennych kontrolnych
5. Warunkowa metoda MC

6. Metoda losowania istotnosciowego

1 Metoda warstw

Jak zwykle chcemy obliczy¢ I = IEY. Przestrzen zdarzen () rozbijamy na
m warstw €y, ..., €,,. Celem bedzie redukcja zmiennosci na warstwach jak
tylko to bedzie mozliwe. Dobrze bedzie rozpatrzy¢ nastepujacy przyktad.

37
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Przyktad 1.1 Jesli chcemy obliczy¢ metoda Monte Carlo catke TE g(U) =
fol g(x) dz to mozemy wprowadzi¢ warstwy ; = {w: (j—1)/m < U < j/m}.
W tym przypadku znamy p; = P(£;) = 1/m.

Niech J(w) = j jesli w € Q;. Niech Y; bedzie zmienng losowa o rozkladzie
Y|J =7, 4.

P({Y € BYNQ,)

P(Y;e B)=P(Y € B|J =j) = D)

Zaktadamy niezaleznos¢ (Y;); 1 J. Wtedy EY; = 1.

Oznaczmy prawdopodobieristwo wylosowanie warstwy p; = IP(£2;) (to
przyjmujemy za znane) oraz y; = IEY; (oczywiscie to jest nieznane bo inaczej
nie trzeba by nic obliczaé¢). Ze wzoru na prawdopodobieristwo catkowite

EY =piyi + ...+ Pl -

Niech teraz n bedzie ogolng liczba replikacji, ktora podzielimy na odpowied-
nio n; replikacji Y; w warstwie j. Te replikacje w warstiwe j sa Y7, ... ,ng.
Oczywiscie n = ny 4 ... 4 n,,. Niech Y7 = n—1] S, Y7 bedzie estymatorem
y; 1 definiujemy estymator warstwowy

yste :plffl —|—...—i—pm}>m .

Zauwazmy, ze tutaj nie piszemy indeksu z liczba replikacji. Przypuscmy, ze
wiadomo jak generowac poszczegdlne Y;. Niech o; = VarY; bedzie wariancja
warstwy j. Zauwazmy, ze estymator warstwowy jest nieobciazony

EY"™ = pEY'+...+p,EY"

- zm:pi]EYl“i —EY =1.

i=1 4

7

Wtedy wariancja estymatora warstwowego (pamietamy o niezaleznosci poszczegol-
nych replikacji)

2

m

- n n

~2 str _ 2 2 2

Oy, =nVarY*" =pl—o7+...+p,,—o0
ny N

Zastanowimy sie co sie stanie gdy z n — oo tak aby n;/n byly zbiezne do
powiedzmy g;.
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Fakt 1.2

Dowdd  Zauwazmy, ze

Teraz

Przyjmiemy teraz, ze q; = p;. Wtedy

lim O' Z p]
Z drugiej strony pamietajac, ze Y =q Y

VarY = VarYy = > pBE(Y; — 12> > piE(Y; - y;)°
j=1

J=1

poniewaz funkcja od @ réwna IE (Y; — 2)? jest minimalna dla 2 = EY].
Okazuje sie, ze optymalny dobor liczby replikacji n; (to znaczy na warst-
wach mozna wyliczy¢ w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 1.3 Nz'ech n bedzie ustalone t ny + ...+ n,, = n. Wariancja
pf%a% +...+ pm—a estymator warstwowego YStr jest minimalna gdy

n, = 0%

! Zj:l bjo;
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Dowod Musimy zminimizowaé

n n
V(ng,...,nm) = p%n—af + ..+ pl—o,

1 Nim
przy warunku n =mn; + ...+ n,, i n; > 0. Jesli podstawimy

_ Pjo;

n; D

gdzie D =n ) 7" pjo; to V(ny,...,ny) =nD?. Ale z nieréwnosci Cauchy-
Szwarca

nD2 = % f:pj%)
- = Zmpjaj/m)
< % an) (Z(P?U?/”j)) .

J=1

Niestety ten wzor jest mato uzyteczny poniewaz nie znamy zazwyczaj wari-
ancjioj, g =1,...,m.

Przyktad 1.4 Obliczenie prawdopodobienstwa awarii sieci. Sie¢
jest spojnym grafem sktadajacym sie z weztow, z ktorych dwa z s,t sa
wyroznione. Wezly sa potaczone krawedziami ponumerowanymi 1,...,n.
Kazda krawedz moze by¢ albo sprawna — 0 lub nie — 1. W przypadku
niesprawnej krawedzi bedziemy moéwili o przerwaniu. A wiec stan krawedzi
opisuje wektor ey, ..., e,, gdzie e, = 0 lub 1. Sie¢ w catosci moze by¢ sprawna
— 0 lub nie (t.j. z przerwa) — 1, jesli jest polaczenie od s do ¢t. Formalnie
mozemy opisaé stan systemu za pomoca funkcji k : S — {0, 1} okreslonej na
podzbiorach 1,...,n Méwimy, ze sie¢ jest niesprawna i oznaczamy to przez 1
jesli nie ma potaczenia pomiedzy weztami s i ¢, a 0 w przeciwnym razie. To
czy sie¢ jest niesprawna (lub sprawna) decyduje podzbiér B niesprawnych
krawedzi. Podamy teraz przyklady. Bedziemy przez |B| oznaczaé liczbe
elementow zbioru B, gdzie B C {1,...,n}.

o Uktad szeregowy jest niesprawny gdy jakakolwiek krawedz ma przer-
wanie. A wiec k(B) =1 wtedy i tylko wtedy gdy |B| > 1. przyktady.
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o Uktad rownolegly jest niesprawny jesli wszystkie elementy sa niesprawne.
A wige (B) =1 wtedy i tylko wtedy gdy |B| = n.

Teraz przypusémy, ze kazda krawedz moze mieé¢ przerwanie z prawdopodobienst-
wem ¢ niezaleznie od stanu innych krawedzi. Niech X bedzie zbiorem (losowym)
krawedzi z przerwaniami, tzn. X C {1,...,n}. Zauwazmy, ze X jest
dyskretna zmienng losowa z funkcja prawdopodobienstwa

P(X = B) =p(B) =¢"/(1 - ¢ 7,

dla B C {1,...,n}. Naszym celem jest obliczenie prawdopodobienstwa, ze
sie¢ jest niesprawna. A wiec

p=Ek(X)= )  kB)p(B)

Bc{lvvn}

jest szukanym prawdopodobienistwem, ze sieé¢ jest niesprawna. Z powyzszego
widzimy, ze mozemy uzywaé estymatora dla p postaci

. 1 &

gdzie Xi,..., X, sa niezaleznymi replikacjami X. Poniewaz typowo praw-
dopodobieristwo I jest bardzo mate, wiec aby je obliczy¢ musimy zrobi¢ wiele
replikacji. Dlatego jest bardzo wazne optymalne skonstruowanie dobrego
estymatora dla I. Mozna zaproponowaé¢ estymator warstwowy, gdzie j-ta
warstwa, S(j) jest pozdbior S majacy doktadnie j bokéow. Zauwazmy, ze

S ) )
p; = P(X € §(j)) = IP(dokladnie j bokéw ma przerwe) = (‘ ,|)qj(1—q)|‘s|J .
J
Kazdy A C S ma jednkowe prawdopodobienstwo ¢/ (1 — ¢)¥/=7 oraz

IP(X:A]XGS(j)):l/Ofl) AcCS.

Aby wigc otrzymac estymator warstwowy generujemy np; replikacji na kazdej
warstwie S(j) z rozktadem jednostajnym.
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1.1 Nieré6wnosé

Twierdzenie 1.5 Jesli X1,..., X, sq niezaleznymi zmiennymi losowyms, 1
¢ oraz v funkcjami niemalejgcymi n zmiennych, to

£ [d)(le B 7Xn)7vz)(X17 R 7Xn)] Z £ [d)(le B 7Xn)]]E W)(Xl? s 7Xn)]
przy zatozeniu ze wartosci oczekiwane sq skornczone.

Dowod  Dowdd jest indukcyjne wzgledem liczby zmiennych n = 1,2, ...
Niech n = 1. Wtedy

(¥(z) = v (y))(o(z) — ¢(y)) = 0,

skad dla niezaleznych zmiennych losowych X,Y o jednakowych rozktadach
jak X,
E (4(X) —¢((Y))(¢(X) —o(Y)) =0

Teraz rozpisujemy

E(X)p(X) - E¢(X)¢(Y) = Ep()o(X) + Ep(Y)o(Y) .
Korzystajac, ze X i Y sa niezalezne o jednakowym rozktadzie jak X; mamy

IE [¢(X1)Y(X1)] > E [o(X1)]IE [ (X1)] .

Teraz zaktadamy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n — 1. Stad

E [¢(X1, .. .,Xn_l,l'n)l/)(Xl, .. .,Xn_l,l'n)] Z E [d)(Xl, c. ,Xn_l,xn)]IE [¢(X1, c.

dla wszystkich z,. Teraz podstawiajac x, = X,, mamy

1) [QS(XD SRS anla Xn)w(Xb s 7Xn717 Xn)] Z IE [QS(XD SRS anla Xn)]IE [w(Xb s

O
Wnhniosek 1.6 Jesli funkcja (x1, ..., 2., 0 < xq,..., 3, jest monotoniczng
kazdego argumentu, to dla niezaleznych zmiennych Uy, ..., U, o rozktadzie

jednostajnym

COV(¢(U1,...,Un),¢(1—Ul,...,]_—Un)) SO

7Xn—17 xn)]a

>Xn71> Xn)]a
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1.2 Zmienne antytetyczne

Rozpatrzmy teraz 2n zmiennych losowych Y7, Ys, ..., Yy, 1, Y5,, takich, ze

e pary (Y;,Y;y1)i, i = 1,...,n sa niezalezne o jednakowym rozkladzie,

2n

e Zmienne losowe (Y;)72; maja ten sam rozklad brzegowy.

A wiec jesli rozwazamy zgrubny estymator yeMme generowany przez nieza-
lezne replikacje to wariancja wynosi VarY/n Zauwazmy, ze jesli bedziemy
rozpatrywac¢ estymator
2
CinY

V2 =
anth 277/

to jego wariancja

~

Var(V2,)  Var(X%)
2n n
1
= R(Q\/ar (Y) + 2cov (Y1, Y3))
1
= 1 (2Var (Y') + 2Var (Y7)Corr(Y7, Ys))

n

1
— %Var (Y)(1 + Corr(Y7,Y3)) .

A wiec jesli Corr(Y7,Y2)) jest ujemne to redukujemy wariancje.

1.3 Wspolne liczby losowe

Przypusémy, ze chcemy sprawdzi¢ roznice d = E ki(X) — [E ko(X). Mozna
to zrobic na dwa sposoby. Najpierw estymujemy IE k;(X) a nastepnie, nieza-
leznie IE ko (X) 1 wtedy liczymy d. To nie zawsze jest optymalne, szczegdlnie
gdy roznica d jest bardzo mata. Inny sposob jest zapisanie d = [E (k(X) —
k2(X) i nastepnie estymowania d. W pierwszym przypadku, Y7 = ki(X;)
jest niezalezne od Yy = ko(Xs), gdzie Xi, Xy sa niezaleznymi replikacjami
X. A wiec wariancja Var (k1(X;) — k2(X32)) = Var (k1 (X)) + Var (ko(X).
W drugim przypadku Var (ki(X) — ko(X)) = Var (k1 (X)) + Var (k2(X) —
2Cov (k1(X), ka(X)). Jesli wiec Cov (k1(X), k2(X)) > 0 to istotnie zmien-
jszymy wariancje. Tak bedzie w przypadku gdy obie funkcje sg monotoniczne.
Rozpatrzmy nastepujacy przyktad. Niech ki(z) = eV i ky(z) = (1 + %)50.
Mozna oszacowac, ze |ki(x) — ka(x)] < 0.03, a wiec d < 0.03. Przy piewszej
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metodzie wariancja Y; wynosi 0.195 + 0.188 = 0.383 natomiast przy drugiej
ze jest mniejsza od 0.0009.

Rozpatrzmy teraz nastepujacy problem. Przypusémy, ze mamy m zadan
do wykonania. Czasy zadan sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jed-
nakowym rozkltadzie z dystrybuantag F. Mamy do dyspozycji ¢ serwerow.
Mozemy te zadania wykonaé¢ na dwa sposoby. Albo wedtug najdtuzszego
zadania (Longest Processing Time First - LPTF) , lub najkrotszego zadania
(Shortest Processing Time First - SPTF). Decyzje podejmuje si¢ w momen-
tach zakonczenia poszczegdlnych zadari. Celem jest policzenie IE CSPTF —
IE CYPTY  odzie C jest czasem do zakoncznia ostatniego zadania.

Przyktad Powiedzmy, ze N =51ic = 2 oraz zadania sa wielkosci 3, 1,2, 4, 5.
Wtedy postepujac wg SPTF zaczynamy z zadaniami wielkosci 11 2 1 po jed-
nej jednostce czasu resztowe wielkoéci tych zadan sa 3,0, 1,4, 5 a wiec mamy
teraz zadanie z N = 4 i ¢ = 2. Postepujac tak dalej widzimy, ze CSPTF —
9. postepujac wg LPTF zaczynamy z zadaniami wielkosci 4 i 5 i po 4-ch
jednostkach czasu resztowe wielkosci tych zadan sa 3,1,2,0,1 a wiec mamy
teraz zadanie z N = 4 i ¢ = 2. Postepujac tak dalej widzimy, ze C*PTF —
8. Przypudcmy, ze rozmiary zadan sa niezalezne o jednakowym rozktadzie
wyktadniczym.

2 Metoda zmiennych kontrolnych

Zacznijmy, ze jak zwykle aby obliczy¢ I znajdujemy taka zmienna losowa
Y, e I = EY. Wtedy YOMC = > Yj/n jest estymatorem MC dla
I, gdzie Yi,...,Y, sa niezaleznymi replikacjami Y. Wariancja tego esty-
matore wynosi VarY = Var Y/n. Teraz przypusémy, ze symulujemy jed-
noczesnie drugg zmienng losowa X (wiec mamy niezalezne replikacje par
(Y1, X5),..., (Y, X,)) dla ktorej znamy IE X. A wiec mamy niezalezne rep-
likacje par (Y1, Xs), ..., (Yy, X,)) Niech X = > -1 Xj/n i definiujemy

YOV = yOMC 1 ¢(X — EX).
Obliczmy wariancje nowego estymatora:

Var (YY) = Var (Y + ¢X)/n. .
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Wtedy Var (YY) jest minimalna gdy ¢,

~ Cov (Y, X)
T T Var (X)
i wtedy minimalna wariancja wynosi Var (Y)(1—p?)/n, gdzie p = corr (Y, X).
A wiec wariancja jest zredukowana przez czynnik 1 — rho?)
W praktyce nie znamy Cov (Y, X) ani Cov (X) i musimy te wielkosci
symulacj¢ stosujac wzory
Sy x

Q2
SX

c=

gdzie

A 1 N
S = — D =Y
7=1

S = LS o) - X,

n—14%
Jj=1

Przyktad 2.1 Kontynuujemy przyktad I11.1.1. LiczyliSmy tam 7 za pomoca
estymatora Y = 4 1(U} + U < 1). Jako zmienna kontrolng weZmiemy
X = 1(U; + Uy < 1), ktore jest mocno skorelowane z Y oraz [EX = 1/2.
Mozemy policzy¢ 1 — p* = 0.727. Teraz wezmiemy inna zmienng kontrolng
X =1U + U, > V2). Wtedy EX = (2 - v2)?/2 11— p? = 0.242.
Zauwazmy (to jest zadanie) ze jesli wezmiemy za zmienng kontrolna X lub
a + bX to otrzymamy taka sama redukcje wariancji.

Przyklad 2.2 Chcemy obliczy¢ calke fol g(x) dr metoda MC. Mozemy
potozy¢ Y = g(U) i jako kontrolna zmienna przyja¢ X = f(U) jesli znamy

fol f(x)dz.

3  Warunkowa metoda MC

Pomystem jest zastapienia estymatora Y takiego I = IE'Y esymatorem ¢(X)
¢(zr) = E[Y|X = z]. Mamy bowiem

E¢(X)=EY
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oraz

Var (Y) = E ¢(X) + Var¢(X) ,

skad mamy
Var (Y) > Var ¢(X) .

Mianowicie, jesli X jest wektorem z gestoscia fx, to

Var (6(X) = [ (BIYIX = a])* fx(a) do — 1

E[Y?[X =a] > (E[Y|X =1])*.
Stad

EY? = /]E[Y2|X:a:]fx(a:)dx

> [@®IX =2l fxlo) do.

}A/Cond

Estymatorem warunkowym nazywamy

n
YCond — E :Z]
j=1

gdzie Yyond L Yeond gq replikacjami Yo = ¢(X).

Przyktad 3.1 Kontynuujemy przyktad I1I.1.1. LiczyliSmy tam 7 za pomoca
estymatora Y = 41(U? + U3 < 1). Przyjmujac za X = U; mamy

o(z) =E[Y|X =z =4V1 — 22

Estymator zdefiniowany przez Y4 = 4,/1 — U? redukuje wariancje 3.38
razy, poniewaz jak zostalo podane w przykltadzie 4.1, mamy Var (Y¢ond) =
0.797 a w przykladzie II1.1.1 policzylismy, ze Var (Y') = 2.6968.

Przyktad 3.2 Niech I = P(& 4 & > y), gdzie &1, & sa niezaleznymi zmien-
nymi losowymi z jednakowa dystrybuanta F', ktéra jest znana, a dla ktorej
nie mamy analitycznego wzoru na F*?. Oczywiscie za Y mozemy wzigéé

Y=1&+&>y)

aza X =¢&. Wtedy B
yer = F(y - &)
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Przyktad 3.3 Bedziemy w pewnym sensie kontynuowaé rozwazania z przyktadu
3.2. Niech S, =& + ...+ &, gdzie &,&, . . ., &, sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi z jednakowa gestoscia f. Estymator warunkowy mozna tez uzywaé
do estymowania gestosci f*"(x) dystrybuanty F*"(x), gdzie jest dana jawna
posta¢ f. Wtedy za estymator warunkowy dla f**(y) mozna wziasé

Ycond — f(y o Snfl) )

4 Losowanie istotnosciowe

Przypu$cmy, ze chcemy obliczy¢ I, ktére mozemy przedstawi¢ w postaci
I— / k(2) f(z) dz = B (Z)
E

dla funkeji k(x) takiej, ze [(k(x))?f(z)dx < oo. Zakladamy, ze Z okreslona
na przestrzeni probabilistycznej Q, F, IP) jest o wartosciach w E. Zauwazmy,
ze gestosé jest okreslona na F, gdzie E moze byé¢ podzbiorem R lub R
Niech f (x) bedzie gestoscia na E, o ktorej bedziemy zaktadac, ze jest Scisle
dodatnia na F i niech X bedzie zmienna losowa z gestoscia f (x). Wtedy

[k kD
1= [ G0 =B = BRx)

gdzie ki(z) = k(x)/f(z). Zauwazmy, ze to samo mozna zapisa¢ formalnie
inaczej. Mianowicie mozemy przypusci¢ (i to moze by¢ $cisle udowodnione),
ze Z jest okreslona na przestrzeni probabilistycznej (2, F,TP) (ta sama Q i
F), i ]P Z <x) fo y) dy. Teraz definiujemy estymator istotnosciowy

n

e 1 E(X)
= 2 )

n
gdzie Xi, ..., X, sa niezaleznymi replikacjami liczby losowej X. Oczywiscie
Y5 jest nieobciazony z wariancja

Var (Y8) = %Var% = %/E (%)2 f(x)dz.

Okazuje sie, ze odpowiednio wybierajac f () mozna istotnie zmniejszy¢ wari-
ancje. Niestety, jak pokazuje nastepujacy przyktad, mozna tez istotnie pogorszyc¢.

Y
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Przyktad 4.1 Funkcja ¢wiartki kota jest zadana wzorem
k(z)=4vV1—2a2,  zel0,1],
1 oczywiscie
/ 1 41— 22dx = 7.
0

W tym przyktadzie Z = U jest o rozkladzie jednostajnym na E = [0, 1].
Wtedy zgrubny estymator jest dany przez

. 1 &
YOMO = =3 "4y /1 - U2
n<3

1 ma wariancje

. 1, [t 0.797
Var Y,?MC = —(/ 16(1 — 2*) do — 7%) = ——.
n Jo

n

Niech teraz f(z) = 2. Wtedy estymator istotnosciowy

A 1 = 4y/1— X?
Ylszgzi

" P 2X;,
gdzie Xi,..., X, sa niezaleznymi replikacjami liczby losowej X z gestoscia
2x ma wariancje
- 1 k(X
Var (Y) = —Var al ).
no f(X)

Teraz policzymy wariancje

ST w2\ 2 11 .2
Varli(—X):]E(u) —[2:8/ 1 xdx—ﬂzoo.
f(X) 2X 0 T

Teraz zastanowmy sie jak dobraé¢ gestosé f aby otrzymac estymator istotnos-
ciowy ale z mniejsza wariancja niz dla estymatora CMC. Rozpatrzmy teraz
inny estymator Y gdy weZmiemy jako gestosé

f(x) = (4 —22)/3.
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Wtedy

n

e 1 1— X7
YIS:_ 7

=1

k(X)  ['16(1—a?) e
Varm = /0 7(4 — )3 =0.224

a wiec ponad 3 razy lepszy od estymatora CMC.
Przypatrzmy sie wzorowi na wariancje

1 2
o \f(z)

Przyktad 4.2 Obliczenie prawdopodobienstwa awarii sieci. Sie¢
jest spojnym grafem sktadajacym sie z weztow, z ktorych dwa z s,t sa
wyroznione. Wezly sa potaczone krawedziami ponumerowanymi 1,..., n.
Kazda krawedz moze by¢ albo sprawna — 0 lub nie — 1. W przypadku
niesprawnej krawedzi bedziemy mowili o przerwaniu. A wiec stan krawedzi
opisuje wektor ey, ..., e,, gdzie e, = 0 lub 1. Sie¢ w catosci moze by¢ sprawna
— 0 lub nie (t.j. z przerwa) — 1, jesli jest polaczenie od s do ¢t. Formalnie
mozemy opisaé¢ stan systemu za pomoca funkcji k : S — {0, 1} okreslonej na
podzbiorach 1,...,n Méwimy, ze sie¢ jest niesprawna i oznaczamy to przez 1
jesli nie ma potaczenia pomiedzy weztami s i ¢, a 0 w przeciwnym razie. To
czy sie¢ jest niesprawna (lub sprawna) decyduje podzbiér B niesprawnych
krawedzi. Podamy teraz przyklady. Bedziemy przez |B| oznaczaé liczbe
elementow zbioru B, gdzie B C {1,...,n}.

o Uktad szeregowy jest niesprawny gdy jakakolwiek krawedz ma przer-
wanie. A wiec k(B) =1 wtedy i tylko wtedy gdy |B| > 1. przyktady.

o Uktad rownolegty jest niesprawny jesli wszystkie elementy sa niesprawne.
A wige (B) =1 wtedy i tylko wtedy gdy |B| = n.

Teraz przypusémy, ze kazda krawedz moze mie¢ przerwanie z prawdopodobienst-
wem ¢ niezaleznie od stanu innych krawedzi. Niech X bedzie zbiorem (losowym)
krawedzi z przerwaniami, tzn. X C {1,...,n}. Zauwazmy, ze X jest
dyskretna zmienng losowa z funkcja prawdopodobienstwa

P(X = B) =p(B) = ¢"I(1 - ¢ 7,
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dla B C {1,...,n}. Naszym celem jest obliczenie prawdopodobieristwa, ze
sie¢ jest niesprawna. A wiec

p=EKX)= Y kB)pB)

jest szukanym prawdopodobienistwem, ze sie¢ jest niesprawna. Z powyzszego
widzimy, ze mozemy uzywaé estymatora dla p postaci

. ] —

gdzie Xi,..., X, sa niezaleznymi replikacjami X. Poniewaz typowo praw-
dopodobieristwo I jest bardzo male, wiec aby je obliczy¢ musimy zrobi¢ wiele
replikacji. Dlatego jest bardzo wazne optymalne skonstruowanie dobrego es-
tymatora dla I.

Zanalizujemy teraz estymator istotnosciowy z Y (B) = £/Pl(1 — )
Mamy

n—|B|

Teraz zauwazmy, ze k(B) = 1 wtedy i tylko wtedy gdy siec jest niesprawna
a w pozostalych przypadkach réwna sie zero. A wiec

1= PUB) 5 ),
5 k%zl p(B)

gdzie

p(B) _ ¢Pl1—g B (1-qY (g1 —=5)\"
i~ =~ (15) (5=g)
Teraz rozwigzujac nieréwnoscé

q(1 —p)

B —q)
mamy warunek 3 > ¢. Niech teraz d bedzie najmniejsza liczbag krawedzi
z przerwaniem, powodujaca niesprawnos¢ calej sieci. Na przyktad dla sieci
szeregowej b wynosi 1, a dla réwnolegtej n. Dla sieci z Rys. 777 mamy b = 3.
A wiec

(1o0) (1) (L) (10Y

<1
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Teraz pytamy dla jakiego 3 > ¢ prawa strona jest najmniejsza. Odpowiedz
na to pytanie jest réwnowazna szukaniu minimum funkcji /(1 — 3)" <.
Przyréwnujac pochodng do zera mamy

a1 = B — (n— )31 — B = 0.

Stad f = d/n. A wigc dla |B| > d mamy

(=) (i) "= () (5575) -

Stad
VarY,” < — p(B) = -1
n n
B:k(B)=1

Poniewaz I zazwyczaj jest mate
- I(1-1 1
Vary, = g ~ .
n n

A wiec estymator IS ma 1/§ razy mniejsza wariancje. W szczegolnosci dla
sieci z Rys. ... mamy 0 = 0.0053. Czyli uzywajac estymatora IS potrzebne
bedzie 1/1/§ ~ 14 razy mniej replikacj.
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Zadania teoretyczne

4.1 Dla przykiadu 4.1 obliczyé¢ wariancje Y'S gdy f(z) = (4 — 2x)/3, 0 <
r <1.



Rozdzial V

Symulacje stochastyczne w
badaniach operacyjnych

1 Modele kolejkowe

1.1 Proces Poissona

Zajmiemy sie teraz opisem i nastepnie sposobami symulacji losowego rozmieszczenia
punktow. Tutaj bedziemy zajmowali si¢ punktami na R, ktére modeluja
momenty zgloszen. Jest jeden z elementoéw potrzebny do zdefiniowania pro-
cesu kolejkowego, lub procesu ryzyka. Jesli zgloszenia sa pojedyncze to
najprostszy sposob jest zadania tak zwanego procesu liczacego N(t). Za-
ktadamy, ze N(0) = 0. Jest to proces losowy, ktory jest niemalejacy, kawatkami
staly z skokami jendostkowymi. Ponadto przyjmujemy, ze jako funkcja czasu
t jest prawostronnie ciagly. Interpretacja zmiennej losowej N(t) jest liczba
punktow do chwili ¢ lub w w odcinku (0, ¢]. Zauwazmy, ze N (t+h)— N (t) jest
liczba punktow w odcinku (¢,¢ + h]. Przez proces Poissona o intensywnosci
A rozumiemy proces liczacy, taki ze

1. liczby punktéow w roztacznych odcinkach sg niezalezne,

2. liczba punktow w w odcinku (¢,¢ + h] ma rozktad Poissona z $rednia
Ah.

Zauwazmy, ze

P(N(t,t +h] =1) = Ahe ™ = X\h + o(h),

93
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i dlatego parametr A\ nazywa si¢ intensywno$cig procesu Poissona. Inna in-
terperetacja to IEN(t,t + h] = Ah, czyli A jest $rednia liczba punktow na
jednoske czasu. Srednia jest niezalezna od czasu t. Przypomnijmy, ze w
podrozdziale I1.2 zauwazylisémy, natepujacy fakt. Niech 71,75, ... beda nieza-
leznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie Exp(1) oraz

N=#{i=1,2,...:11+...+7 <A}

Wtedy N = ma rozktad Poissona z érednia \. Zauwazmy, ze jesli 71, 7o, . ..
beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie Exp()\), to

N=#{i=12,...:.m+...+71 < 1}.

Okazuje si¢, ze tak naprawde kolejne sumy niezaleznych zmiennych losowych
o jednakowym rozktadzie wyktadniczym definiuja cos§ wiecej, czyli proces
Poissona. A wiec i-ty punkt ma wspolrzedng t; = 71 + ... + 7;, natomiast
proces liczacy mozna zapisaé

Nt)y=#{i=12,...:omn+...+7 <t}.

Podamy teraz procedure matlabowska generowania procesu Poissona w
odcinku (0,tmax].

Procedura poipro

% poipro simulate Poisson process
% of intensity lambda.

b

% Inputs: tmax - simulation interval

pA lambda - arrival intensity

b

% Outputs: n - number of arrivals in (0,tmax],

yA arrtime - time points of arrivals, if n=0 then arrtime=’empty’

arrtime=-log(rand)/lambda;
if (arrtime>tmax)
n=0; arrtime=’empty’
else
i=1;
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while (arrtime(i)<=tmax)
arrtime = [arrtime, arrtime(i)-log(rand)/lambda];
i=i+1;
end
n=length(arrtime) ; \% arrival times t1,...,tn
end

Proces Poissona nie zawsze oddaje dobrze przybycia do systemu, ze wzgledu
na to ze instnesywnos¢ jest stata. Istrnieja potrzeby modelowania zgtoszen
gdzie intensywnos¢ zalezy od momentu ¢t. Podamy teraz co to jest niejed-
norodny proces Poissona z funkcjq intensywnosci A(t). Jesli intensywnosé
jednorodnego procesu Poissona A jest P(N(dt) = 1) = Adt, to w przy-
padku procesu niejednorodnego IP(N(dt) = 1) = A(t) dt. Formalnie definiu-
jemy niejednorodny proces Poissona z funkcja intensywnosci A(t) jako proces
liczacy, taki ze

1. liczby punktow w roztacznych odcinkach sa niezalezne,

2. liczba punktow w odcinku (¢,¢ 4+ h| ma rozklad Poissona z $rednia
/ e A(s) ds.

t

Okazuje sig, ze jesli w interesujacym nas odcinku (0, Tipax] A(t) < Amax to pro-
ces niejednorodny mozna otrzymac z procesu Poissona o intensywnosci A ax
przez niezalezne przerzedzanie punktéw jednorodnego procesu Poissona; jesli
jest punkt w punkcie ¢ to zostawiamy go z prawdopodobienstwem A(t)/Ampax-
Mamy wiec schemat dwukrokowy. Najpierw generukemy proces Poissona o
stalej intensywnosci A\ @ nastepnie przerzedzamy kazdy punkt tego proces,
niezaleznie jeden od drugiego, z prawdopdobienstwami zaleznymi od potoze-
nia danego punktu.

Podamy teraz procedure matlabowska generowania procesu Poissona w
odcinku (0,tmax].

Procedura nhpoipro

% nhpoipro simulate nonhomogeneous Poisson process

% of intensity lambda(t).

T

% Inputs: tmax - simulation interval

yA lambda - arrival intensity function lambda(t)
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T

0

% Outputs: n - number of arrivals in (0,tmax],

pA arrtime - time points of arrivals, if n=0 then arrtime=’empty’

arrt=-log(rand)/lambdamax;
if (arrt>tmax)
n=0; arrtime=’empty’;
else
i=1;
while (arrt(i)<=tmax)
arrtime=arrt;
arrt = [arrt, arrt(i)-log(rand)/lambdamax];
i=i+1;
end
m=length(arrtime) ;
b= lambda(arrtime)/lambdamax;
c= rand(1,m);
arrtime=nonzeros (arrtime.* (c<b))
n=length(arrtime) ;
end

2 Podstawowe modele teorii kolejek

Teoria kolejek jest dzialem proceséw stochastycznych. Zajmuje si¢ anal-
iza systemow, do ktorych wchodza/wplywaja zadania/pakiety/itd majace
by¢ obstugiwane, i ktore tworza kolejke/wypelniaja bufor, i ktére doznaja
zwtoki w obstudze. Zajmiemy sie teraz przegladem podstawowych modeli i
ich rozwigzan.

2.1 Standardowe pojecia i systemy

Zadania zgtaszaja sic w momentach A; < Ay < ...1sgrozmiaréow Sy, s, .. ..
Odstepy miedzy zgtoszeniami oznaczamy przez 7; = A; — A;_1. Zadania sa
obshugiwane wedlug jednego z regulaminéw jak na przyktad:

e zgodnie z kolejnoscia zgloszen (FCFS -First Come First Seved)
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e obstuga w odwrotnej kolejnosci zgtoszen (LCFES - Last come First Served)

e w losowej kolejnosci (SIRO),

e 7 podzialem czasu (PS), tj jesli w systemie jest n zadan to serwer
poswieca kazdemy zadaniu 1/n swojej mocy.

Zaktadamy tutaj, ze zadania sa natychmiast obstugiwane jesli tylko serwer
jest pusty, w przeciwnym razie oczekuje w buforze. W przypadku wiek-
szej liczby serweréw bedziemy przyjmowac, ze sa one jednakowo wydolne, to
zanczy nie odgrywa roli w przypadku gdy kilka jest wolnych, ktory bedzie
obshugiwal zadanie. Bufor moze by¢ nieskoriczony lub z ograniczong liczba
miejsc. W tym ostatnim przypadku, jesli bufor w momencie zgltoszenia do
systemu jest pelny to zadanie jest stracone. Mozna badaé:

e L(t) — liczba zadan w systemie w chwili ¢,
o L,(t) - liczba zadan oczekujacych w buforze,
e W, — czas czekania n-tego zadania,

e D, — czas odpowiedzi dla i-tego zadania (czas od momentu zgtoszenia
do momentu wyjscia zadania z systemu)

e zatadowanie V' (t) (workload) w chwili t, co jest suma wszystkich zadan
ktore zostaly do wykonania (wliczajac to co zostalo do wyknania dla
juz obstugiwanych).

W przypadku systemoéw ze stratami, bada sie prawdopodobienstwo, ze nad-
chodzace zadanie jest stracone (blocking probability).

Przez I, w, d, © bedziemy oznaczaé¢ odpowiednio w warunkach stabilnosci:
srednig liczbe zadan w systemie, $redni czas czekania, Sredni czas odpowiedzi,
srednie zatadowanie.

M/M/1 Najtatwiejszym do pelnej analizy jest system gdy odstepy miedzy
zgloszeniami (7;) sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie
wyktadniczym z parametrem A. To zalozenie odpowiada, ze zgloszenia sa
zgodne z procesem Poissona z intensywanosciag A. Czasy obstug sa nieza-
lezne o jednakowym rozktadzie p. Wtedy, miedzy innymi, wiadomo ze w
przypadku A < p (lu réownowaznie p < 1, gdzie p = \/u), niezaleznie od
wyzej wymienionej dyscypliny obstugi:
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o pp = lim o P(L(t) = k) = (1 — p)p* (k = 0,1,2,...) oraz | =

lim; o IE L(t) = ﬁ,

o Iy =limy o B Ly(t) = 25

Natomiast w przypadku dyscypliny FCFS mamy

o 0= lim, . EW, = m,
o d=Ilim, . ED, = %)\
I

Ponadto mamy z prawdopobienstwem 1 zbieznosé

o lim; fot L(s)ds/t = F)\A

[} llmt—>oo fot Lq(s) dS/t = ,u,(;i\ik)

a w przypadku dyscypliny FCFS mamy
[ ] llmk*)oo Z?zl W]/k = 1A

p(p—2X)

o lim_, 2521 dj/k = ﬁ

M/M/c Proces zgloszenn zadann oraz ich rozmiary sa takie same jak w
M/M/1. Natomiast w tym systemie jest ¢ serweréw obstugujacych z ta sama
predkoscia. Podobnie jak dla M/M /1 mozemy pokazac, ze, jesh obluga jest
zgodna z kolejnosciag zgloszen, to, przy zatozeniu p < ¢

@ = lim EW, = 2%~
T wle— )

i mamy réowniez z prawdopdobienstwem 1 zbieznosé

k
lim W;/k=w.

k—o0 4
Jj=1

Mamy rowiez dla dyscypliny FCFS ale i réwniez pewnej klasy dyscyplin
obshugi
%I;po, kZO,...,C
Dk = tlim P(L(t)=k) = .
o #po, k> c.
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gdzie

p c+1 -1
oraz z prawdopodobienstwem 1

lim [ L(s)ds/t= .

t—o0 0

M/M /0o Proces zgloszen zadan oraz ich rozmiary sa takie same jak w
M/M/1. Jednakze w tym systemie jest nieograniczony zasob serweréw a
wiec zadne zadanie nie czeka i nie ma sensu moéwi¢ o czasie czekania ktory
jest zerowy i czasie odpowiedzi, ktory rowny jest rozmiarowi zadania. Wtedy
mamy, niezaleznie od Wielkoéci P

o limy . P(L(t) =k) = e ~* oraz lim; o, [E L(t) = p,

M/G /oo  Proces zgloszen zadan jest taki sam jak w M/M /oo, jednakze
rozmiary kolejnych zadaii (S;); sa niezalezne o jednakowym rozktadzie G.
Musimy zalozyé, ze IES; = p~! < co. W tym systemie jest nieograniczony
zasob serweréw a wiec zadne zadanie nie czeka i nie ma sensu mowic¢ o czasie
czekania ktory jest zerowy i czasie odpowiedzi, ktory réowny jest rozmiarowi
zadania. Wtedy mamy, niezaleznie od wielkosci p = A\IES < oo

o lim, .. P(L(t) =k)= ,e ~P oraz
o lim; . EL(t) = p,

Proces L(t) bedzie stacjonarny jesli jako L(0) weZmiemy zmienna losowa,
o rozkladzie Poissona Poi(p). Wtedy funkcja kowariancji !

R(t) = E[(L(s)—p)(L(s+t) —p)] (2.1)
- AZ (1—G(s))ds (2.2)

oraz jesli w chwili ¢ = 0 nie ma zadnych zadan

p—EMﬂzAlmﬂ—G@D%.

W szezegolnosei dla M/D /oo, tj. gdy rozmiary zadan sa deterministyczne
mamy R(t) = p(1 — ut) dlat < p ' oraz R(t) =0dlat > p!

1Cytowanie za Whittem [12]
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M/M/c ze stratami Proces zgloszen zadan oraz ich rozmiary sa takie
same jak w M/M/1. Natomiast w tym systemie jest ¢ serweréw obstuguja-
cych z ta samag predkoscia, ale nie ma bufora. Jesli przychodzace zadanie
zastaje wszystkie serwery zajete, to jest stracone. Mozna pokazac¢ istnienie
granicy

P /k!
ijo P/
gdzie p = \/pu, i teraz ta granica istnieje zawsze niezaleznie od wielkosci p.
W szczegblnosci mamy tez

pk:tlim]P(L(t):k): k=0,...,c

lim =D .
; b

t—o0

Co ciekawsze, jesli

| 1 k-te zadanie jest stracone
70 W przeciwnym razie

to z prawdopodbienstwem 1 istnieje granica

p°/c!
>i—o P /J"

Prawdopodobieristwo ppiock jest stacjonarnym prawdopdobienstwem, ze przy-
chodzace zadanie jest stracone. Odréznijmy ppiock 0d pe, ktore jest stacjonarnym
prawdopodobienstwem, ze system jest pelny. Tutaj te prawdopodobienistwa
sie pokrywaja, ale tak nie musi byc, jesli zadania zglaszaja si¢ do systemu nie
zgodnie z procesem Poissona. Okazuje sie, ze tzw. wzor Erlanga (2.3) jest
prawdziwy dla systemoéow M /G /c ze stratami, gdzie rozmiary kolejnych zadan
tworza ciag niezaleznych zmiennych losowych z jednakowa dystrybuanta G,
gdzie p=! = [[¥ 2 dG(z) jest wartoscig oczekiwang rozmiaru zadania.

k
Phlock = ]}LIEOZIIJ/RZ (2.3)
=

GI/G/1 Jest to system taki, ze (7%)x (A1 = 71, A2 = 71 + To,...) sa nieza-
leznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie F' a rozmiary zadan
(Sk )k tworza ciag niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie
G. Przypusémy, ze w chwili ¢ = 0 system jest pusty, i pierwsze zadanie przy-
chodzi w momencie A;. Wtedy oczywiscie czas czekania tego zadania wynosi
W1 = 0. Dla systemoéw jednokanatowych prawdziwa jest rekurencja

Wiy = (Wk + S — Tk+1)+. (24)
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Mozna rozpatrywaé¢ alternatywne zatozenia poczatkowe. Na przyktad, przy-
pusci¢, ze w chwili Ay = 0 mamy zgloszenie zadania rozmiaru Sy, ktore
bedzie musiato czeka¢ przez czas Wy. W takim przypadku rozpatruje sie
rozne zatozenia o rozktadzie Wy, Sy i Ay, ale zawsze trzeba pamieta¢ nieza-
leznosci azeby ponizsze fakty byty prawdziwe. Natomiast rekurencja (2.4)
jest niezalezna od wszlkich zaltozen probabilistycznych. Przy zatozeniach jak
wyzej Wi tworzy tancuch Markowa i jesli [ES; < IE 7y, to istnieja granice
limy_o P(W, < ) oraz, jesli IE S? < oo

w= lim EW, .

k—oo
Ponadto z prawdopodobienstwem 1
w = lim W;/k .

k—o0 <
Jj=1

W przypadku, gdy 71 ma rozklad wyktadniczy z E7 = 1/A to

AE S?
21— \NES)

w = (2.5)
Wzor (2.5) jest zwany wzorem Pollaczka-Chinczyna. Jesli S ma rozktad
wyktadniczy z parametrem u, to wtedy powyzszy wzor pokrywa siec odpowied-
nim wzorem dla M/M/1.

W szczegolnodci jesli rozmiary zadan sa niezalezne o jednakowym rozktadzie
wyktadniczym, to oznaczamy taki system przez GI/M /1. Jesli proces zgloszen
zadan jest procesem Poissona, to wtedy piszemy M/G/1. Jesli zaréwno pro-

ces wejéciowy jest Poissonowski jak i rozmiary zadan sa wyktadnicze, to
piszemy M/M/1.

GI/G/c Jest to system taki, ze odstepy miedzy zgloszeniami sa (7% )
(A = 11,4y = 71 + 79,...) a rozmiary zadan (Sy)g. Jest ¢ serwerow, i
zadania oczekujace w buforze do obtugi zgodnie z kolejnoséia zgloszeri. Zami-
ast rekurencji (2.4) mamy nastepujaca. Oznaczmy V', = (Vi1, Via, ..o, Vi),
gdzie 0 < V1 < Ve < ... < V,e. Skitadowe tego wektora reprezentuja
dla n-go zadania (uporzadkowane) zaladowanie kazdego z serweréw. A wiec
przychodzac idzie do najmniej zaladowanego z zatadowaniem V,,; i wobec
tego jego zaladowanie tuz po momencie zgtoszenia wyniesie V,,; + .5,. Po
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czasie 7,41 (moment zgloszenia n + 1-szego) zatadowania wynosza V,1 + S, —
Toals Vna — Taads - -5 Ve — Tar1-  Oczywiscie jesli sa ujemne to ktadziemy
0, tj (Vir + Sn — Tos1)+, Ve — Tat1) 4y -+ oy (Ve — Tns1)+.  Teraz musimy
wyniki uporzadkowaé¢. Wprowadzamy wiec operator R(x), ktory wektor @
z IR® przedstawia w formie uporzadkowaej tj. z) < ... < (). A wige dla
systemu z ¢ serwerami mamy rekurencje

(VnJrl,la Vn+1,2> ey Vn+1,c)
= 7%((V%1'+'5h _'7h+1)+7(‘€ﬂ _’7h+1)+7---7(‘€w _'7h+1)+ .

Przypusémy, ze w chwili ¢ = 0 system jest pusty, i pierwsze zadanie
przychodzi w momencie A;. Wtedy oczywiscie czas czekania tego zadania
wynosi Vi = Vo = ... = V, = 0. Rekurencja powyzsza jest prawdziwa
bez zalozeni probabilitycznych. Jesli teraz zalozymy, ze ciag (7,) 1 (S,) sa
niezalezne i odpowiednio o jednakowym rozktadzie F'i G, oraz jesli p = % <
¢, to system sie stabilizuje i istnieje rozktad stacjonarny.

3 Metoda dyskretnej symulacji od zdarzenia
po zdarzenie

Tutaj zajmiemy sie symulacjami systemoéw, ktore ewoluuja w czasie, zmieni-
ajac swoj stan jedynie w momentach dyskretnych. Bedziemy wiec symulowaé
przebieg stanéw systemu od zdarzenia do zdarzenia. Tak metoda nazywa sie
w jezyku angielskim discrete event simulation.

Przypu$cmy, ze chcemy symulowaé¢ m — stan systemu do momentu T}, -
horyzont symulacji. Jedyne stochastyczne zmiany systemu sa mozliwe w

pewnych momentach A;, Ag,.... Pomiedzy tymi momentami system za-
chowuje sie deterministycznie. Przypuscmy, ze mamy N typow zdarzen, z
kazda zwiazana aktywnosé A; (i = 1,..., N). Pomyst polega na utworzeniu

listy zdarzeniowej LZ w ktorej zapisujemy momenty nastepnych po momencie
obecnego zdarzenie; zdarzenie A; bedzie w momencie ¢ 4,. Algorytm znajduje
najblizsze zdarzenie, podstawia nowa zmienng czasu, wykonuje odpowiednie
aktywnodci, itd.

Ogo6lny algorytm dyskretnej symulacji po zdarzeniach

INICJALIZACJA
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podstaw zmienng czasu roéwng O;
ustaw parametry poczatkowe "stanu systemu" i licznikdw;
ustaw poczatkowg liste zdarzeniowg LZ;

PROGRAM

podczas gdy zmienna czasu < tmax;
wykonaj

ustal rodzaj nastepnego zdarzenia;

przesun zmienng czasu;

uaktualnij {\it stan systemu} + liczniki;

generuj nastepne zdarzenia + uaktualnij liste zdarzenowg LZ
koniec

OUTPUT
Obliczy¢ estymatory + przygotowal dany wyjSciowe;

3.1 Symulacja kolejka z jednym serwerem

Metode zilustrujemy na przyktadzie algorytmu symulacji kolejki M/M/1.
Bedziemy potrzebowaé

e zmienna czasu — t

e liczniki:
NA - liczba zgloszen do czasu t (wlacznie)
NO - liczba odejsé (wykonywanych zadan) do czasu t (wlacznie)

e n — zmienna systemowa; liczba zadan w chwili t,

Przez T,.x oznaczamy horyzont czasowy symulacji. Po T;,.x nie bedziemy
rejestrowac juz wejsé ale jedynie wyjscia. Dla systemu M/M/1 mamy dwa
zdarzenia: zgloszenie, odejscie. Poszczegodlne elementy algorytmu zalezg od
stanu listy zdarzeniowej LZ, tj. od wielkosci tA;tO - czaséw nastepnego
odpowiednio zgloszenia i odejscia. Mozliwe stany listy zdarzeniowej LZ to
tA,t0, tAtO, 0. Bedziemy tez kolekcjonowaé nastepujace dane (output vari-
ables):
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e t(i),n(i) - zmienne otrzymane (output variables) — moment kolejnego
i-tego zdarzenia oraz stan systemu w tym momencie,

e (A(i),0(i)) - zmienne otrzymane (output variables) — moment zgloszenia
oraz moment wykonania i-tego zadania,

e tp — czas od tmax do ostatniego odejscia,
e tmax — horyzont czasowy symulacji.

Ustalamy horyzont czasowy symulacji tmax. Po T},.x nie bedziemy reje-
strowac juz wejé¢ ale jedynie wyjécia. Niech F' bedzie dystrybuanta odstepu
7; miedzy zgloszeniami oraz G dystrybuanta rozmiaru zadania. Zauwazmy:

e Na podstawie (t(j),n(j) mozemy wykresli¢ realizacje L(s), 0 < s <
tmax.

e Na podstawie A(i),0(i) mozemy znalez¢ ciag czasow odpowiedzi D; =

O(i) — A(7)
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Algorytm dla M/M/1

POCZATEK (gdy w chwili O system jest pusty).

utwdérz wektory/macierze:

DK -- macierz dwu-wierszowa,
A -- wektor
D -- wektor.

Losujemy X \sim Exp(lambda).
Je§li X>tmax, to NA=0 i LZ=\emptyset.
Jesli X=< tmax,
to podstawiamy
t=n=NA=NO=0, tA=X i LZ=tA.

[Zauwazmy, ze jesli n = 0 to odpowiada mu przypadek LZ={tA}. Nastepna
czes¢ zalezy od stanu LZ.]

PRZYPADEK 1. LZ=tA.

dotacz do DK: t:=tA, n:=n+l,

resetuj: NA:=NA+1

dotgcz do A: A(NA)=t

generuj: zm. los. X o rozktadzie Exp(mu) do najblizszego zgtoszenia,
generuj: zm. los. S o rozktadzie Exp(mu) (rozmiar nastepnego zadania),
resetuj: jesli t+X>tmax to: t0=t+S; nowy LZ={t_0}

resetuj: jesli t+X=< tmax, to t0=t+S, tA=t+X; nowy LZ={tA,t0}.

PRZYPADEK 2. LZ={tA,t0}, gdzie tA=< tO.

dotacz do DK: t=tA, n=n+l

resetuj NA=NA+1

dotgcz do A: A(NA)=t

generuj: X\sim Exp(mu)

resetuj: jesli t+X>tmax to podstaw tO; nowy LZ={t0}
resetuj: jesli t+X=< tmax,

to podstaw t0, tA=t+X; nowy LZ={tA,t0}

PRZYPADEK 3. LZ={tA,t0}, gdzie tA> t0.
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dotgcz do DK: t=t0, n=n-1

resetuj NO=NO+1

dotacz do D: O(NO)=t

jesli n>0: je§li to generuj: Y\sim G i resetuj tO=t+Y,
nowa lista zdarzeniowa LZ={tA,t0}

jeli n=0 to nowa LZ={tA}

PRZYPADEK 4: LZ={t0}

Procedura wg przyp.~3, z ta roéznica, ze jesli zresetowana wartos¢ n=0
to resetujemy liste zdarzeniowa LZ=\emptyset

PRZYPADEK 5: Lista zdarzeniowa LZ=\emptyset

KONIEC -- skoncz symulacje.

Teraz zrobimy kilka uwag o rozszerzeniu stosowalnosci algorytmu.

Dowolne warunki poczatkowe Modyfikujemy POCZATEK nastepujaco:

POCZATEK (gdy w chwili O w systemie jest k>0 zadan).

utwdérz wektory/macierze:

DK -- macierz dwu-wierszowa,
A -- wektor
D -- wektor.

Losujemy X\sim Exp(lambda oraz Y\sim Exp(mu).
Je§li X>tmax, to NA=0 i LZ=\emptyset.
Jesli X=< tmax,

to podstawiamy

n=k, tA=X, tD=Y i LZ={tA,tD}.

Mozemy tez zatozyé¢, ze w chwili ¢ = 0 jest k zadan z prawdopodobienst-
wem pi. Wtedy nalezy wylosowaé¢ najpierw k z prawdopodobienstwem py.

Jesli F' jest dowolne, natomiast G = Exp(u) to musimy oprocz zalozenia
o liczbie zadan, ze w chwili 0 w systemie jest k zadan, musimy tez zalozyc
znajomosé tA.
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POCZATEK (gdy w chwili O w systemie jest $k>0$ zadan
i czas do wptyniecia nowego jest $t_A$ ).

utwdérz wektory/macierze:
DK -- macierz dwu-wierszowa,
A -- wektor
D -- wektor.
Losujemy Y\sim Exp(mu).
Je§li tA>tmax, to NA=0 i LZ=\emptyset.
Jesli tA=< tmax,
to podstawiamy
n=k, tD=Y i LZ=tA,tD}.

POCZATEK (gdy w chwili O w systemie jest k=0 zadan
i czas do wptyniecia nowego jest tA ).

utwoérz wektory/macierze:

DK -- macierz dwu-wierszowa,
A -- wektor
D -- wektor.

Je§li tA>tmax, to NA=0 i LZ=\emptyset.
Jesli tA=< tmax,

to podstawiamy

n=0 i LZ={tA}.

3.2 Wlasnos$é braku pamieci

Niektore algorytmy istotnie wykorzystuja tzw. brak pamiecirozktadu wyktad-
niczego czasu obshugi i opuszczenie tego zalozenia bedzie wymagato istotnych
modyfikacji. Natomiast mozemy zalozy¢, ze sa znane momenty naptywania
zadan A; < Ay < .... Tak jest na przyktad gdy zgtoszenia sg zgodne z niejed-
norodnym Procesem Poissona. Taj jest na przyktad gdy odstepy miedzy
zgloszeniami sa niezalezne o jednakowym rozkladzie (niewyktadniczym). W
kazdym zdarzeniu (niech bedzi ono w chwili ¢), gdy dotychczasowy algorytm
mowil, ze nalezy generowaé¢ X i podstawi¢ t4 = t 4+ X, nalezy podstawic
najwczesniejszy moment zgloszenia zadania po chwili ¢.
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Przy konstrukeji algorytmu dla systeméw z jednym serwerem wykorzysty-
waliSmy tak zwana wlasnosé braku pamieci rozktadu wyktadniczego. Wtas-
nos¢ mozna sformutowaé nastepujaco: dla:

P(X >s+tX >s)=P(X >1t), s, t> .

Latwo pokazaé, ze wtasnosc jest prawdziwa dla zmiennej losowej o rozktadzie
wykltadniczym X ~Exp(\). Okazuje si¢ rowniez, ze rozktad wyktadniczy jest
jedynym rozktadem o takiej wtasnosci.

Bedzie tez przydatny nastepujacy lemat.

Lemat 3.1 Jesli Xy, ..., X, sq¢ niezaleznymi zmiennymi losowym oraz X; ~
Ezp()\;), to zmienne

T = min X;, I =arg min X;
i=1,...,n

-----

An)-
Dowod Mamy

=1,...,n i#£]

i=1,...,

e}
= / P( min X; > ¢, min X; > 2)\je 4" dx
0 1=1,..., n Z#]

= / IP(min X; > z)\;e” V" dx
L iR

o0
= / o™ iz MEN e TN
t
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4 Uwagi bibliograficzne

Metoda symulacji po zdarzeniach (discrete event simulation) ma bogata lit-
erature. W szczegolnosci mozna poleci¢ podrecznika Fishmana [4].
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Zadania laboratoryjne

4.1

4.2

4.3

4.4

Przeprowadzi¢ nastepujace eksperymenty dla M/M/1. Napisaé¢ pro-
gram kreslacy realizacje L(t) dla0 < ¢ < 10. Eksperyment przeprowadzi¢
dla

(a) A=1,u = 1.5 oraz L(0) = 0.

(b)y A=1,u=151L(0) =2.

(c) A=1,u=151L(0) =4.

(d) L(0) ~ Geo(p), gdzie p = A/ =2/3.

Kontynuacja zad. 1. Obliczyé L(tmax), gdzie L(t) = (Jo L(s) ds)/t gdy
L(0) =0.

(a) Przeprowadzi¢ eksperyment przy A = 1,u = 1.5 oraz L(0) = 0
dla ty,.x = 5,10,50,100,1000. Policzyé¢ dla kazdej symulacji potowy
dlugosci przedzialy ufnosci na poziomie 95%.

(b) Przeprowadzi¢ eksperyment przy A = 1, = 1.1 oraz L(0) = 0 dla
tmax = 9, 10,50, 100, 1000. Policzyé

Kontynuacja zad. 1. Przez replikacje rozumiemy teraz pojedyncza
realizacje L(t) dla 0 <t < 10. Dla replikacji L;(t) zachowujemy wek-
tor I; = (L;(1), L;(2), ..., L;(10)) i niech 1000 bedzie liczba replikacji.
Obliczyé

1000 1000 1000

~ 1 B 1
l=(—= L; L;(1),...,—— L;(1

Zrobi¢ wykres sredniej dtugosci kolejki w przedziale 0 < ¢ < 10.
(a) Przeprowadzié¢ eksperyment dla L(0) = 0.
(b) Przeprowadzi¢ eksperyment dla L(0) ~ Geo(p).

Wygenerowaé Aj, As, ..., w odcinku [0,1000], gdzie Ag = 0 oraz A; <
Ay < ... sa kolejnymi punktami w niejednorodnym procesie Poissona
z funkcjg intensywnosci A(f) = a(2 — sin(25t)). Przyja¢ a = 10. Niech
A(t) bedzie liczba punktow w odcinku [0, ¢]. Zastanowi¢ si¢ jaki ma
rozklad N(t) i znalez¢ jego $rednia. Policzy¢ z symulacji N(1000)/1000
— Srednig liczba punktéow na jednostke czasu, zwana asymptotyczna
intensywnoscia A. Poréwnaé z

/ Ny dt/24
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4.5 Kontynuacja zad. 4. Wygenerowaé¢ 7y, To, ..., Tio00, gdzie 7, = A; —
A1, Ag = 0 oraz A; < Ay < ... sa kolejnymi punktami w niejed-
norodnym procesie Poissona z funckcja intensywnosci A(t) = a(2 —
sin(35t)). Przyja¢ a = 10. Obliczy¢ sredni odstep miedzy punktami
7 =320 7;/1000.

4.6 Napisa¢ program symulujacy realizacje procesu liczby zadan L(t) w
systemie M /G /oo. Przeprowadzi¢ eksperyment z
(a) A =>5oraz G = Exp(p) z p = 1.

(b) A = 5 oraz rozmiary zadan maja rozktad Pareto z o = 1.2 przem-
nozonym przez 0.2 (tak aby mieé¢ srednia 1).

Na jednym wykresie umiescic fot L(s)ds/t dla1 <t < 100 z symulacji
(a) i (b). Przyja¢ L(0) = 0.



Rozdzial VI

Planowanie symulacji proceséw
stochastycznych

Przypu$cmy, ze chcemy obliczyé¢ wartosé I, gdy wiadomo, ze z prawdopodobiernist-

wem 1 .
X(s)d
I=lim Jo X(5)ds is) °

dla pewnego procesu stochastycznego (X (s))s>o. Wtedy naturalnym esty-
matorem jest

ktory jest (mocno) zgodnym estymatorem I. Jednakze zazwyczaj X nie jest
nieobcigzonym estymatorem, tzn. I8 X # I.

1 Planowanie symulacji dla proceséw stacjonarnych
1 proces6w regenerujacych sie

1.1 Procesy stacjonarne

Rozwazmy proces stochastyczny (X (t));>0 dla ktorego IE X (¢)? < oo, (¢t > 0).
Mowimy, ze jest on stacjonarny jesli spelnione sa nastepujace warunki.

(1) Wszystkie rozktady X (t) sa takie same. W konsekwencji wszystkie
IE X (t) sa rowne jesli tylko pierwszy moment m = IE X (0) istnieje.

71
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(2) Dla kazdego 0 < h, taczne rozktady (X (t), X (t + h)) sa takie same.
W konsekwencji wszystkie kowariancje R(h) = Cov (X(t), X(t+ h) sa
rowne jedli tylko drugi moment istnieje.

(k) Dla kazdego 0 < hy < ... < hg_1, laczne rozktady (X(¢), X(t +
hy, ..., X(t+ hg_1)) sa takie same.

Procesy stacjonarne maja nastepujaca wlasnos¢. 7Z prawdopodobienst-
wem 1
1 t
lim — [ X(s)ds
t—oo t 0
istnieje i jesli granica jest stala, to musi rownac¢ sie I = E X(0). Do tego
potrzebne jest aby bylto spelnione tzw zaltozenie ergodycznosci. Latwo jest
podac¢ przyktad procesu ktoéry nie jest ergodyczny. Wezmy na przyktad pro-
ces X (t) =&, gdzie € jest zmienng losowa. Wtedy w trywialny sposob
1 t
lim - [ X(s)ds=¢.

t—oo t 0

Jesli sg spelnione ponadto tzw. warunki mieszania, to wtedy dla pewnej
stalej o2 (to nie jest Var X (t)) proces

fot X(s)ds —tI
TVt

dla t — oo, zbiega wedlug rozktadu do N'(0,1). Zastanowmy sie, ile wynosi

o2. Najpierw przepiszemy (1.1) w wygodnej dla nas formie

t
X(s)ds —tI t
5\/1_5 o
Chcemy aby (X (t) — I) bylo ustandaryzowane (przynajmniej asymptoty-
cznie). Oczywiscie IE (X (t) — I) = 0, natomiast aby wariancja byla rowna 1
musimy unormowac

(1.1)

X(t) -1

Var X ()

Zbadamy teraz zachowanie asymptotyczne mianownika.
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Fakt 1.1 Jesli (X (t);> jest procesem stacjonarnym, IEX(t)* < oo oraz
I 7 |R(v)| dv < o0, to zmienna losowa X (t) ma wartosé oczekiwang I oraz

¢
tlim tVar (X (t)) = 5% = 2/ R(s)ds .

Zanim pokazemy dowod zrobimy kilka uwag. Wielkos¢ 62 = 2 [ R(s) ds
zwie sie TAVC (od time average variance constant). Poniewaz

~

Xt) -1 Vt, o
=0 -1
Var X (t (\/E

g

)/ Var X (t

oraz
G ~
— Var X(t — 1
() v X
skad mamy CTG w postaci

o Y(X(t) — I) zbiega wg rozkladu do N(0,1).
Dowod Faktu 1.1. Mamy
t t
E / X(s)ds :/ E X(s)ds=mt .
0 0
Dalej bez straty ogoélnosci mozemy zatozyé m = 0. Wtedy
t
Var(/ X(s)ds)
-
_ ]E(/ X(s) ds)?
o
= ]E[/ / X(w)X (v) dw dv]
R
= / / E X(w)X (v)) dwdv
0o Jo

= / IEX(w)X(v))dwdv—i—/ E X (w)X (v)) dwdv
(w)e0, 2w

(w,v)€[0,t]2:w<v
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Teraz dla v < w mamy IE X (w)X (v)) = R(w — v) i stad

/ X ()X (v) dwdv + / X (1) X (v) duw dov
(w,w)€[0,t]?:w<v (w,v)€[0,t]2:w<v

/Ot /vR(v—w)dv

2 [ dv
0
~ t2/ R(w) dw .
0
U

Podsumujmy. Podobnie jak w rozdziale I1I.1 mozemy napisaé¢ fundamen-
talny zwigzek

o
b= Rl—e/27 7 -

Vit

pomiedzy btedem b, poziomem ufnosci € oraz horyzontem symulacji t. Nato-
miast przedzial ufnosci na poziome € wynosi

(X(t) - Zl‘\;/;&,)%(t) + Zl‘\;/;&) .

5 21—6/25)'

(X + =2

Niestety w typowych sytuacjach nie znamy &
wyestymowaé z symulacji.

lub w formie

2 a wiec musimy tg wielkosé

Przyklad 1.2 Dla systemu M/M/1 jest prawda, ze

5 _ 2p(1+p)
ag — 74 .
(1—p)
Stad wida¢, ze 62 gwaltownie roénie gdy p — 1, czyli w warunkach wielkiego

obcigzenia. Wzor powyzszy jest szczegdlnym przypadkiem wzoru otrzymanego
dla proceséw narodzin i $§mierci bez obliczania funkcji R(t); patrz Whitt [13].

2 Przypadek symulacji obcigzonej

Bedziemy teraz analizowali przypadek symulacji liczby [ dla estymatora X
spetniajacego:
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A

1. I =limy o, X(t) = I (z prawdopodobienistwem 1),

2. ?(X(t) — I) zbiega wg rozktadu do N (0, 1), gdzie
¢
tVar (/ X (s)ds) — 72,
0

gdy t — oo dla pewnej skoniczonej liczby 62 > 0.

Poniewaz nie zakladamy stacjonarnosci, wiec estymator X (t) jest zgodny
ale nie jest nieobciazony. Powstaje wiec problem analizy jak szybko b(t) =
IE X (t) — I zbiega do zera. Zanalizujemy przypadek gdy § = JSE X (s) —
I) ds zbiega absolutnie, tzn . [ [IE X (s) — I| ds < co. Wielkosé

8= lim t(EX(t) — I)

t—o00

nazywamy asymptotycznym obcigzeniem. Wtedy

EX(t)—1
_ Jo(E (X(s) = 1)
t
_ Jo B(X(s)) — ) ds — [ (E (X(s)) — 1)
t
- § +o(1/t) .

Poniewaz \/Var X (¢) ~ /vt a wiec zmiennosé naszego estymatora jest

rzedu O(t7'/2) czyli wieksza niz jego obciazenie.

Przyktad 2.1 Aby uzmystowié¢ czytelnikowi trudnosé jakie mozna napotkaé
podczas symulacji rozpatrzymy przypadek symulacji §redniej liczby zadan w
systemie M /G /oo. Bedziemy rozpatrywac liczbe zadan L(t) dla

1. A=5,i 5 =4 Exp(1), Thmax = 1000,

2. A=5,18 =4 02X, gdzie X =4 Par(1.2), Thax = 1000,
3. A=5,18 =4 02X, gdzie X =4 Par(1.2),Thax = 10000,
4. A=5,18 =4 02X, gdzie X =q Par(1.2),Tax = 100000,
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5. A=5,18 =4 1.2X, gdzie X =q Par(2.2), Thnax = 1000,
6. A=5,15 = 2.2X, gdzie X =4 Par(3.2),Tjnax = 1000,

We wszystkich tych przyktadach p = 5. A wiec we wszystkich przypadkach
powinnisémy otrzymaé¢ [ = 5. Na rysunkach odpowiednio 2.1-2.6 pokazana
jest wysymulwana realizcja I:(t) w przedziale 1 <t < Ty

Mozemy zauwazy¢, ze symulacja 1-sza bardzo szybko zbiega do granicznej
wartosci . Natomiast z 2-ga jest cos dziwnego i dlatego warto ten przypadek
blizej przeanalizowa¢. Policzymy najpierw 62 ze wzoru (V.2.1). Mamy

R(t) = 5/00(1 +5) M ds = %(1 +¢)702

skad mamy, ze
02:2/ R(t)dt = oo .
0

Nasze zalozenie o bezwzglednej catkowalnosci R(t) nie jest spetnione. Nie
mozna zatem stosowaé¢ fundamentalnego zwiazku, chociaz oczywiscie ten es-
tymator zbiega do 5. Zobaczymy to na dalszych przyktadach na rys. 2.3,2.4
(symulacja 3-cia i 4-ta). W przypadku sumulacji 5-tej mamy o = 2.2 i wtedy
S =1.2X, gdzie X =4Par(2.2). Stad

& s s
_ 1 7 \—2.2 — 1 7 71.2‘
R(t) 5/t (1+ 1‘2) ds =5(1+ 1‘2)

Widzimy wiee, ze 0% = 2 [° R(t) dt = 60, skad mamy ze aby b = 0.5 (jedna
cyfra wiodaca) wystarczy T.x = 922. Nalezy ostrzec, ze nie wzielismy pod
uwage rozpedowki, przyjmujac do obliczeni, ze proces L(t) jest stacjonarny.
Jesli @ = 3.2 1 wtedy S = 2.2X, gdzie X =4Par(3.2). Stad

e S S
t) = 1 7 73.2d — 1 7 72.2.
R() 5/t (14 o) 2 ds = 51+ 53)

Widzimy wiec, ze 0% = 2 [~ R(t) dt = 18.3, skad mamy ze aby b = 0.5 (jedna
cyfra wiodaca) wystarczy Ta.x = 281. Natomiast aby b = 0.05 to musimy
miec T Wieksze od 28100.
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Rysunek 2.1: A =5, Exp(1), Tiax = 1000; [ = 5.0859

Rysunek 2.2: A =5, Par(1.2) x 0.2,T},. = 1000; [ =3.2208
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Rysunek 2.3: A = 5, Par(1.2) x 0.2, Tinax = 10000; I = 3.9090

Rysunek 2.4: A = 5, Par(1.2) x 0.2, Tiax = 100000; [ = 4.8395
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Rysunek 2.5: A = 5, Par(2.2) x 1.2, Tha = 1000; [ = 4.8775

Rysunck 2.6: A = 5, Par(3.2) x 2.2, Thax = 1000; [ = 5.1314

79
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2.1 Symulacja gdy X jest procesem regenerujacym sie.

Bedziemy zaktadaé¢ nastepujaca strukture procesu stochastycznego X. Przy-
pusémy, ze istniejg chwile losowe 0 < T} < T, < ... takie, ze pary zmiennych
losowych ((Z;, C;))i>1 sa niezalezne i poczawszy od numeru ¢ > 2 niezalezne,
gdzie

Ty Ts
Zy = X(s)ds, Zy = X(s)ds,...
0 Ty
oraz Coy = T1,Cy = Ty, — T1,.... Takie procesy nazywamy procesami re-

generujgcymi sie. Wtedy mamy nastepujacy rezultat (patrz Asmussen &
Glynn [1]):

Fakt 2.2 Z prawdopodobienistwem 1, dla t — oo

. E [ X(s)ds

X(t I = 2.2
( ) - ]EOl ) ( )
oraz R
Y2 (X (t) = I) —q N(0,52). (2.3)
Wtedy TAVC wynosi
2
o _ BG
E Z,
gdzie
Co= 2, —ICy .

Patrzac na postac (2.2) widzimy, ze mozna tez uzyc innego estymatora, ktory
jest krewniamiem estymatora X. Mianowicie mozemy wzigscé

i _ LDt 4
o+ 1Oy

Jest oczywiste, ze z prawdopdobienstwem 1
[Ak — I

poniewaz
I+ +Zy (T4 + 2k EZ

Cit..+C (Ci+..+Co/k  EOC,
Wtedy mamy nastepujace twierdzenie (patrz Asmussen & Glynn, Prop. 4.1).
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Twierdzenie 2.3 Dla k — oo
K2 (1, — 1) —q N(0,77),

gdzie

., EQ

T EC

Cl - Zl - ICl .
Stad asymptotyczny 100(1 — €)% przedzial ufnosci jest dany przez
Iy + 21—6/2772/\/E

gdzie

| =

> ay.

Przyktad 2.4 Proces L(t) w M/M/1 jest regenerujacy poniewaz

k
1 ~
A2 E : 2
n _—k—l ll(Cl—]kZl) /(

Ty =inf{t >0: L(t—) > 0,L(t) =0}

oraz
Ty = inf{t > Tp : L(t—) > 0, L(t) = 0}

definiuje momenty regeneracji procesu L(t). Wynika to z wlasnosci braku
pamieci rozkladu wyktadniczego. Po osiagnieciu przez L(t) zera, niezaleznie
jak dhugo czekaliSmy na nowe zgloszenie, czas do nowego zgloszenia ma
rozklad wyktadniczy Exp(A).

2.2 Przepisy na szacowanie rozpedéwki

W wielu przypadkach proces po pewnym czasie jest juz w przyblizeniu w
warunkach stacjonarnosci. Nastepujacy przyktad ilustruje ten pomyst w
sposob transparentny.

Przyklad 2.5 Z teorii kolejek wiadomo, Ze jesli w systemie M /M /1 wystar-
tujemy w chwili ¢ = 0 z rozkladu geometrycznego Geo(p), to proces liczby
zadann L(t) jest stacjonarny. Dla uproszczenia wystartujmy proces nies-
tacjonarny z Lo(0) = 0. Zaktadamy przypadek p < 1. Wtedy proces L;(t)
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osiaga stan 0 w skoriczonym czasie. Poniewaz oba procesy maja tylko skoki
+1, wiec mamy ze procesy Li(t) i Lo(t) musza sie spotkac, tzn.

jest skoniczone z prawdopodobienstwem 1. Od tego momentu procesy ewulu-
uja jednakowo. To pokazuje, ze od moment T proces Ly(t) jest stacjonarny.
Jednakze jest to moment losowy.

Bardzo waznym z praktycznych wzgledow jest ustalenie poczatkowego okresu
s ktory nie powinnismy rejestrowacé. Ten okres nazywamy diugoscig rozpedowk:
lub krotko rozpeddwkq (warm-up period). W tym celu definiujemy nowy es-
tymator

X(S,t) — M

t—s

Jedna realizacja — metoda Srednich peczkowych Drzielimy odcinek
symulacji [0, ] na [ peczkow jednakowej dlugosci t/1 i zdefiniujmy S$rednie
peczkowe

R R 1 kt/l
Re(t) = X((k — 1)t/1, kt/1) = / X(s) ds,
t/ S e/l
gdzie k = 1,2,.... Jedli ¢/l jest odpowiednio duze, to mozna przyjaé, ze

(P1) Xi(t) (k=1,...,1) ma w przyblizeniu rozklad normalny N (I, 2l /t);
(k=1,...,1),

(P2) oraz X4(t) (k=1,...,1) sa niezalezne.

Poniewaz

wiec dla t — oo R
X(t)—1
Si(1)

gdzie T;_y zmienna losowa o rozktadzie t-Studenta z [ — 1 stopniami swobody

1 < )
50 = oy 0~ £

12 —q T
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A wiec jesli t1_.jo jest 1 — €/2 kwantylem zmiennej losowej 7;_q, to asymp-
totyczny przedzial ufnosci dla I jest

N S;(t
SOERARION

v
Asmussen & Glynn sugeruja aby 5 <[ < 30.

Przypuscy, na chwile, ze proces X (t) jest stacjonarny (bedzie to nasza
hipoteza zerowa Hy) i taki, ze g(f((t—)[) zbiega wg rozktadu do N (0, 1),
gdzie tVar ( fot X(s)ds) — % gdy t — oo dla pewnej skoriczonej liczby 62 >
0. Przyjmujac powyzsze jako hipoteze zerowa mozemy testowacé nastepujca
hipoteze. Formalizujac mamy

Hy. Zmienne X, (t) (k = 1,...,1) sa niczalezne o jednakowym rozkladzie
normalnym N (I,5%/t); (k=1,...,1).

Wybieramy 1y, lo > 0 takie, ze [; + [, = [. Niech )71, Yg beda odpowiednio

L, . . . . A lz_ Yz_ff 2
Srednimi arytmetycznymi z Y, ..., Y, 1 Y, 41,...,Y, oraz S1 = 21—557_11),
5 i1 (Yi—Y2)? L . ST

Sy = M, wariancjami probkowymi. Wtedy przy zalozeniu hipotezy

lo—1

N

zerowej S; maja rozklad chi-kwadrat Xl2i_1 z l; — 1 stopniami swobody nato-
miast 5'1/5'2 ma rozktad Fj,_;;,—1 Snedecora.

A wiec efekty symulacji podczas rozpedéwki nie musimy rejestrowaé a
dopiero po tym czasie zaczynamy rejestrowaé i nastepnie opracowaé¢ wynik
jak dla procesu stacjonarnego. Problemem jest, ze nie wiemy co to znaczy
po pewnym czasie. Dlatego tez mamy nastepujacy przepis.

Metoda niezaleznych replikacji Fishman |3, 4] zaproponowal nastepu-
jaca graficzng metode szacowania rozpedowki. Zamiast symulowanie jed-
nej realizacji X (¢) (0 < ¢ < Thax) symulujemy teraz n realizacji X'(t),
(0 <t < Thax), gdzie ¢ = 1,...,n. Kazda zaczynamy od poczatku ale z
roztacznymi liczbami losowymi. Niech

t .
. X'(v)d
e - LX 0D
— S

bedzie opézniona Srednia dla i-tej replikacji realizacji procesu (i = 1,...,n).
Niech

. 1 <
X'(t):EE X(t), 0<t<Thax
=1
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oraz T
max XZ d
X(t, Tna) = ~ Z 0=t < T

max -

Jesli proces X jest stacjonarny to obie krzywe X' (¢) i X' (t, Tmax) powinny
mie¢ podobne zachowanie. Pomijamy fluktuacje spowodowane nieduzym n
dla X~ (t) oraz krotkoscia odcinka dla X (t, Tmax). Dlatego poréwnujac na
jednym wykresie

(X(£), X (£, Tomax)), 0 <t < T

mozemy oszacowaé jakie s nalezy przyjac.

2.3 Efekt stanu poczatkowego i zaladowania systemu

Na dtugosc rozpeddéwki maja istotny wpltyw przyjety stan poczatkowy symu-
lacji oraz zatadowanie systemu.

Przyktad 2.6 Tytulowy problem zilustrujemy za praca Srikanta i Whitta
[10] o symulacji prawdopodobieristwa straty w systemie M /M /c ze stratami.
ZAdania wplywaja z intensywnoscia A natomiast ich $reni rozmiar wynosi
p~t. Jak zwykle oznaczamy p = \/u. Dla tego systemu oczywiscie znamy
to prawdopodobienistwo jak i wiele innych charakterystyk, co pozwoli nam
zrozumie¢ problemy jakie moga wystepowaé przy innych symulacjach. Za-
cznijmy od przegladu kandydatow na estymatory. Jesli oznaczymy przez
B(t)

Bx(t)= 5y

gdzie B(t) jest liczba straconych zadai do chwili w odcinku [0, ] natomi-
ast A(t) jest liczba wszystkich zadan (straconych i zaakceptowanych) ktore
wplynety do chwili ¢. Estymator ten nazwiemy estymatorem naturalnym.
Innym estymatorem jest tak zwany prosty estymator
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Podamy teraz krotkie uzasadnienia dla tych estymatoréow. Czy sa one zgodne?
Oczywiscie poniewaz dla By mamy

k
: p°/c!
Pblock — lim Li/k = ~c 7
bt il > j—0 /]!
B(t)

y
o A(t)

Podobnie wyglada sytuacja z estymatorem prostym Bg, poniewaz

B . B() 1
b T M An
B
1 N7
tggo N7

Natomiast dla estymatora niebezposredniego aby pokazaé zgodnosc pokazemy
tzw wzor Little’a X
L= A1 = poiock)/# -

Jesli natomiast by zalozyé¢, ze system jest w warunkach stacjonarnosci, to
mozna pokazaé, ze estymatory prosty i niebezposredni sa zgodne. W pracy
Srikanta i Whitta [10] opisano nastepujacy eksperyment z A = 380, u = 1
i ¢ = 400. Dla tego systemu wysymulowano, startujac z pustego systemu,
przy uzyciu estymatora niebezposredniego, z t,.c = 5400, mamy pplock =
0.00017. Tutaj TAVC wynosi okoto 0.00066. W tym zadaniu mozna policzy¢
numerycznie asymptotyczne obcigzenie co przedstawione jest w tabl. 2.1 z
a = p/c. Zauwazmy, ze w przypadku N(0) = 0, TAVC jest tego samego

a | N0)=0]| N0)=c
0.7 1.00 -0.42
0.8 | 1.00 -0.24
09| 0.99 -0.086
1.0| 085 -0.0123
11| 0.66 -0.0019
12| 052 -0.0005

Tablica 2.1: Asymptotyczne obciazenie dla B

rzedu co asymptotyczne obciazenia.

'Sprawdzi¢ tozsamosé.
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W nastepnym przyktadzie zajmiemy sie efektem obigzenia.

Przyklad 2.7 Pytanie o to kak dtugi nalezy dobra¢ horyzont symulacji
Thax aby osiagnaé zadang precyzje zalezy czesto od obciazenia systemu ktory
symulujemy. W systemie M /M /1 mozna policzy¢ TAVC 52, ktora to wielkosé
poprze fundamentalny zwiazek rzutuje na Tp... Mianowicie (patrz Whitt
[13]) mamy
o 2p(1+p)
1=p*

Oczywiscie musimy zalozyé¢ p < 1. Widzimy, ze jesli p T 1, to 62 bardzo
szybko rosnie. Stad, korzystajac z fundamentalnego zwigzku, mamy ze tak
samo szybko rosnie horyzont symulacji aby utrzymaé zadana doktadnosé.

3 Uwagi bibliograficzne

Caty cykl prac na temat planowania symulacji w teorii kolejek napisal Whitt
z wspolpracownikami; [11, 12, 13, 10]. Tym tematem zajmowal sie réwniez
Grassmann [14]



Rozdziatl VII
Dodatek

1 Zmienne losowe 1 ich charakterystyki

1.1 Rozkltady zmiennych losowych

W teorii prawdopodobienistwa wprowadza si¢ zmienna losowa X jako funkcje
zdefiniowana na przestrzeni zdarzen elementarnych €2. W wileu przypadka,
ani 2 and X ni sg znane. Ale co jest wazne, znany jest rozklad zmiennej
losowej X, tj. przepis jak liczy¢ F(B), ze X przyjmie wartos¢ z zbioru B,
gdzie B jest podzbiorem (borelowskim) prostej RR.

Ze wzgledu na matematyczna wygode rozwaza sie rodzine F podzbioréw
), zwang rodzing zdarzen, oraz prawdopodobienstwo IP na F przypisujace
zdarzeniu A z F liczbe P(A) z odcinka [0, 1].

Rozktad mozna opisa¢ prze podanie dystrybuanty, tj funkcji F' : R —
[0, 1] takiej, ze F(z) = P(X < z) . Prze F(z) = 1— F(x) bedziemy oznaczaé
ogon of F.

W praktyce mamy dwa typy zmiennych losowych: dyskretne i absolutnie
ciggte. Mowimy, ze X jest dyskretng jesli jesli istnieje przeliczalny zbioér liczb
E ={zg,z1,...} z R taki, ze P(X € E) = 1. W tym przypadku definiujemy
funkcje prawdopodobieristwa p : E — [0,1] przez p(zy) = P(X = zy); para
(E,p) podaje pelny przepis jak liczyé¢ prawdopopodobienstwa IP(X € B) a
wiec zadaje rozktad. Najwazniejsza podklasa sa zmienne losowe przyjmujace
wartosci w E ktore jes podzbiorem kraty {hk, k € Z.} dla pewnego h > 0.
Jesli nie bedzie powiedziane inaczej to zaktadamy, ze h = 1, tzn E C Z.,
i.e. x = k. Wtedy piszemy prosto p(zr) = pr 1 méwimy, ze rozktad jest
kratowy.

87
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Z drugiej strony moéwimy, ze X jest absolutnie ciggla jeéli istnieje funkcja
f:R — Ry taka, ze [ f(z)dz =11 P(X € B) fB x) dx dla kazdego
B € B(R). Mowimy wtedy, ze f(x) jest gestoScig zmiennej X.

Rozktad dyskretnej zmiennej losowej nazywamy rozkladem dyskretnym.
Jessli X jest kratowy, to jego rozkltad tez nazywamy kratowy. Analogoicznie
rozktad zmiennej losowej absolutnie ciagtej nazywamy rozktadem absolutnie
ciagtym. Czasami dystrybuanta nie jest ani dyskretna ani absolutnie ciagta.
Przyktadem jest mieszanka F' = 0F, 4+ (1 — 0)F,, gdzie F} is dyskretna z
prawdopodobienistwem 6 i F; jest absolutnie ciggla z prawdopodobienstwem
1—0.

Aby zaznaczy¢, ze dystrybuanta, gestosé, funkcja prawdopodbienstwa,
jest dla zmiennej losowej X, piszemy czasem Fx,px, fx, .. ..

Dla dwoch zmiennych losowych X i Y o tym samym rozktadzie piszemy
X 2V, To samo stosujemy do wektoow.

Mowoimy, ze wektor losowy (Xi,...,X,) jest absolutnie ciggly jesli ist-
nieje nieujemna i catkowalna funkcja f: IR" — R, z

/ /ffﬁ,..., Ydxy...dr, =1

taka, ze P(X, € By,...,X, € B) = [p ... [5 f(x1, .. 20) day .. doy
for all Borel sets By,...,B, € B(]R). Funkqa f( ) nazywa sie gestos-
cig X = (Xq,..., X)), Przytoczymy teraz pozyteczny rezultat dotyczacy
wzoru na gestos¢ przeksztalconego wektora losowego. Mianowicie niech beda

dane funkcje ¢g; : IR — IR, ¢ = 1,...,n, ktore spetniaja nastepujace warunki:
e (i) przeksztalcenie g = (gi1,...,9,)7 jest wzajemnie jednoznaczne na
zbiorze A,

e (ii) przeksztatcenie g ma na A ciagle pierwsze pochodne czastkowe ze
wzgledu na wszystkie zmienne,

e jakobian Jg(x) = % jest rozny od zera na A.
Oznaczmy przez h = (hy, ..., h,)T przeksztalcenie odwrotne do g, tzm x =

h(y) = (hi(y),...,h.(y)) dla kazdego y € g(A). Rozwazmy wektor Y =
(X). Wektor ten ma gestos¢ fy- zadang wzorem:

fy @) = fx(h(y),. -, ha(y))Jn(y)].
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Jesli zmienne losowe (Xi,...,X,-1) (Xi,...,X,) sa absolutnie ciagle z
odpowiednio z gestosciami fx, . x, . 1fx,..x,1jes fx, x, o (T1, .., Tpg) >
0, to

fX1 X, (1’1, ,[L’n)
Xl XX (T | 1, ) = =
I e " le ..... Xn—1(x1>"'axn71>
nazywa sie i warunkowq gestoscig X, pod warunkiem X; = xq,...,X,_1 =
Tp—1-
Dla ustalonego n i wszystkich £k =1,2,....niw € ), niech

Xy (w) oznacza k-th najmniejsza wartosy¢ Xi(w),..., X, (w). Sklad-
owe wektora losowego (Xq),..., X)) nazywaja sie statystyka porzqdkowq
(X1, Xn).



90 ROZDZIAL VII. DODATEK

1.2 Podstawowe charakerystyki

Niech X bedzie zmienna losowa. i g : R — R funkcja. Definiujemy E g(X)
przez

Yopg(@e)p(xk)  jesli X jest dyskretny
Eg(X) =
ffooo g(x)f(xz)dr jesli X jest absolutnie ciagle

pod warunkiem odpowiednio, ze Y, |g(zx)|p(zx) < 00 i [T |g(x)|f(z) dx <
0o. Jesli g jest nieujemna, to uzywamy symbolu IE g(X) rowniez gdy réwna
sie nieskoniczono$¢. Jesli rozklad jest mieszanka dwoch typow to definiujemy
E g(X) by

oo

Eg(X) =03 glan)p(a) + (1-0) / g(0)f(@)de. (L)

—00

Czasami wygodne jest zapisanie IE g(X) w terminach catki Stieltjesa t.j.

[e.e]
By(X)= [ gle)dF(s).

ktora jest dobrze okreslona przy pewnych warunkach na g i F'. W szczegol-
nosci dla g(x) = = wartos¢ p = IE X jest nazywana Sredniq , lub wartosciq
oczekiwang lub pierwszy moment X. Dla g(x) = 2™, u™ = IE (X™) jest nazy-
wana n-tym momentem. Wariancjg X jest 0> = E (X —p)?ioc = Vo2 jest od-
chyleniem standardowym lub dyspersjq . Czasami piszemy Var X zamiast o2.
wspdtezynnik zmiennosci jest zdefiniowany przez cvx = o/u, i wspétczynnik
asymetrii przez I (X — p)3073. Dla dwoch zmiennych losowych X, Y dfiniu-
jemy we kowariancje Cov(X,Y) przez Cov(X,Y) =E(X-EX)(Y-EY))
jesli tylko IE X2, IEY? < co. zauwazmy, ze rownowaznie mamy Cov(X,Y) =
EXY-EXIEY. Jedli Cov(X,Y) > 0, to méwimy, ze X, Y are dodatnio sko-
relowane, jesli Cov(X,Y) < 0 to ujemnie skorelowane i nieskorelowane jesli
Cov(X,Y) = 0. Przez wspétczynnik korelacji pomiedzy X, Y rozumiemy

Cov(X,Y)
corr(X,Y) = .
(X.Y) \/Var (X)Var (Y)

Mediang zmienej losowej X jest dowolna liczba is (y/2 taka, ze

P(X < (ija) > %, P(X > (i) > %
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Przez indykator 1(A) : Q — IR rozumiemy zmienna losowa

1(A,w):{1 fwed, .
0 w przeciwnym razie.
A wigc jesli A € F to 1(A) jest zmienna losowa i IP(A) = IE1(A). Uzywa si¢
nastepujacej konwencji, ze £ [X; A] = [E(X1(A)) dla zmiennej losowej X i
zdarzenia A € F.

Jesli chcemy zwrocié uwage, ze Srednia, n-ty moment, itd. sa zdefin-
. . . . n) 9
iowane dla zmiennej X lub dystrybunaty F' to piszemy px, ity ,0%,... Or

MF:M%Z)?U%a ceee
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1.3 Niezalezno$é i warunkowanie
Moéwimy, ze zmienne losowe X1, ..., X, : Q@ — R sa niezalezne jesli

P(X) € By,..., X, € B,) = [[IP(Xx € By)
k=1

for all By,..., B, € B(IR) lub, rownowaznie,

dla wszystkich zq,...,x, € IR. Nieskoniczony ciag Xi, Xs,... jest ciaggiem
niezaleznych zmiennych losowych, jesli kazdy skoriczony podciag ma ta wlas-
no$é¢. Mowimy, ze dwa ciggi Xy, Xo,... 1Y, Y5, ... sa niezalezne jesli

n n m

]P(ﬂ{XZ- <z}N (nj{y; < yz}) = P(ﬂ{Xi < 1’1}>IP<D{Y; < yz})

=1

1= 1=

dla wszystkicj n,m € N i zq,...,Zpn, y1,...,Ym € R. Dla ciagu X7, Xo, ...
niezaleznych i jednakowo roztozonych zmiennych losowych wygodne jest wprowadze-
nie generycznej zmiennej losowej X, ktéra ma taki sam rozktad. Mowimy, ze
zmienna losowa jest niezalezna od zdarzenie, jedli jest niezalezna od indyka-
tora 1(A) tego zdarzenia.

Niech A € F. Warunkowym prawdopodobieristwem zadarzenia A’ pod
warunkiem A jest

, .
P(A | A) = { P(ANA)/P(A) if ]P(A)'> 0, '
0 W przeciwnym razie.
Czesto uzyteczne jest wzor na prawdopodobienstwo catkowite. Niech A, Ay, Ay, ... €

F bedzie ciagiem zdarzen taki, ze 4;NA; =0 dlai # 51>~ P(4) =1
Wtedy,

P(4) = 3 P(A] 4) P(A). (1.2)
i=1
Warunkowq wartosciq oczekiwang IE (X | A) zmiennej losowej X pod warunk-

iem zdarzenia A jest warunkowa wartoscia oczekiwang wzgledem rozktadu
warunkowego z dystrybunata Fx |4, where Fx | 4(z) = P{X < 2}nA)/IP(A).
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1.4 Transformaty

Niech I = {s € R : Ee’ < oo}. Zauwzmy, ze [ musi byé¢ odcinkiem
(wlasciwym) lub prosta polprosta lub nawet punktem {0}. Funkcjg tworzqcq
momenty m : I — R zmiennej losowej X jest zdefiniowana przez m(s) =
E e*X. Zauwazmy roznice pomiedzy funkcja tworzaca momenty a trasformatq
Laplace-Stieltjesa I(s) = Ee™** = [* ™" dF(z) zmiennej losowej X lub
dystrybuanty F' zmiennej X.

Dla zmiennych kratowych z funkcja prawdopodobie/nstwa {px, k € IN}
wprowadza sie funkcje tworzgcg g : [—1,1] — IR zdefiniowana przez g(s) =
o Prs"

Niech teraz X bedzie dowolng zmienna losows z dystrybuanta F'. Funkcjg
charakterystyczng ¢ : R — IC' zmiennej X jest zdefiniowna przez

o(s) = EeX. (1.3)

W szczegdlnodci jesh F' jest absolutnie ciggla z gestoscia f, to

o(s) = / e f(x) doe = / cos(sz) f(x)dx + i/ sin(sz) f(x) dx .
Jesli X jest kratowa zmienng losowa z funkcja prawdopodobie/nstwa {py},
to

pls) = *pr. (1.4)

Jesli chcemy podkredli, ze transformata jest zmiennej X z dydtrybuanta F,
to piszemy my,...,ox lub mp, ..., pp.

Zauwazmy, tez formalne zwigzki g(e®) = I(—s) = m(s) lub @(s) = g(e'*).
Jednakze delikatnym problemem jest zdecydowanie, gdzie dana transformata
jest okreslona. Na przyktad jesli X jest nieujemna, to m(s) jest zawsze dobrze
zdefiniowana przynajmiej dla s < 0 podezes gdy I(s) jest dobrze zdefiniowana
przynajmniej dla s > 0. Sa tez przyktady pokazujace, ze m(s) moze bé oo dla
wszystkich s > 0, podczas gdy w innych przypadkach, ze m(s) jest skoriczone
(—00,a) dla pewnych a > 0.

Ogolnie jest wzajemna jednoznaczno$é pomiedzy rozktadem a odpowiada-
jaca jemu transformata, jednakze w kazdym wypadku sformutowanie twierdzenia
wymaga odpowiedniego wystowienia. Jesli n-ty moment zmiennej losowej | X |
jest sko/nczony, to n-ta pochodna m(™ (0), f(”)(O) istnieje jesli tylko m(s), f(s)
s3 dobrze zdefiniowane w pewnym otoczeniu s = 0. Wtedy mamy

B X" = m™(0) = (=1)"1"™(0) = (=1)"¢™(0) . (1.5)
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Jeslo m(s) 1 I(s) sa odpowienio dobrze zdefiniowane na (—o0,0] i [0, 00), to
trzeba pochodne w (1.5) zastapi¢ pochodnymi jednostronnymi, t.j.

E X" = m™(0-) = (=1)"I"™(04), (1.6)
Jesli X przyjmuje wartosc w podzbiorze Z i jesli E X" < oo, to
EXX-1)...(X =n+1)=§"1-). (1.7)

Inna wazna wlasnoscia m(s) (i rowniez dla I(s) i $(s)) jest wlasnosé , ze jesli
X1, ..., X, sa niezalezne to

n
x4 x,(8) = Hka(s) : (1.8)
k=1
Podobnie, jesli Xi,..., X, sa niezalezny zmienne kratowe z Z, to
9% .x0(3) = [ [ . (5) (1.9)
k=1

Ogolnie dla dowolnych funkcji ¢y, ..., 9, : R — R mamy

E (f[ gk(Xk)) - ﬁ]Egk(Xk) (1.10)

k=1
jesli tylko X7,..., X, sa niezlezne.
Niech X, Xy, Xs,... beda zmiennymi losowymi. Moéwimy, ze ciag {X,}
zbiega stabo lub zbiega wedtug rozktadu) do X jesli Fx, (r) — Fx(z) dla
wszystkich punktéw ciagtosci Fx. Piszemy wtedy X, 4 X,
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2 Rodziny rozktadéw

Podamy teraz kilka klas rozktadéw dyskretnych i absolutnie ciagtych. Wszys-
tkie sa scharakteryzowane przez skoriczony zbiéor parametrow. Podstawowe
charakterystyki podane sa w tablicy rozktadéw w podrozdziale 3.

W zbiorze rozktadéw absolutnie ciaglych wyrézniamy dwie podklasy:
rozktady z lekkimi ogonami i ciezkimi ogonami. Rozréznienie to jest bardzo
wazne w teorii Monte Carlo.

Moéwimy, ze rozktad z dystrybunta F'(z) ma wykladniczo ograniczony
ogon jedli dla pewnego a,b > 0 mamy F(z) < ae™® dla wszystkich z > 0.
Wtedy mowimy tez ze rozktad ma lekki ogon. Zauwazmy, ze wtedy mp(s) <
oo dla 0 < s < sg, gdzie s > 0. W przeciwnym razie méwimy, ze rozktad
ma ciezki ogon a wiec wtedy mp(s) = oo dla wszystkich s > 0.

Uwaga Dla dystrybunaty z ciazkim ogonem F' mamy
lim e**F(x) = oo (2.1)

T—00

dla wszystkich s > 0.

2.1 Rozklady dyskretne
Wsroéd dyskretnych rozktadéw mamy:

e Rozktad zdegenerowany 0, skoncentrowany w a € R z p(x) = 1 jesli
x =aip(x) =0 w przeciwnym razie.

e Rozktad Bernoulliego Ber(p) z pr, = pF(1—p)'* dlak =0,1; 0 < p < 1:
rozktad przyjmujacy tylko wartosci 01 1.

e Rozktad dwumianowy B(n,p) z py = (Z)pk(l—p)”*k dlak=0,1...,n;n¢€
Z.,,0 < p < 1: rozklad sumy n niezaleznych i jednakowo rozézonych
zmiennych losowych o rozkladzie Ber(p). A wiec , B(ny, p) * B(ng, p) =

B(nl + n27p)'

e Rozktad Poissona Poi(A\) z pp = e N /kldlak=0,1...; 0 <\ < oo
jedna z podstawowych cegietek na ktorych zbudowany jest rachunek

prawdopodobienistwa. Historycznie pojawit sie jako graniczny dla rozktadow

dwumianowych B(n,p) gdy np — A dla n — oco. Wazna jest wlasnosé
zamknietosci ze wzgledu na splot, tzn. suma niezaleznych zmiennych
Poissonowskich ma znowu rozktad Poissona. Formalnie piszemy, ze

POI()\l) * POI()\Q) = POl(/\l + )\2)
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o Rozktad geometryczny Geo(p) z pp = (1 —p)p* dla k = 0,1,...; 0 <
p < 1: rozktad majacy dyskretny brak pamieci. To jest P(X > i+ j |
X > j) =P(X > i) dla wszystkih i, j € IN wtedy i tylko wtedy gdy X
jest geometrycznie roztozony.

o Rozktad obcigty geometryczny TGeo(p) z pr = (1 — p)pt~! dla k =
1,2,...; 0 <p<1:jesli X ~Geo(p), to X|X > 0 ~TGeo(p), jest to
rozktad do liczby préob Bernoulliego do pierszego sukcesy, jesli praw-
dopobienistwo sukcesu wynosi 1 — p.

e Rozktad wjemny dwumianowy lub inaczej rozktad Pascala NB(«,p) z
pe=T(a+k)/(T()T(k+1)(1—-pp*dlak=01,...; a>0,0<
p < 1. Powyzej piszemy

(g) . @ :x(x—l)..].{;!(x—k:—l—l)’

dlaze R, k=1,2,.... Mamy
a+k—-1 o -« o
pk:( L )(1—19) pk:(k)(l—p) (—p)*.

Co wiecej, dla @ = 1,2,..., NB(a,p) jest rozktadem sumy « nieza-
leznych i jednakowo roztozonych Geo(p) zmiennych losowych. To oz-
nacza na przyktad, ze podklasa ujemnych rozktadéw dwumianowych
{NB(a,p),a = 1,2,...} jest zamknieta ze wzgledu na splot t.j. NB(ay, p)*
NB(a2,p) = NB(ay + o, p) if oy, = 1,2,.... co wiecej poprzedni
wzor jest spetlniny dla aq, s > 0 and 0 < p < 1.

o Rozktad logarytmiczny Log(p) z pr. = p¥/(—klog(1—p)) fork =1,2,...; 0 <
p < 1: pojawia sie jako granica obcietych rozktadéw dwumianowych.

o Rozktad (dyskretny) jednostajny UD(n) z pr =n"'dlak=1,... n;
n=12...

2.2 Rozklady absolutnie ciggtle

Wirod rozktadéow absolutnie ciagtych mamy:

e Rozktad normalny N(u, 0?) z f(z) = (2m02)~1/2e~@=m*/27%) dla wszys-
tkich z € R; p € IR,0% > 0: obok rozkladu Poissona druga cegieltka
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na ktorej opiera sie rachunek prawdopodobienstwa. Pojawia sie jako
granica sum niezalaznych asymptotycznie zaniedbywalnych zmiennych
losowych. Rzoklady normalne sa zamniete na branie splotow, tj. N(uy, 0?)x
N (g, U%) = N(p1 + po, J% + Jg)

o Rozktad wyktadniczy Exp(\) z f(x) = de ™ dla x > 0; A > 0: pod-
stawowy rozktad w teorii procesow Markowa ze wzgledu na wtasnosé
braku pamieci, t.j. P(X > t+s | X > s) = P(X > t) dla wszystkich
s,t > 0 jesli X jest rozkladem wyktadniczym.

e Rozktad Erlanga Erl(n,\) z f(z) = \"a" e ™ /(n — 1)l; n=1,2,...:
rozklad sumy n niezaleznych i jednakowo roztozonych Exp(A) zmien-
nych losowych. Tak wiec, Erl(ny, \) * Erl(ng, A) = Erl(n; 4+ na, A).

o Rozktad chi kwadrat x*(n) z f(x) = (27/*T(n/2)) taW2-1e=#/2if x > 0
and f(z) =0ifz <0;n=1,2,...: Rozklad sumy n niezaleznych i jed-
nakowo roztozonych zmiennych losowych, ktore sa kwadratami N(0, 1)
zmiennych losowych To oznacza, ze x*(ny) * x*(n2) = x*(n1 + na).

e Rozktad gamma T(a,\) z f(x) = A2 e */T'(a) for z > 0; z paame-
trem ksztattu a > 0 i parametreem skali A\ > 0: jesli a = n € IN, to
[L(n,\) = Erl(n,\). Jesli A\=1/21a=n/2, to T'(n/2,1/2) = x*(n).

e Rozkltad jednostajny U(a,b) z f(z) = (b—a) ' dlaa <z < b; —oc0 <
a<b<oo.

o Rozktad beta distribution Beta(a,b,n) z

b—1

f(x) = QCB_(GEZ);aﬂ—l

da 0 < z < n gdzie B(a, b) oznacza funkcje beta(partz [??som.spe.fun??]);
a,b,n > 0;jesli a = b =1, to Beta(1,1,7) = U(0,n).

e Rozktad odwrotny gaussowski (inverse Gaussian distribution) 1G(u, A)
Z

f(@) = (M @rah) " exp (~\ — 1)/ (202))
dla wszystkich x > 0; p € R, A > 0.
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e Rozktad statystyki ekstremalnej EV(y) z F(x) = exp(—(1 + vx) 1/V)
dla wszystkich v € R gdzie wielkos¢ —(1 + ’yx);l/ 7 jest zdefiniowana
jako e™® kiedy v = 0. W tym ostatnim przypadku rozktad jest znany
jako Rozktad Gumbela. Dla v > 0 otrzymujemy rozktad Frécheta ;
roktad ten jest skoncentrowany na polprostej (—1/v,+o00). W koncu,
dla v < 0 otrzymujemy rozktad ekstremalny Weibulla, skoncentrowany

na polprostej (—oo, —1/7).

2.3 Rozklady z ciezkimi ogonami

Przyktadami absolutnie ciggtych rozktadow, ktore maja ciezki ogon sa po-
dane nizej.
e Rozktad logarytmiczno normalny LN(a,b) z f(z) = (zbv/27) texp (—(logz — a)?/(2b%))

dlaz > 0; a € R,b > 0; jesli X jest o rozkldzie N(a, b) to e* ma rozklad
LN(a,b).

* Rozktad Weibulla W(r,c) z f(x) = rex” ' exp(—ca”) dla z > 0 gdzie
parametr ksztaltu r > 0 i parametr skali ¢ > 0; F(z) = exp(—cx");
jesli r > 1, to W(r,¢) ma lekki ogon, w przeciwnym razie W(r, c) ma

ciezki.
e Rozktad Pareto Par(a) z f(x) = ol /( + x))* for z > 0; gdzie
eksponent a > 0; F(z) = (1/(1 + z))*

e Rozktad loggamma LT (a, \) z f(x) = X\*/T'(a)(logz)* tz=* 1 dlaz > 1;
A, a > 0; jesli X jest I'(a, ), to e* ma rozklad LT'(a, \).

2.4 Rozklady wielowymiarowe

Przyktadami absolutnie cigglych wielowymiarowych rozkladéow sa podane
nizej.

o Rozktad wielowymiarowy normalny N(m,X) ma wektor losowy X =
(X1,...,X,)7T z wartoécig oczekiwang IE X = m oraz macierza kowari-
ancji X, jesli dowolna kombinacja liniowa Z;‘:l a; X; ma jednowymi-
arowy rozktad normalny. Niech ¥ = AA’. Jesli Z ma rozklad
N((0,...,0),I), gdzie I jest macierza jednostkowa, to X = AZ ma
rozklad normalny N(m, %)
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3 Tablice rozkladow

Nastepujace tablice podaja najwazniejsze rozklady. Dla kazdego rozktadu
podane sa: Srednia, wariancja, wspotezynnik zmiennosci zdefiniowany przez
VVar X/IE X (w.zm.). Podane sa réwniez: funkcja tworzaca IEsV (f.t.) w
przypadku dyskretnego rozktadu, oraz funkcja tworzaca momenty IE exp(sX)
(f.t.m.) w przypadku absolutnie ciagtych rozktadow, jesli tylko itnieja jawne
wzory. W przeciwnym razie w tabeli zaznaczamy *. Wiecej o tych rozktadach
mozna znalezé w w podrozdziale VII.
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rozklad parametry funkcja prawdopodobienstwa {py}
0<p<lg=1-p k=0,1,...,n
Ber(p) 0<p<l,g=1—p Pk =0,1
)\k
Poi()\) A>0 ?Ja&kzq1,“
Cir+k) ., .,
NB >0,0<p<1 —q"
(rp) r>00<p NOERE
g=1-p k=0,1,...

Geo(p) 0<p<l,g=1-p ap®; k= 0,1,
pk
Log(p) 0<p<l1 r?;kzl,Q,...
—1
r=—m
log(1 - p)
1
UD(n) n=1,2, —k=1,....n
n

Tablica 3.1: Tablica rozktadow dyskretnych
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srednia  wariancja W.zm. f.t.
1
q\? n
np npq <—) (ps+q)
np

3
)
<
VRS
SRES)
~_
D=

ps +q
1\ 2
A A X exp[A(s — 1)]
rp rp _1 r .
n P (rp) 2 q" (1 —ps)
p p _1 -~
5 ? p 2 q(1 —ps) !

rp rp(l—rp) (1 - Tp)% log(1 — ps)
I1-p (1-p)2? rp log(1 —p)

N
—_
V)
>

n+1 n?—1 n—1\2 -
2 12 3(n+ 1) n 2=

Tablica 3.1: Tablica rozktadéw dyskretnych (cd.)
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rozktad parametry f. gestosci f(x)
1
U(a, b) —o00 <a<b<oo b—;xe(a,b)
—a
)\axaflef)\:c
I'la, A A>0 >0
(a7 ) a? > F(@) 7'1. -_
AP n—1,—Az
Erl(n,\) n=1,2....A>0 L >0
(n—1)!
Exp()) A>0 Ae ™z >0
, exp <—($2_;§)2>
N(p, o —00 < 1 < 00, r e R
(k,07) p o
o>0
X2(n) n=1,2,... (27/°0(n/2)) " 2% e 50 > 0
LN(a,b b exp (g )
a, —0<a<o0o,b>0 ;x>0
(a,6) xby/2m

w = exp(b?)

Tablica 3.2: Tablica rozktadéw absolutnie ciaglych
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srednia wariancja W.z1m. f.t.m.
a+b (b—a)? b—a e — g%
2 12 V3(b+ a) s(b—a)
a a 1 A\
X e o ()\ - ) oA
n n ! A"
- - —3 <A
A 2 " <)\ - s) °
1 1
X ﬁ 1 N — ;8 < A
u o2 g phs+30%s”
1

n 2n \/% (1—2s)™/% s <1/2

[ I
*

exp <a + g) Pp(w—1) (w—1)

Tablica 3.2: Tablica rozktadéw absolutnie ciagtych (c.d.)
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rozktad parametry f. gestosci f(x)
1 a+1
Par(«) a>0 a( ) ;x>0
14+x
W(r, c) r,e>0 rex” e g >0

«

o0 _ 1 (o7
PME(«a) a>1 / o (a ) y~@Fez/y gy

x>0

Tablica 3.2: Tablica rozktadoéw absolutnie ciagtych (c.d.)
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srednia wariancja

W.Z. f.t.m.
1 o a1
[——1 *
a—1 (a—1)2%*a-2) a—2
a>1 a>2 o> 2
1
2
wicT VT (wy — W)Y {w_z - 1] *
Wi

=
|‘2:
w
~—
=
N—
I
©)
”
o
VRS
= I
~—

s<0

Tablica 3.2: Tablica rozktadéw absolutnie ciagtych (cd.)
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4 m-pliki

Podamy tutaj przyktadowe m-pliki.

4.1 Generowanie zmiennych losowych o zadanym rozktadach

Dyskretna zmienna losowa

function [sample] = simdiscr(npoints, pdf, val)

% SIMDISCR random numbers from a discrete random

% variable X which attains values x1,...,xn with probabilities
% pl,...,pn

% [sample] = simdiscr(n_points, pdf [, vall)

% Inputs: npoints - sample size

pA pdf - vector of probabilities (pl, ..., pn). They should
pA sum up to 1.

% val - optional, vector of values (x1, ... xn). Default is
% assumed (1, ..., n).

b

% Outputs: sample - vector of random numbers

b

% See also SIMBINOM, SIMEXP, SIMGEOM, SIMPARETO

% Authors: R.Gaigalas, I.Kaj
% v1.2 04-0ct-02

% check arguments
if (sum(pdf) ~= 1)

error (’Probabilities does not sum up to 1’);
end

n = length(pdf);

% if the last argument omitted
% assign (1, ..., n) to the value vector
if (nargin==2)

val = [1:n];



4

M-PLIKI 107

end
cumprob = [0 cumsum(pdf)]; % the jump points of cdf
runi = rand(l, npoints); % random uniform sample

sample = zeros(1l, npoints);

for j=1:n
% if the value of U(0,1) falls into the interval (p_j, p_j+1)
% assign the value xj to X
ind = find((runi>cumprob(j)) & (runi<=cumprob(j+1)));
sample(ind) = val(j);

end

Rozklad Pareto

function [sample] = simparetonrm(M, N, alpha, gamma)

b
b
b
b
A
A
A
b
b
A
A
A
b
b
A
A
A
b
b
b

SIMPARETONRM Generate a matrix of random numbers from the

normalized Pareto distribution with
pdf f(x) = alpha*gamma/(1+gammax*x)"~(1+alpha), x>0,
cdf F(x) = 1-(l+gamma*x)~(-alpha) .

The additional parameter gamma allows to control the expected
value. For alpha>1 the expected value exists and is equal to
1/ (gamma* (alpha-1)) .

[sample] = simparetonrm(M, N, alpha, gamma)
Inputs:
M - number of rows in the output matrix
N - number of columns in the output matrix
alpha - tail parameter of the distribution
gamma - parameter of the distribution

Outputs:
sample - MxN matrix of random numbers
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b
% See also SIMBINOM, SIMDISCR, SIMGEOM, SIMEXP, SIMPARETO

% Authors: R.Gaigalas, I.Kaj
% v2.0 17-0ct-05

sample = ((1-rand(M, N)).~(-1/alpha)-1)./gamma;
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5 Wybrane instrukcje MATLAB’a

5.1  hist
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5.2 rand

Uniformly distributed pseudorandom numbers

Syntax

Y = rand

Y = rand(n)

Y = rand(m,n)

Y = rand([m n])

Y = rand(m,n,p,...)
Y = rand([m n p...]1)
Y = rand(size(A))
rand (method,s)

s = rand(method)
Description

Y = rand returns a pseudorandom, scalar value drawn from a uniform
distribution on the unit interval.

Y = rand(n) returns an n-by-n matrix of values derived as described
above.

Y = rand(m,n) or Y = rand([m n]) returns an m-by-n matrix of the same.

Y = rand(m,n,p,...) or Y = rand([m n p...]) generates an m-by-n-by-p-by-...

array of the same.

Note The size inputs m, n, p, ... should be nonnegative integers.
Negative integers are treated as O.

Y = rand(size(A)) returns an array that is the same size as A.
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rand (method,s) causes rand to use the generator determined by method,
and initializes the state of that generator using the value of s.

The value of s is dependent upon which method is selected. If method is
set to ’state’ or ’twister’, then s must be either

a scalar integer value from O to 2732-1 or the output of rand(method).
If method is set to ’seed’, then s must be either

a scalar integer value from O to 2°31-2 or the output of rand(method).
To set the generator to its default initial state,

set s equal to zero.

The rand and randn generators each maintain their own internal state
information. Initializing the state of one has no effect
on the other.

Input argument method can be any of the strings shown in the table below:

methodDescription’state’Use a modified version of Marsaglia’s subtract
with borrow algorithm (the default in MATLAB versions 5 and later).

This method can generate all the double-precision values in the closed
interval [27(-53), 1-27(-53)]. It theoretically can

generate over 271492 values before repeating itself.’seed’Use a multiplicati
congruential algorithm (the default in MATLAB version 4).

This method generates double-precision values in the closed interval
[1/(2731-1), 1-1/(2"°31-1)], with a period of 2°31-2.

’twister’Use the Mersenne Twister algorithm by Nishimura and Matsumoto.
This method generates double-precision values in

the closed interval [27(-53), 1-2~(-53)], with a period of (2°19937-1)/2.

For a full description of the Mersenne twister algorithm, see
http://www.math.sci.hiroshima-u.ac.jp/ “m-mat/MT/emt.html

s = rand(method) returns in s the current internal state of the generator
selected by method. It does not change the generator being used.

Remarks
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The sequence of numbers produced by rand is determined by
the internal state of the generator. Setting the generator
to the same fixed state enables you to repeat computations.
Setting the generator to different states leads to unique
computations. It does not, however, improve statistical
properties.

Because MATLAB resets the rand state at startup, rand
generates the same sequence of numbers in each session
unless you change the value of the state input.

Examples

Example 1

Make a random choice between two equally probable alternatives:
if rand < .5
’heads’
else
’tails’
end

Example 2

Generate a 3-by-4 pseudorandom matrix:

R = rand(3,4)

R =
0.2190 0.6793 0.5194 0.0535
0.0470 0.9347 0.8310 0.5297
0.6789 0.3835 0.0346 0.6711
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Example 3

Set rand to its default initial state:
rand(’state’, 0);

Initialize rand to a different state each time:
rand(’state’, sum(100*clock));

Save the current state, generate 100 values, reset the state,
and repeat the sequence:

s = rand(’state’);

ul = rand(100);

rand(’state’,s);

u2 = rand(100); % Contains exactly the same values as ul.

Example 4

Generate uniform integers on the set 1:n:
n =75;

f = ceil(n.*rand(100,1));
£(1:10)
ans =
72
34
25
1

13
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63
49
25

27

Example 5

Generate a uniform distribution of random numbers on a specified
interval [a,b]. To do this, multiply the output of rand by (b-a),
then add a.

For example, to generate a 5-by-5 array of uniformly distributed
random numbers on the interval [10,50],

a =10; b = 50;

x = a + (b-a) * rand(b)

X:
18.1106 10.6110 26.7460 43.5247 30.1125
17.9489 39.8714 43.8489 10.7856  38.3789
34.1517  27.8039 31.0061  37.2511  27.1557
20.8875 47.2726  18.1059 25.1792  22.1847
17.9526  28.6398 36.8855 43.2718  17.5861
Example 6

Use the Mersenne twister generator, with the default initial state
used by Nishimura and Matsumoto:
rand(’twister’,5489) ;

References
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randn

Normally distributed random numbers

Syntax

Y = randn

Y = randn(n)

Y = randn(m,n)

Y = randn([m n])

Y = randn(m,n,p,...)
Y = randn([m n p...])
Y = randn(size(A))
randn (method, s)

s = randn(method)
Description

Y = randn returns a pseudorandom, scalar value drawn from
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a normal distribution with mean O and standard deviation 1.

Y = randn(n) returns an n-by-n matrix of values derived as
described above.

Y = randn(m,n) or Y = randn([m n]) returns an m-by-n
matrix of the same.

Y = randn(m,n,p,...) or Y = randn([m n p...]) generates
an m-by-n-by-p-by-... array of the same.
Note The size inputs m, n, p, ... should be nonnegative

integers. Negative integers are treated as O.
Y = randn(size(A)) returns an array that is the same size as A.

randn(method,s) causes randn to use the generator determined
by method, and initializes the state of that generator using
the value of s.

The value of s is dependent upon which method is selected.

If method is set to ’state’, then s must be either a scalar
integer value from O to 2732-1 or the output of rand(method).
If method is set to ’seed’, then s must be either a scalar
integer value from O to 27°31-2 or the output of rand(method).
To set the generator to its default initial state, set s
equal to zero.

The randn and rand generators each maintain their own internal
state information. Initializing the state of one has no effect
on the other.

Input argument method can be either of the strings shown in
the table below:

methodDescription’state’Use Marsaglia’s ziggurat algorithm
(the default in MATLAB versions 5 and later). The period
is approximately 2°64.’seed’Use the polar algorithm (the default
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in MATLAB version 4). The period is approximately (2°31-1)*(pi/8).

s = randn(method) returns in s the current internal state
of the generator selected by method. It does not change
the generator being used.

Examples

Example 1

R = randn(3,4) might produce

R =
1.1650 0.3516 0.0591 0.8717
0.6268 -0.6965 1.7971 -1.4462
0.0751 1.6961 0.2641 -0.7012

For a histogram of the randn distribution, see hist.

Example 2

Set randn to its default initial state:
randn(’state’, 0);

Initialize randn to a different state each time:
randn(’state’, sum(100*clock));

Save the current state, generate 100 values, reset the state,
and repeat the sequence:
s = randn(’state’);
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ul = randn(100);
randn(’state’,s);
u2 = randn(100); % Contains exactly the same values as ul.

Example 3

Generate a random distribution with a specific mean and variance
To do this, multiply the output of randn by the standard
deviation , and then add the desired mean. For example,

to generate a 5-by-5 array of random numbers with a mean

of .6 that are distributed with a variance of 0.1,

x = .6 + sqrt(0.1) * randn(b)

X:
0.8713 0.4735 0.8114 0.0927 0.7672
0.9966 0.8182 0.9766 0.6814 0.6694
0.0960 0.8579 0.2197 0.2659 0.3085
0.1443 0.8251 0.5937 1.0475 -0.0864
0.7806 1.0080 0.5504 0.3454 0.5813
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5.4 randperm

5.5 stairs
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