RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA 1 B
LISTA 2: AKSJOMATY I PRAWDOPODOBIENSTWO KLASYCZNE

. Zapozna¢ sie z rozdziatami 1.1, 1.2, 2.1, 2.2 z ksiazki Wstep do teorii prawdopodobietistwa,

J. Jakubowski, R. Sztencel, Wydanie III, SCRIPT, Warszawa 2004.

. Ile r6znych liczb 10 cyfrowych mozna utozyé z cyfr: 1,1,1, 1, 3, 3, 3, 4, 4, 4?

. Na loterie przygotowano 100 loséw, z ktérych 15 jest wygrywajacych. Jakie jest prawdo-

podobieristwo, ze kupujac 10 loséw dokladnie 2 nich beda wygrywajace?

. Dane sa P[AUB| =1/21P[ANB] = 1/4, ponadto IP[A \ B] = IP[B\ A]. Obliczy¢ PP[A]

oraz P[B\ Al.

. Ile wynikéw mozna rozrézni¢, jezeli rzuca sie rq kosci szeSciennych wraz z r, monetami?

. Z 52 kart wybrano 13. Znalez¢ prawdopodobiefistwo otrzymania:

(a) 5 pikéw, 4 kieréw, 3 trefli, 1 kara; (c) uktadu 5-3-3-2;
(b) ukiadu 5-4-3-1; (d) uktadu 4-4-4-1.

Rozdano 52 karty czterem graczom, po 13 kart kazdemu. Znalez¢ prawdopodobiernistwo,
ze:

(a) kazdy ma asa;
(b) kazdy ma jakiego$ pika;
(c) kazdy ma jakas figure (A, K, D lub W).

10.

11.

12.

13.

. Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ n kul w k urnach, jezeli: (a) kule sa rozréznialne;

(b) kule sa nierozréznialne.

. Na ile sposobéw mozna ustawi¢ w ciag n réznokolorowych (k koloréw) kul, jezeli kul

i-tego koloru jest r;,i =1,2,...,k oraz Zﬁ-‘zl ri=n?

Rzucamy symetryczna moneta do chwili otrzymania orfa. Skonstruowa¢ zbiér zdarzen
elementarnych i wybraé odpowiednie prawdopodobieristwo. Jaka jest szansa, ze liczba
rzutéw bedzie parzysta? podzielna przez 3? podzielna przez m?

Znalez¢ i oszacowaé prawdopodobieristwo, ze w grupie k oséb przynajmniej dwie obcho-
dza urodziny tego samego dnia. Ile powinno wynosi¢ k aby prawdopodobieristwo to byto
wieksze niz 1/2?

Niech AUBUC = Q, P[B] = 2P[A], P[C] = 3P[A], PIJANB] = P[ANC] = P[BNC].
Pokaz, ze 1/6 < P[A] < 1/4, przy czym oba ograniczenia sa osiagalne.

(nieréwnosé Boole’a) Udowodnié, ze

P

UA

i=1

Przenies¢ wynik na przeliczalnie wiele zbioréw.



14.

15.

16.

17.

Udowodni¢, ze
n

(14

i=1

n

P > ) P[A]-(n—1).
i=1

(nieréwnos¢ Bonferroniego) Udowodnié, ze

> Y PlAl- Y PlAna.

i=1 1<i<j<n

Znalez¢ prawdopodobieristwo, ze w losowym uporzadkowaniu 52 kart przynajmniej dwa
asy beda obok siebie.

Znalez¢ prawdopodobieristwo, ze przynajmniej jeden z graczy w brydza ma wszystkie
karty jednego koloru. Przyblizy¢ to prawdopodobienistwo za pomoca wzoru Stirlinga.

18.

19.

20.

21.

22.

(Koincydencje) Na imprezie mikotajkowej wszystkie n prezentéw pozbawiono karteczek
z imieniem adresata i losowo rozdano uczestnikom. Niech pj oznacza prawdopodobieni-
stwo, ze dokladnie k 0s6b dostanie wiasny prezent. Obliczy¢ py oraz limy, e pk-

Niech (Q), F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Pokaza¢, ze A ~ B < P[AAB] =0
definiuje relacje rownowaznosci. Niech B = {[A] | A € F} oznacza rodzine klas abstrak-
i tej relacji. Zauwazy¢, ze B ma strukture algebry Boole’a. Jakie sa dziatania? Tak
zdefiniowana algebre nazywamy algebra miary IP.

Niech Ay, ..., Axgis € F beda zbiorami o wilasnosci P[A;] > 1/2. Wykaza¢, ze istnieje
w € ) taka, ze w € A; dla przynajmniej 1008 wartosci i.

Niech O = {0,1}N bedzie zbiorem nieskoriczonych ciagéw zer i jedynek. Niech n-tym
wyrazem w € Q) bedzie a,(w), czyli w = (11(w),a2(w),a3(w),...). Sprawdzi¢, ze na
zbiorze () mozna okresli¢ metryke d wzorem

d(w,0) = %, gdzie n = min{k : ar(w) # ax(0)}.
Zauwazy¢, ze zbiezno$¢ w metryce d to zbiezno$¢ po wspétrzednych, to znaczy dla w;,

w € O, zbieznos¢ d(wy,, w) — 0 jest rbwnowazna temu, ze a;(w,) — ar(w) dla kazdego
k (co w tym przypadku oznacza, ze ay(w,) = ax(w) dla dostatecznie duzych n).

(kontynuacja poprzedniego zadania) Pokaz, ze funkgja f: Q) — [0, 1] dana wzorem

flw)=Y

k=1

2a(w)
3k

jest homeomorfizmem pomiedzy przestrzenia () i zbiorem f[Q)] C [0, 1], ktdry jest trojko-
wym zbiorem Cantora. Wywnioskowa¢, ze (Q), d) jest przestrzenia zwarta.



RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA 1 B
LISTA 3: P-STWO GEOMETRYCZNE, WARUNKOWE I CALKOWITE

. Zapozna¢ sie z rozdziatami 1.3, 3.1-3.2 z ksiazki Wstep do teorii prawdopodobieristwa, J. Ja-

kubowski, R. Sztencel, Wydanie III, SCRIPT, Warszawa 2004.

. Ania i Bozena uméwily sie miedzy 16.00 a 17.00 w centrum miasta. Osoba, ktéra przyj-

dzie pierwsza, czeka na druga 20 minut. Jaka jest szansa, ze dojdzie do spotkania?

Zeby opisaé, co sie zdarzylo, wystarczy podaé czasy przybycia obu kolezanek. Mozna
zatem przyja¢, ze Q = [0,1] x [0,1], a wtedy w = (1, t2), gdzie t;,t € [0,1]. Wybierajac
F = Bor|0, 1]2 i P = A bedaca miara Lebesgue’a, otrzymujemy model, w ktérym szansa,
ze Ania pojawi sie w przedziale [s,t] bedzie réwna dtugosci tego przedziatu. To samo
tyczy sie Bozeny. Jak wyglada zbiér zdarzen sprzyjajacych? Jakie jest prawdopodobieni-
stwo, ze dojdzie do spotkania?

. Z przedziatu [0, 1] wybrano losowo punkty X i Y. Wyznaczy¢ funkgje:

(@) g(a) = P[max(X,1/3) < a];(b) h(a) = P[min(X,Y) < a];(c) k(a) = Plmax(X,Y) < 4].

. Niech P[B] > 0. Udowodni¢, ze IP[A|B] jako funkcja A, przy ustalonym B, jest prawdo-

podobieristwem.

. W urnie jest b kul bialych i c czarnych. Wyciagnieto jedna kule i wyrzucono bez oglada-

nia. Znalez¢ prawdopodobienistwo, ze za drugim razem wyciagnieto kule biala.

. Jest n monet, ale k z nich jest asymetrycznych i orzet wypada na nich dwa razy rzadziej

niz reszka. Wybrano losowo monete i w wyniku rzutu wypadt orzet. Znalez¢ prawdopo-
dobienstwo warunkowe, ze moneta jest asymetryczna.

Z przedziatu [0,1] wybrano losowo dwa punkty, ktére podzielity go na trzy odcinki.
Obliczy¢ prawdopodobieristwo, ze z tych odcinkéw da sie skonstruowac tréjkat.

. Na plaszczyznie jest nieskoriczenie wiele prostych réwnolegtych, w odlegtosciach na

przemian 2 i 10. Na plaszczyzne rzucono okrag o promieniu 3. Obliczy¢ prawdopo-
dobienstwo, ze nie przetnie on zadnej prostej

10.

11.

12.

. Wybrano losowo rodzine z dwojgiem dzieci i okazalo sie, ze jedno z dzieci ma na imie

Franek. Jesli p oznacza prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany chiopiec ma na imie
Franek, wyznaczy¢ prawdopodobieristwo warunkowe, ze drugie dziecko jest chlfopcem.

(igta Buffona) Igte o dlugosci I rzucono na podloge z desek o szerokosci a > I. Znalezé
prawdopodobienistwo, ze igla przetnie krawedz deski.

Na nieskoriczona szachownice o boku a rzuca sie monete o $rednicy 2r < a. Znalez¢
prawdopodobiefistwo, ze: (a) moneta znajdzie sie catkowicie we wnetrzu jednego z pdl;
(b) moneta przetnie sie z co najwyzej jednym bokiem szachownicy.

(dylemat wigznia) Naczelnik wiezienia postanowil uwolni¢ jednego z trzech wiezniéw,
o czym dowiedzieli sie zainteresowani, ale nie dowiedzieli sie, ktéry z nich bedzie wolny.
Wiezien A ma wéréd straznikéw znajomego, ktoéry to wie. Chce go zapyta¢, ale krepuje



13.

14.

15.

sie pytac o siebie. Pyta wiec o imie jednego z wiezniéw (ré6znego od niego), ktéry ma po-
zosta¢ w wiezieniu. Przed zadaniem pytania ocenia, ze kazdy z nich ma szanse wyjscia
réwna 1/3. Mysli, ze jesli straznik powie na przykiad, ze zostaje B, to jego szanse rosna
do 1/2 (bo zostaje uwolniony A lub C). Gdzie popelnia btad?

(schemat Polya) W urnie znajduje sie b kul bialych i ¢ czarnych. Po wyciagnieciu kuli
z urny wrzucamy sa z powrotem i dokladamy d kul tego samego koloru. Znalez¢é praw-
dopodobienistwo wyciagniecia k kul czarnych w n losowaniach.

W urnie jest n kul, przy czym n moze by¢ réwne 2, 3, 4, 5 z jednakowym prawdopodo-
biefistwem. Kule sa ponumerowane liczbami od 1 do n. Losujemy kolejno dwie kule bez
zwracania (z tej samej urny) i zapisujemy cyfry z tych kul w kolejnosci wylosowania. Za-
pisana liczba okazata sie by¢ mniejsza niz 44. Obliczy¢ prawdopodobieristwo warunkowe,
ze n bylo réwne 3.

Gracze A i B rzucaja niezaleznie moneta (niekoniecznie symetryczna). W pojedynczej ko-
lejce gracz A wygrywa 1 od gracza B z prawdopodobieristwem p lub gracz B wygrywa 1
od gracza A z prawdopodobieristwem 1 — p. Gracze maja kapitaty poczatkowe a i b. Zna-
lez¢ prawdopodobienistwo g, ruiny gracza A, ktéry koniczy gdy straci wszystko (ruina)
lub gdy bedzie miatc (a < c <a+ D).

16.

17.

18.

(Kontynuacja zadania 22 z listy 2) Niech Q = {0,1}N bedzie zbiorem nieskoriczonych
ciagow zer i jedynek. Niech n-tym wyrazem w € Q) bedzie a,(w), czyli w = (ax(w)|k >
0). Dla skoriczonego ciagu zer i jedynek u = (uy,u,...,u,) € {0,1}" zbior

] :={w e Q|a(w) =ug, 1 <k <n} (1)

nazywamy cylindrem rzedu n. Pokaza¢, ze zbiory postaci [u] sa jednoczesnie otwarte
i domkniete w (). Rodzina takich zbioréw stanowi baze topologii w ().

(kontynuacja poprzedniego zadania) Rozwazmy na () miare P dana przez P[[u]] = 27",
gdzie [u] jest postaci (1). Rozwazmy rodzine zbioréw Cy skiadajaca sie ze zbioru pustego
i roztacznych, skoriczonych sum A = U;;l C]', gdzie Cj sa cylindrami. Pot6zmy P[A] =
Y71 P[Cj]. Pokaz, ze
(@) Cp jest cialem zbioréw;
(b) zbior C € Cy wtedy i tylko wtedy gdy istnieje ni C' C {0,1}" takie, ze
C=C"x{0,1} x{0,1} x...; (2)

(c) P jest skoriczenie addytywna na klasie cylindréw;

(d) P jest jest dobrze okreslona na Cy i jest na niej skoriczenie addytywna;
(e) dla C postaci (2), P[C] = ‘% ;

(f) P jest przeliczalnie addytywna na Co;

Wywnioskuj, ze P rozszerza sie jednoznacznie do miary probabilistycznej na ¢(Cy) =
Bor(Q)) (patrz zadanie 16).

(kontynuacja poprzedniego zadania) Niech ii: Q) — [0, 1] bedzie dana wzorem

[ee]

hw) =Y ”kéf).

k=1

Sprawdzi¢, ze h jest funkgja ciagta. Niech u: Bor[0,1] — [0,1] bedzie dana przez u(A) =
P[h~1[A]]. Pokazaé, ze u jest miara probabilistyczna. Zidentyfikowaé .



RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA 1 B
LISTA 4: ZMIENNE LOSOWE, ROZKLADY I DYSTRYBUANTY

Definicja
Ustalmy (Q), F,P).
(i) Zmienng losowq nazywamy funkcje mierzalna X: (Q), F) — (R, Bor(R)).

(ii) Rozktadem prawdopodobieristwa zmiennej losowej X nazywamy miare probabilistyczna px
na R dana przez ux(A) = P[X![A]] dla A € Bor(R).

(iii) Dystrybuantq zmiennej losowej X nazywamy funkcje Fx: R — [0, 1] dana wzorem
Fx(t) = px((—oo,t]) = P[X <]

(iv) Rozktad p na R" nazywamy dyskretnym, jezeli istnieje przeliczalny S C R” taki, ze
u(s) =1

(v) Rozklad p na R" nazywamy ciggtym, jezeli jest on absolutnie ciagly wzgledem miary
Lebesgue’a na R".

1. Zapozna¢ sie z rozdziatami 5.1-5.3 z ksiazki Wstep do teorii prawdopodobieristwa, ]. Jaku-
bowski, R. Sztencel, Wydanie III, SCRIPT, Warszawa 2004.

2. Punkt x nazywamy punktem skokowym rozkladu y na R (= miary probabilistycznej
na R), gdy u({x}) > 0. Pokaza¢, ze rozklad prawdopodobieristwa y moze mie¢ co
najwyzej przeliczalna liczbe punktéw skokowych. Wskazéwka: rozwazy¢ zbiory B, =

{x e R|p({x}) = 1/n}.

3. Wykazag¢, ze jezeli u jest rozkladem prawdopodobieristwa na R”, to

#j(B) == p(Rx...xRX \B/ xR x...xR),

j—te miejsce

gdzie B € Bor(R), jest rozkladem prawdopodobienistwa na R (nazywamy go (jednowy-
miarowym) rozktadem brzegowym rozkladu ). Zdefiniowa¢ rozklad brzegowy wielowy-
miarowy.

4. Dystrybuanta rozkladu prawdopodobiefistwa y dana jest wzorem
Fu(x) = (0.1+x)1g05) (x) + (0.4 + x) L5055 (%) + Ljg55.00) (¥) -

Wyznaczy¢ u({1/2}), u([0,1/2]) i u((0,0.55)).

5. (rozktad geometryczny Geo(p)) Wykonujemy doswiadczenia Bernoulliego (z prawdopodo-
bieristwem pojedynczego sukcesu p) az do chwili otrzymania pierwszego sukcesu. Niech
X oznacza liczbe wykonanych doswiadczeri, Y — czas oczekiwania na pierwszy sukces.
Wyznaczy¢ rozktady zmiennych losowych X i Y, tj. wyznaczy¢ funkcje P[X = k] oraz
P[Y = k.



10.

11.

12.

. Niech Fy, F, beda jednowymiarowymi dystrybuantami. Sprawdzi¢, czy nastepujace funk-

gje sa jednowymiarowymi dystrybuantami: (a) FiF; (b) F; + E; (¢) Fi — F; (d) Fi/F; (e)
max(F, R); (f) min(F, R).

. Niech y; bedzie rozktadem rozktadem jednostajnym na [0, 1], ¢[0, 1] (= miara Lebesgue’a

na [0,1]), a 2 rozktadem jednopunktowym (delta Diraca) skupionym w zerze (2 ({0}) = 1).
Pokaza¢, ze y = 3(p1 + p2) nie jest rozkladem dyskretnym, ani ciagtym.

. Rozmieszczamy losowo n kul w k urnach. Znalez¢ rozktad liczby kul w pierwszej urnie.

Rozpatrzy¢ przypadek rozréznialnych jak i nierozréznialnych kul. Znalez¢ rozkltady gra-
niczne dla k — oo gdy ¥ — A > 0. Co to za rozklady?

. (rozktad wyktadniczy Exp(A)) Przypusémy, ze doswiadczenia opisane w zadaniu 5 wyko-

nuje sie n razy na sekunde, za$ prawdopodobienistwo sukcesu wynosi A/n, A > 0, a czas
oczekiwania na pierwszy sukces, X, mierzy sie w sekundach. Wyznaczy¢ dystrybuante
zmiennej losowej X, i zbadac¢ jej zachowanie gdy n — cc.

Udowodni¢, ze rozkiad p na R" jest dyskretny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
j < n rozklad brzegowy y; jest dyskretny.

Udowodni¢, ze jezeli rozklad u jest ciagly, to wszystkie rozklady brzegowe sa ciagle.
Poda¢ przyktad, ze implikacja odwrotna nie zachodzi. Jest to réwniez przyklad na to, ze
znajomo$c¢ rozktadéw brzegowych nie wystarcza do odtworzenia pierwotnego rozktadu.

Niech F bedzie dystrybuanta na R
(a) Sprawdzi¢, ze funkcja F~1(s) = inf{u : F(u) > s} jest dobrze okreslona na (0,1).
Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym o/ [0, 1]. Udowodnié, ze
Y = F}(X) ma rozklad o dystrybuancie F (tak zdefiniowana funkcja F~! nazywa
sie funkcjq kwantylowq).
(b) Niech Y bedzie zmienna losowa o ciaglej, SciSle rosnacej dystrybuancie Fy. Pokazag,
ze zmienna losowa X = Fy(Y) ma rozktad jednostajny /[0, 1].

13.

14.

15.

(kontynuacja zadania 18 z listy 3) Niech ) = {0,1}N bedzie zbiorem nieskoriczonych
ciagéw zer i jedynek. Niech n-tym wyrazem w € Q) bedzie a,(w), czyli w = (a(w)| k >
0). Dla w, 8 € Q) okre§lamy dzialanie

w® 0 = ((ax(w) + ax(0) ) mod, | k > 0).

Niech P bedzie miara z zadania 17 z listy 2. Pokaza¢, ze dla kazdego A € Bor(Q)) i dla
kazdej w € Q) zbiér
wdA={wdalaec A}

jest elementem Bor(Q)) oraz Pw & A] = IP[A]. M6wimy, ze P jest miara Haara na Q).

(kontynuacja poprzedniego zadania) Zbi6r borelowski A C () jest nazywany zdarzeniem
resztowym jezeli w & A = A dla dowolnego w € Q, dla ktérego ax(w) = 0 dla prawie
wszystkich k. Udowodni¢, ze P[A] = 0 lub P[A] = 1 dla kazdego zdarzenia resztowego
(jest tzw. prawo o-1 Kolmogorowa). Wskazéwka: Jezeli A jest takim zdarzeniem to
P(ANC) =P[A]P[C] dla kazdego C € Cy; skorzystac z tego, ze wielkos¢ P[AAC] moze
by¢ dowolnie mata.

(kontynuacja poprzedniego zadania) Pokaza¢, ze dla n € IN funkge a,: QO — {0,1} sa
zmiennymi losowymi. Pokaza¢, ze maja one taki sam rozklad oraz Pla, = i, ay = j| =
Pla, = i]Play = j] dlan # k.



RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA 1 B
LISTA 5: GESTOSC, PARAMETRY ROZKEADOW I SCHEMAT BERNOULLIEGO

1. Zapozna¢ sie z rozdziatami 5.4-5.6 z ksiazki Wstep do teorii prawdopodobieristwa, ]. Jaku-
bowski, R. Sztencel, Wydanie III, SCRIPT, Warszawa 2004.

2. Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowym wektorem losowym o rozkladzie tacznym . Ko-
rzystajac z faktu, ze dla dowolnej borelowskiej funkgji ¢: R?> — R zachodzi

Elo(X,Y)] = | ¢(xy) n(dx,dy),

uzasadni¢ wzory'
(a) Elp = [ge ¢(x) u(dx,dy) dla borelowskiej funkgji ¢: R — R;
(b) E[X ] = f][{2x7"(dx dy)

() Var[X] = [go x* p(dx,dy) — ( [go xp(dx, dy))

(d) IE[XY] = Jre xy p(dx, dy);

(e) Cov(X,Y) = [po xy pu(dx,dy) — (fge X p(dx, dy)) ([ge v u(dx,dy))
Zauwazy¢, ze jezeli (X,Y) ma rozklad ciagly z gestoscia f, to ,u(dx, dy) = f(x,y)dxdy”,
ajezeli (X,Y) ma rozktad dyskretny P(X = x;,Y = y;) = p;; dlai,j € I, to ,u(dx,dy) =
P(X = x,Y = y)”. Zapisa¢ wszystkie powyzsze wzory w postaci odpowiednich ca-
tek za pomoca f w przypadku ciaglym, a w postaci odpowiednich sum za pomoca p;;
w przypadku dyskretnym.

3. Pokazag, ze jezeli wektor losowy X o wartosciach w R” ma rozklad ciagly z gestoscia fx,
S jest otwartym podzbiorem R", takim ze P(X € S) =1, ¢: S — T C R" jest wzajemnie
jednoznacznym odwzorowaniem klasy C?, J, # 0, to gestos¢ wektora losowego Y = ¢(X)
ma postac

A = (o) det (J,1(y))  dla yeq(s).

W szczeg6lnodci jezeli ¢ jest odwracalnym przeksztatceniem liniowym o macierzy A, to
gestos¢ wektora losowego Y = AX ma postaé

f(y) = fx(A7Hy)) /det(4)  dla yeg(s).

4. Znalez¢ minimum funkgji ¢(t) = E [(X — t)?], gdzie X jest zmienna losowa majaca wa-
riangje.

5. Wykonujemy doswiadczenia Bernoulliego (z prawdopodobiefistwem pojedynczego suk-
cesu p) az do chwili otrzymania pierwszego sukcesu. Niech X oznacza liczbe wyko-
nanych doswiadczeni, Y — czas oczekiwania na pierwszy sukces. Wyznaczy¢ wartosci

oczekiwane zmiennych X i Y. Wskazéwka: zrézniczkuj obustronnie wzér Yp_,x* =

(a1 —1)/(x —1).

6. Znalez¢ prawdopodobienistwo otrzymania parzystej (nieparzystej) liczby sukceséw w ciagu
n préb Bernoulliego z prawdopodobienistwem sukcesu w pojedynczej probie réwnym p.



10.

11.

12.

13.

Niech F bedzie dystrybuanta zmiennej losowej X, a f jej gestoscia. Wyznaczy¢ dystrybu-
anty i gestosci zmiennych losowych: (a) aX + b dla a # 0; (b) |X|; (c) X?; (d) X3; (e) VX
przy zatozeniu, ze P(X > 0) = 1, (f) 1/X i 1/|X| przy zalozeniu, ze P(X = 0) = 0;
(g) sin(X); (h) [X] i X — [X].

. Wykaz, ze

(a) jezeli X >0, to E[X] = [;"IP(X > t)dt = [;°P(X > t) dt przy czym istnienie jedne;j
strony implikuje istnienie drugiej i 1ch rownos¢;

(b) jezeli X jest dowolna zmienna losowa o skoriczonej wartosci oczekiwanej i dystrybu-
ancie F, to E[X] = [;° (1 —F(t)) dt — [° F(t) dt.

. Udowodnic, ze jezeli X > 0, ¢ jest rosnaca i rézniczkowalna, ¢(0) = 0, to E[¢(X)] =

Jo" @' (H)P(X > t) dt. W szczeg6lnodci, jezeli r > 0, to E[X'] = [~ rt™'IP(X > t) dt.
Udowodni¢, ze jezeli X > 0,to Y P(X >n) < E[X] <14+ Y, P(X >n).

Pewien matematyk nosi w kieszeniach (lewej i prawej) po jednym pudetku zapatek. Ile-
kro¢ chce zapali¢ papierosa, siega do losowo wybranej kieszeni. Wyznaczy¢ prawdopodo-
bieristwo, ze gdy po raz pierwszy wyciagnie puste pudetko, w drugim bedzie k zapalek.
W chwili poczatkowej matematyk ma dwa peilne pudetka z m zapatkami w kazdym.
(wtasnosci wariancji i kowarianciji)
(a) Wykazaé, ze jezeli X jest zmienna losowa, taka, ze IE[X?] < oo, to istnieje Var[X] oraz:
i. Var[X] >0;
ii. Var[cX] = c*Var[X] dla kazdego c € R;
iii. Var[X + a] = Var[X] dla kazdego a € RR;
iv. Var[X] = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy zmienna losowa X jest stata z prawdopo-
dobieristwem 1.
(b) Wykaza¢, ze jezeli zmienne losowe X, Xj, . .., X;, maja wariancje, to istnieje wariancja
ich sumy oraz

Var

= iVar[Xi]—l—Z Y. Cou(X; X;) .

i=1 1<i<j<n

Niech X bedzie wektorem losowym n-wymiarowym (pionowym), A — macierza p x n, B
— macierza p X m. Sprawdzig¢, ze:

(a) jezeli E[X] istnieje, to E[AX] = AE[X]|, E[AXB| = AE[X]B;

(b) jezeli macierz kowariancji Qx istnieje, to Qax = AQxA’.

Korzystajac z (b), udowodni¢ podpunkt (b) z poprzedniego zadania.

14.

15.

Rozwazmy ciag n préb Bernoulliego z prawdopodobiefistwem sukcesu w pojedynczej
probie rownym p. Jakie jest prawdopodobieristwo otrzymania liczby sukceséw podzielnej
przez 3?

(kontynuacja zadania 15 z listy 4) Pokazaé, ze funkcje a,: {0,1}N — {0,1} sa stochastycz-
nie niezaleznymi zmiennymi losowymi o wspdlnym rozldadzie. Niech P bedzie zbiorem
liczb pierwszych. Pokaza¢, zedlap € P, Uy, = } 4> 4a k2 sa stochastycznie niezaleznymi
zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostajnym U [0 1] (zadanie 18 lista 3). Wywniosko-
wac z zadania 12 z listy 4, ze dla dowolnego ciagu dystrybuant (F,),cp istnieje ciag
stochastycznie niezaleznych zmiennych losowych (X,),cp okreslonych na O = {0,1}N
taki, ze X, ma rozktad o dystrybuancie F,.



RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA 1 B
LISTA 6: PRZEGLAD WAZNIEJSZYCH ROZKEADOW

. Zapoznac¢ sie z rozdziatem 5.10 z ksiazki Wstep do teorii prawdopodobieristwa, J. Jakubowski,
R. Sztencel, Wydanie III, SCRIPT, Warszawa 2004.

. (delta Diraca) Zal6zmy, ze X ma rozklad J, (a € R). Pokaz, ze

(@ PX=a]=1; (@ E[X] =g
(b) P(X < £) = Ty o) (1); (d) Var[X] = 0.

. (rozktad dwumianowy (Bernoulliego) B(n,p), n € N4, p € [0,1]) Niech X oznacza liczbe
sukceséw w schemacie n préb Bernoulliego z prawdopodobieristwem pojedynczego suk-
cesu rownym p. Pokaza¢, ze

(@) P[X =k| = (’]Z)pk(l —p)"k; (c) Var[X] =np(1—p).
(b) E[X] = np;

Wskazoéwka: rézniczkujac wzoér dwumianowy Newtona wywnioskowa¢, ze
L (kxy™™* = nx(x + )",

. (rozktad jednostajny U[a,b] a < b € R) Pokaza¢, ze funkcja fx(x) = 51z Lizp(x) jest ge-
sto$cia rozkladu prawdopodobieristwa, a nastepnie sprawdzi¢ tozsamosci dla zmiennej
losowej X o gestosci fx

(a) EX = 44L; (b) Var[x] = &2,

. (rozktad dwupunktowy) Zatézmy, ze X ma rozklad pd, + (1 — p)dy, gdziea # b, p € (0,1).
Sprawdz, ze

(@ PX=a]l=p,PX=0b=1—p; (c) Var[X] = (b—a)?*p(1 - p).

(b) E[X] =ap+b(1—p);

. (rozktad Poissona Poi(A), A > 0 ) Pokaza¢, ze funkcja P[X = k| = e*)‘%{ dla k € N
definiuje rozktad prawdopodobieristwa, a nastepnie sprawdzi¢ tozsamosci

(@) E[X] =A; (b) Var[X] = A.

. (rozklad geometryczny Geo(p), p € (0,1)) Sprawdzi¢, ze funkcja P[X = k] = p(1 — p)k!

dla k € IN definiuje rozklad prawdopodobieristwa, a nastepnie sprawdzi¢ tozsamosci

(@) E[X] = ; (b) Var[X] = (1;;’).

. (rozktad wykladniczy Exp(A), A > 0)Pokazac, ze funkdja fx(x) = Ae™* 1o q)(x) jest ge-
stoScia rozkladu prawdopodobieristwa, a nastepnie sprawdzi¢ tozsamosci dla zmiennej
losowej X o gestosci fx



(a) PIX < t] = Tjgu)(t) (1 —e); (©) Var[X] = .

A2
(b) E[X] = };

9. (rozktad dwustronny wyktadniczy (Laplace’a)A > 0): Pokazaé, ze funkcja fx(x) = %e‘“’d dla
x € R jest gestoscia rozkladu prawdopodobieristwa, a nastepnie sprawdzié¢ tozsamosci
dla zmiennej losowej X o gestosci fx:

(a) E[X] =0; (b) Var[X] = 3.

10. (rozklad normalny (Gaussa)) Pokaza¢, ze funkgja fx(x) = \/% exp (—x?/2) dla x € R jest
gestoscia rozktadu prawdopodobienistwa, a nastepnie sprawdzi¢ tozsamosci na wartosé
oczekiwanag i wariancje zmiennej losowej X:

(a) E[X] =0; (b) Var[X] =1.
2 2 2 2
Wskazowka: <f]R e " dx) = [gee Y dxdy.

11. (rozktad normalny N (m,0?) (m € R,o > 0)) Niech ® bedzie dystrybuanta zmiennej lo-
sowej X z poprzedniego zadanie. Rozpatrujac zmienna losowa Y = ¢X + m pokaza¢,
ze funkga fy(x) = - 12n exp (—(x;f)z) dla x € R jest gestoscia rozkltadu prawdo-
podobieristwa, a nastepnie wyznaczy¢ dystrybuante i sprawdzi¢ tozsamosci na wartos¢
oczekiwang i wariancje zmiennej losowej Y:

(a) E[Y] =m; (b) VarlY] = 2.
12. (rozktad gamma T (a, B), a, p > 0) Pokaz, ze funkcja
_ ﬁtxxuc—le—/ix ) _ © '
fx(x) = T 1(0,00) (%) gdzie T(a)= /o x* e Mdx ;
jest gestoscia prawdopodobieristwa, a nastepnie sprawdz, ze
@ E[X] = 4; (b) Var[x] = .
13. (rozktad beta B(w, ), «, p > 0) Pokaz, ze funkgja
1 a—1 B-1 . I'(a)T'(B)
= — - 1 — 2P
fX(x) B(Dé,ﬁ)x (1 x) [0,1}(x> gdZIe B((X,ﬁ) 1"(0(+[3) ’
jest gestoscia prawdopodobienistwa, a nastepnie sprawdz, ze
(@) E[X] = i (b) Var[X] = WZM

14. X,Y maja jednakowy rozklad. Czy prawda jest, ze E [X5] = E [ ]?

15. (kontynuacja zadania 19 z listy 2) Sprawdzi¢, Ze algebra miary B jest przestrzenia me-
tryczna, gdzie metryke zadajemy wzorem d([A], [B]) = P[AAB]. Udowodni¢, ze metryka
ta jest zupetna.

16. (kontynuacja poprzedniego zadania) Niech miara Q bedzie absolutnie ciagta wzgledem

miary P. Pokaza¢, ze funkcja Q: B — [0,1] dana wzorem Q([A]) = Q(A) jest dobrze
okreslona i jednostajnie ciagla.



RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA 1 B
LISTA 7: POWTORKA PRZED KOLOKWIUM

. Zapozna¢ sie z rozdziatami 1.1-5.10 z ksiazki Wstep do teorii prawdopodobieristwa, J. Jaku-

bowski, R. Sztencel, Wydanie III, SCRIPT, Warszawa 2004.

10.

1T1.

12.

13.

. Wybieramy losowo liczbe naturalna z przedziatu [1,1000]. Obliczy¢ prawdopodobieri-

stwo, ze wybrana liczba jest podzielna przez co najmniej jedna z liczb: 4, 6, 9.

. Co jest bardziej prawdopodobne: otrzymanie co najmniej jednej jedynki przy rzucie 4

kostek, czy co najmniej raz dwdch jedynek na obu kostkach przy 24 rzutach obu kostek

. Kazda z n patek zostala ztamana na dwie czesci — diuga i krétka. 2n czesci potaczono

w n par, z ktérych utworzono nowe palki. Znalez¢ prawdopodobieristwo, ze (a) czesci
zostana polaczone w takich samych kombinacjach jak przed ztamaniem; (b) wszystkie
dlugie czesci zostana potaczone z krétkimi.

. Grupa skladajaca sie z 2n pan i 2n panéw zostata podzielona na dwie réwnoliczne grupy.

Znalez¢ prawdopodobienistwo, ze kazda z tych grup skiada sie z takiej samej liczby pari i
panéw. Przyblizy¢ to prawdopodobienstwo za pomoca wzoru Stirlinga.

. Na odcinku |0, 1] umieszczono losowo punkty A; , Az i Az . Obliczy¢ prawdopodobien-

stwo, ze A1 < Az < A3 .

Z przedziatu [—1,1] wybrano losowo punkty A i B. Niech funkga f : R — R be-
dzie zadana wzorem f(x) = (A + 1)x? + 2Bx + 1. Obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze
(@) f(x) > A dla kazdego x € R; (b) suma rozwiazar réwnania f(x) = 0 jest dodatnia.

. Wjednej urnie jest k1 kul biatych i ny czarnych, w drugiej k, kul biatych i n; czarnych. Nie

wiadomo, ktéra urna jest ktéra. Nalezy wylosowaé bez zwracania po kolei dwie kule tak,
by szansa otrzymania dwoéch kul biatych byta najwieksza. Jaka powinna by¢ procedura
losowania? Zakladamy, ze k1, n1, k2 i n2 sa stosunkowo duze.

. W turnieju (system turniejowy) wsréd 2" uczestnikéw jest dwoch braci. Znalezé prawdo-

podobieristwo, ze sie spotkaja w pojedynku.

W miescie dzialaja dwa przedsiebiorstwa takséwkowe: Zielone Taxi (85% samochodéw)
i Niebieskie Taxi (15% samochodéw). Swiadek nocnego wypadku twierdzi, ze samochéd
byt niebieski. Jednak swiadek rozpoznaje kolor poprawnie w 80% przypadkéw. Obliczy¢
prawdopodobienistwo warunkowe, ze w wypadku uczestniczyla rzeczywiscie niebieska
takséwka.

Wyznaczy¢ najbardziej prawdopodobna warto$¢ k, zajscia dokladnie k sukceséw w n
prébach Bernoulliego (z prawdopodobieristwem pojedynczego sukcesu p).

Znalez¢ prawdopodobienistwo, ze przy wielokrotnym rzucaniu para kostek szeSciennych
suma oczek 8 wypadnie przed suma oczek 7.

Niech Q bedzie wielomianem rzeczywistym stopnia 2n o losowych wspélczynnikach.
Kazdy wspoélczynnik jest losowany niezaleznie i moze wynie$¢ 1 z prawdopodobieni-
stwem p oraz —1 z prawdopodobienstwem 1 — p. Znalez¢: (a) P[Q(2) > 0]; (b) P[Q(1) >
0J; () P[Q(2) > 0]Q(1) > 0].



14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Niech u bedzie rozkladem prawdopodobieristwa na R. Wykaza¢, ze xg jest punktem
skokowym u wtedy i tylko wtedy, gdy dystrybuanta F, jest nieciagta w xo.

Z urny, w ktoérej jest 6 kul czarnych i 4 biate losujemy kolejno bez zwracania po jednej
kuli tak dtugo, az wylosujemy kule czarna. Obliczy¢ wartos¢ oczekiwana liczby wyloso-
wanych kul biatych.

Rzucamy szescienna kostka az do momentu, gdy wypadna pod rzad dwie ,sz6stki”.
Znalez¢ warto$¢ oczekiwana liczby rzutéw.

(rozktad Cauchy’ego, A > 0, m € R) Pokazaé¢, ze funkcja fx(x) = m
rozktadu prawdopodobieristwa, a nastepnie wyznaczy¢ dystrybuante i sprawdzi¢, ze nie
istnieje warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej X.

jest gestoscia

Podaj przykiad dystrybuanty, ktérej zbiér punktéw nieciagtosci jest gesty w R.

Zmienna losowa X ma rozklad normalny N (0,1). Wyznacz gestoéci zmiennych Y = ¢X,
Z =X

Zmienne losowe X, Y spelniaja warunki: Var[X] = 3, Cov(X,Y) = —1, Var[Y] = 2. Oblicz
Var[4X — 3Y] oraz Cov(2X — Y,2X +Y).

Zdarzenia A i B sa niezalezne oraz AU B = (). Wykaza¢, ze P(A) = 11ub IP(B) = 1.

Zdarzenia Ay, ..., A, sa niezalezne i maja jednakowe prawdopodobiefistwo p. Znalez¢
prawdopodobienistwo, ze:

(a) zajda wszystkie naraz; (d) zajdzie tylko Ay;
(b) nie zajdzie zadne; (e) zajdzie A; inie zajdzie As;
(c) zajdzie dokladnie jedno; (f) zajdzie przynajmniej jedno.

Rzucono 10 razy szeScienna kostka. Obliczy¢ prawdopodobieristwo warunkowe, ze w pierw-

szym rzucie otrzymano szostke, jezeli wiadomo, ze

(a) otrzymano 3 sz6stki; (b) w nastepnych 9-ciu rzutach otrzymano
szOstki.

Niech Ay, Ay, ..., A, beda niezaleznymi zdarzeniami o jednakowym prawdopodobien-
stwie p,. Przy pomocy nieréwnosci Boole’a oraz nieréwnosci Bonferroniego (lista 2 zadania
13 i 15) oszacowac (z gory i z dotu)
PIUL; Al

np,
Jak sprawdza sie to szacowanie dla p,, = 1/n? Jak sie sprawdza dla p, < 1/n? Wyznaczy¢
lim, . P, w przypadku, gdy lim,, . np, = 0.

Pn:

Owad sklada k jajeczek z prawdopodobieristwem %ce_)‘, A > 0. Potomek wylega sie z jaja
z prawdopodobienistwem p, niezaleznie od innych. Znalez¢ prawdopodobienistwo, ze
liczba potomkéw bedzie réwna I. Wskazéwka: Skorzysta¢ ze wzoru na prawdopodo-
bieristwo catkowite.

Szansa wygrania pojedynczej partii gry przez gracza A wynosi p i do zakoriczenia calej
gry brakuje mu a wygranych partii, a jemu przeciwnikowi brakuje b wygranych partii.
Niestety, pojedynek musi zosta¢ przerwany. Jak sprawiedliwie podzieli¢ stawke?




RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA 1 B
LISTA 8: NIEROWNOSCI, NIEZALEZNE ZMIENNE I SPLOTY

1. Zapozna¢ sie z rozdziatami 5.7-5.9 z ksiazki Wstep do teorii prawdopodobieristwa, J. Jaku-
bowski, R. Sztencel, Wydanie III, SCRIPT, Warszawa 2004.

2. (nieréwnosé Schwarza) Zatézmy, ze E[X?], E[Y?] < oo. Pokaz, ze E[|XY|] < oo oraz
E[|XY|] < VE[X?]\/E[Y?]. Wskazéwka: rozwazy¢ funkcje f(a) = E[(aX + Y)?].

3. Korzystajac z nieréwnosci Czebyszewa (zadanie 8) dobierajac odpowiednie funkcje g udo-
wodni¢ nieréwnosci:

(@) (nieréwnos¢ Markowa) dla p > 0 i kazdego € > 0 zachodzi P[|X]| > €] < % ;

(b) (nieréwnosé Czebyszewa-Biernaymé) dla kazdego € > 0 zachodzi P[|X — E[X]| > €] <
Va;'z[X];

(c) (wyktadnicza nieréwnos¢é Czebyszewa) jezeli E[ePX] < oo dla pewnego p > 0, to dla
kazdego A € [0,p] i € > 0 zachodzi P[X > €] < ]ELEAAGX].

4. Przy pomocy nieréwnosci Jensena (zadanie 10) pokaz, ze jezeli 0 < p < g, to (E|X|P)V/? <
(E|X]7)1/1.

5. Niech Xp, X, ..., X7 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie
dwumianowym B(1,p) (tzn. p = P[X; = 1] = 1 —P[X; = 0]). Zmienne Xy, Xj,..., X7
traktujemy jako cyfry w zapisie binarnym liczby X = Y_7_,2¥X; ze zbioru {0,1,...,255}.
Obliczy¢:

(a) E[X] oraz Var[X]; (b) P[X € {1,2,4,8,16,32,64,128}] .

6. Niech X iY beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach wyktadniczych Exp(a)
i Exp(B) odpowiednio. Wyznaczy¢ rozktad zmiennej losowej Z = X + Y.

7. (rozklad chi-kwadrat) Niech X, Xj, Xy, . . . X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o roz-
ktadzie normalnym A (0,1). Pokaza¢, ze zmienna losowa X? ma rozktad T'(1/2,2). Z za-
dania 14 wywnioskowaé, ze zmienna losowa Y;_; X? ma rozklad T'(n/2,2) = x*(n).
Rozktad ten nazywany jest rozktadem chi-kwadrat z n stopniami swobody:.

8. (nierdwnosé¢ Czebyszewa) Pokaz, ze

(a) dla X > 0i kazdego € > 0 zachodzi P[X > ¢] < EX;
(b) jezeli g jest niemalejaca i dodatnia, to dla kazdego a € R zachodzi P[X > a] < % ;
(c) jezeli g jest parzysta, niemalejaca na [0, o) i dodatnia, to dla kazdego € > 0 zachodzi
P[|X| > €] < BB
gle)

9. (nieréwnos¢ Holdera) Udowodnié, ze jezeli p > 1, g > 1 spelniaja % + % =1, E[|X|P] < o0,
E[|Y]7] < oo, to E[|XY]] < oo oraz E[|XY|] < E[|X[/]VVE[|Y[7]/4.

10. (nieréwnos¢ Jensena) Pokazac, ze jezeli ¢ jest funkcja wypukla to ¢(E[X]) < E[p(X)].



11.

12.

13.

14.

(nierdwnosé Minkowskiego) Udowodni¢, ze jezeli p > 1, to E[|X + Y|P]V/? < E[|X|P]V/F +
E[[Y[P]'/r.

Niech Xj, X,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach z dystry-
buantami Fy, F, ..., F, odpowiednio. Znalez¢ dystrybuanty zmiennych losowych Y =
maxj<j<, X; oraz Z = minj<;<, X;. Znalez¢ dystrybuanty i gestosci Y, Z w przypadku,
gdy Xi, X, ..., X, maja jednakowy rozklad ciagly z dystrybuanta F i gestoscia f.

Niech X1, X», ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi majacymi wariancje. Wy-
znaczy¢ wartoéci oczekiwane i wariancje zmiennych losowych ¥ = Y' | X; oraz Z =
IT! ,X;. Zastosowa¢ wynik dla niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkta-
dzie takim, ze E[X;] = m oraz Var[X;] = o?.

Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach T'(ax,p) i T'(ay, B)
odpowiednio. Pokazaé, ze Z = X + Y ma rozktad T'(ax + ay, B).

15.

16.

17.

18.

19.

(rozktad Erlanga) Niech X1, X», ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jedna-
kowym rozktadzie wyktadniczym Exp(A). Udowodni¢, ze zmienna losowa Y = Y /' ; X
ma rozklad gamma I'(A, ) o nastepujacej gestosci g, i dystrybuancie Gy:

— Ayl —Ax _ —Axnil (/\x)k
gn(x) = TN Lo (x),  Gu(x) = 1—e¢ kg;) N dla x>0.

(,,nieréznowartosciowa” wersja zadania 9 z listy 6) Niech X bedzie wektorem losowym o
warto$ciach w R" z gestoscia fx taka, ze P [X € U_; A;] = 1 dla pewnych Aj, Ay, ..., A,
bedacymi parami roztacznymi zbiorami otwartymi w R”. Niech ¢: J;_; A; = T C R"
bedzie przeksztalceniem takim, ze dla kazdego i = 1,2,...,r obciecie ¢; := ¢|a, jest
wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem klasy C! oraz J,, # 0. Pokazaz, ze gestos¢
wektora losowego Y = ¢(X) ma postac¢

B éfx (gofl(y)) - det <]¢71<Y)) Lpaply)  dla yeg (LrJ Ai) :

i=1

(transformata Boxa-Miillera) Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jedna-
kowym rozktadzie jednostajnym /[0, 1]. Niech

U = y/—2logXcos(2mY), V = /—2log Xsin(21tY),

a nastepnie pokaza¢, ze U, V sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o standardowym roz-
ktadzie normalnym A (0,1). Wskazéwka: Ostroznie skorzysta¢ z poprzedniego zadania.

(catkowa nieréwnosé Minkowskiego) Dla ¢: R> — R, p > 11 rozkladéw piv

</]R /nzg(x’y)v(dy) p”(dx)>1/p 5/ (/ |8(xf1/)|”ﬂ(dx)>l/pv(dy)

Wskazéwka: zacznij od funkgji postaci g(x,y) = Yj_; fr(x)1r (v) i zastosuj zadanie 11.

(nieréwnos¢ Chernoffa) Mamy P[X > c¢] < min;>o E[e!X ] dla dowolnej zmiennej X (patrz
zadanie 3). Niech Xj,... X, beda niezaleznymi zmiennymi o rozkladzie 0/1-kowym,
przy czym P[X; = 1] = p; = 1 — g;. Niech ponadto X =Y} 4 Xy ip=E[X]. Pokazag, ze:
(@) dlad > 0, P[X > (1+6)y] < (W) (b)dla s € [0,1), P[X > (1+6)] < e #/3;
(c) dla 6 > 2ue, P[X > 6] < e°.



RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA 1 B
LISTA 9: WEASNOSCI WAZNIEJSZYCH ROZKEADOW

1. Zapoznac¢ sie z rozdzialem 5.10 z ksiazki Wstep do teorii prawdopodobieristwa, J. Jakubowski,
R. Sztencel, Wydanie III, SCRIPT, Warszawa 2004.

2. (a) Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie normalnym N (m, 2). Pokazaé, ze
zmienna losowa Y = aX + b ma rozklad normalny N (am + b, a?c?).

(b) Niech X bedzie wektorem losowym o rozktadzie normalnym N (m, Qx). Pokaza¢, ze
wektor losowy Y = AX + b ma rozktad normalny N'(Am + b, AQxA’).

3. Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym ¢/|0, 1]. Pokaza¢, ze zmienna

losowa Y = — %X odzie A > 0, ma rozklad wyktadniczy Exp(A).

4. Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym U/ [0,1], natomiast Y bedzie
zmienna losowa o rozkltadzie jednostajnym U[a,b] (a < b). Pokaza¢, ze Y ma taki sam
rozktad co (b —a)X —a.

5. (rozktad Weibulla W(A, B)) Niech X bedzie zmienna losowa o rozktadzie wyktadniczym
Exp(A). Znalez¢ dystrybuante, gestosé, wartos¢ oczekiwana i wariancje zmiennej losowej
Y = X/Pdlap > 0.

6. (wielowymiarowy rozktad normalny)

(a) Niech X = (X1, X2, ..., X,) bedzie wektorem losowym o standardowym rozkladzie
normalnym N (0,1), gdzie I jest macierza identycznosci, z gestoscia

1 1 1 1 ;
x(x) = Wexp (—2<XIX>> = WeXp (—2;x?> dla xeR".

Sprawdzi¢, ze X1, Xo, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
standardowym rozktadzie normalnym A (0, 1).
(b) (wielowymiarowy rozktad normalny) Niech Y bedzie wektorem losowym o rozkladzie

normalnym N (m, Qy), gdzie Qy jest dodatnie okreslona macierza kowariancji, z
gestoscia

1

= X 1 v (x—m),x—m a x "
S

Pokazaé, ze Y ma taki sam rozklad co BX 4+ m, gdzie B jest kwadratowa macierza
taka, ze BB’ = Qy.
Wskazoéwka: Skorzystaé z zadan 3 i 13 z listy 5.

7. (wlasnosci wielowymiarowego rozktadu normalnego)

(a) Niech (X,Y) bedzie wektorem losowym o rozkladzie normalnym z nieskorelowa-
nymi wspotrzednymi X, Y (tzn. Cov(X,Y) = 0). Wykaza¢, ze X, Y sa niezalezne.

(b) Niech X = (X3, Xy, ..., X,) bedzie wektorem losowym o rozkladzie normalnym z
wzajemnie nieskorelowanymi wspoétrzednymi Xi, Xy, ..., X,,. Wykaza¢, ze X1, Xp,..., Xy
sa niezalezne.



10.

11.

(c) Niech X = (X3, Xy,...,X,) bedzie wektorem losowym o rozktadzie normalnym
N (m, Qx). Wykaza¢, ze X1, Xa, ..., X, sa niezalezne, wtedy i tylko wtedy, gdy Qx
jest macierza diagonalna.

(d) Niech X = (X3, Xy, ..., X,) bedzie wektorem losowym o standardowym rozkladzie
normalnym N(0,1). Wykaza¢, ze jezeli A jest kwadratowa macierza ortonormalna,
to Y = AXjest rowniez wektorem losowym o standardowym rozkladzie normalnym
N(0,1).

(e) Niech X = (X3, Xy, ..., X,) bedzie wektorem losowym o standardowym rozkladzie
normalnym N(0,1). Wykaza¢, ze jezeli A jest kwadratowa macierza ortogonalna
(niekoniecznie ortonormalna), to Y = AX jest wektorem losowym o wzajemnie nie-
zaleznych wspétrzednych Y3, Ys,..., Y.

. Niech ® bedzie dystrybuanta, a ¢ gestoscia standardowego rozktadu normalnego N (0,1).

Wykazaé, ze dla kazdego x > 0 zachodzi }i(i(jz) < 1-P(x) = P(—x) < @, aw
x®(=x) _ 1
¢(x) ‘

szczegoOlnosci limy 0

. Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach N (0,1) i (6_1 + 1)

odpowiednio. Pokaza¢, ze Z = Y X ma rozklad standardowy rozklad normalny. Pokaza¢,
ze X 4 Z nie ma rozkladu normalnego. Dlaczego tak sie dzieje?

Wykazaé, ze rozklad geometryczny Geo(p) (w jednej z podanych wersji) i wyktadniczy
Exp(A) maja nastepujaca wlasnos¢ braku pamieci zwana tez wiasnoscig Markowa:

P(X>t+s|X>t) = P(X>5s),

gdzie w przypadku rozkladu ciaglego t,s € R, a dyskretnego t,s € IN. Wykaza¢, ze
jedynym rozktadem ciagtym na [0,c0) z wilasnoscia braku pamieci jest wyktadniczy, a
jedynym skupionym na liczbach naturalnych — geometryczny.

Pokaza¢, ze jezeli X;, X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach Poissona
Poi(A1), Poi(A;) odpowiednio, to Y = X; + X, ma rozklad Poissona Poi(Aq + Ay). W szcze-
golnodci, jezeli Xi, X»,..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach Po-
issona Poi(A;) dlai = 1,2,...,n odpowiednio, to Y = Y ; X; ma rozklad Poissona

Poi (Lilq Ai).-

12.

13.

14.

15.

Niech X bedzie zmienna losowa o standardowym rozkladzie normalnym N (0,1). Wy-
znaczy¢ E[| X|?P] dla p > 0. Wyznaczy¢ momenty E[X"] dla n € N} oraz momenty E[Y"]
dla n € N4, gdzie Y jest zmienna losowa o rozkladzie normalnym N (0, 02).

Niech {XH}Z":1 bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkla-
dzie wyktadniczym Exp(A). Niech So = O oraz S, = Y/'; X;dlan € Ny. Dlat > 0
definiujemy zmienna losowa N; := max{n : S, < t}. Pokaza¢, ze N; ma rozklad Poissona
Poi(At). Wskazéwka: zadanie 15 z listy 8.

(rozktad Studenta t(n)) Niech X,Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach
normalnym N(0, 1), chi-kwadrat x?(n) odpowiednio. Znalez¢ gesto$é zmiennej losowej

¢
Z_\/W'

(rozktad Fishera-Snedecora F(n,r)) Niech X,Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o

rozktadach chi-kwadrat x?(n), x?(r) odpowiednio. Znalez¢ gesto$¢ zmiennej losowej Z =
rX
W.




RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA 1 B
LISTA 10: ZBIEZNOSCI ZMIENNYCH LOSOWYCH

. Zapoznac sie z rozdziatami 4.3 i 7.1-7.6 z ksiazki Wstep do teorii prawdopodobieristwa, ]. Ja-
kubowski, R. Sztencel, Wydanie III, SCRIPT, Warszawa 2004.

. Zbadac zbieznos¢ szeregu Y ;> 1 X, jezeli {X,,}$° ; jest ciagiem niezaleznych zmiennych
losowych o rozktadach:

(@) P[X, =27" = P[X, = 0] = 1/2;

(b) P[X, = 1] =1-P[X, =0] =1/n;

() P[Xy,=n"=P[X,=-n%=1/2dlaa > 0;

(d) P[X, = an] =P[X, = —a,] = 1/2 dla pewnego ciagu {a,},

. Niech P[X,, = n] = P[X, = —n] = %,]P[Xn =0 =1- % Pokaza¢, ze ) ;7 X, jest
zbiezny p.n., chociaz }," ; Var[X,] = .

. Niech {X,}, bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach:

P[X, = n+1] = P[X, = —(n+1)] = 1 1

PX,=0 =1- .
2(n+1)log(n+1)’ [Xn = 0] (n+1)log(n+1)
Pokaza¢, ze ciag { X, }i_; spetnia SPWL, a nie spetnia MPWL.

. Zdarzenia A1, Ay, ... sa niezalezne i maja réwne prawdopodobienstwa. Znalez¢ prawdo-
podobieristwo, Ze zajdzie nieskoriczenie wiele zdarzen A,,.

. Sprawdzi¢, ze nastepujace zdarzenia naleze do Fo.:

(a) {istnieje skoriczona granica limy,_,e Xn};

(b) {limsup, . X, = };

© {limye 20, X; <a}.

. (dystrybuanta empiryczna) Na przestrzeni probabilistycznej (QQ, F,IP), niech {X,,}° ; be-

dzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie z dystrybuanta
F. Dla x € R definiujemy zmienna losowa

) = 3 ¥z @)

Pokaza¢, ze F,(x) Lii F(x) dla kazdego x € R.

. Rzucamy nieskoriczenie wiele razy niesymetryczna moneta (z prawdopodobiefistwem
wyrzucenia orta % # p € (0,1) w pojedynczym rzucie). Niech A, oznacza zdarzenie, ze
w pierwszych n rzutach byto tyle samo ortéw, co reszek. Pokaza¢, ze z prawdopodobieni-
stwem 1 zachodzi tylko skoriczona liczba zdarzen A,,.

. Niech X, X1, X ... bedzie ciagiem stochastycznie niezaleznych, nieujemnych zmiennych
losowych o wspéinym rozkladzie.

(a) Pokaz, ze jezeli E[X] < oo, to limy_sc0 % =0pw.



10.

(b) Pokaz, ze jezeli E[X] = oo, to limsup,, ,, X* = oo p.w.
Pokaza¢, ze jezeli X, P X, to X, L, X. Poda¢ przykiad, ze implikacja odwrotna nie

jest prawdziwa.

11. Pokaza¢, ze ponizsze fakty sa prawdziwe zaréwno dla zbiezno$ci prawie na pewno '—n'>,

jak i dla zbieznosci wedtug prawdopodobieristwa L, Jezeli X;, — X, Y, — Y, to
(a) aX, +bY, — aX + bY dla dowolnych 4,b € R;

(b) X, Y, — XY;

(c) Il{xﬁm}x% — +,0ile P(X #0) = 1;

(d) f(Xu, Yn) — f(X,Y) dla dowolnej funkgji ciagtej f: R — R.

12. (nierdwnos¢ Bernsteina, Mocne prawo wielkich liczb Bernoulliego) Niech S, bedzie liczba suk-
ceséw w schemacie n préb Bernoulliego z prawdopodobieristwem sukcesu p. Udowodni¢,
ze dla kazdego € > 0

P { Sn ‘ > e} < 2e7* oraz Su pny p.
n n
13. Niech f: [0,1] = R bedzie funkcja ciagta. Obliczy¢ granice:
(@) limy 00 f01 dx1 .dxy;
(b) lim,,_e — T f[O,l]” ,/Zizl x2dxy ... dxy;
(C) limn—mo f[O,l}” f (% 217'1:1 xi) dxl s dxn;
(d) lim; e f[o,l}"f (¢/TI x;) dxq ... dxy,
14. (Srednia i wariancja empiryczna) Niech {X,}7 ; bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowym rozktadzie takim, ze Var[X;] < oo. Definiujemy zmienne losowe
. 1 n n
X==YX oraz Y (X —
s -1
Sprawdzi¢, ze E [X] = EX;, E [S$?| = Var[X;] oraz X Liie E[X;], S P Var[Xq].

15. Niech A, beda zdarzeniami niezaleznymi, przy czym P[A,] = p, € (0,1). Wykaza¢, ze z
prawdopodobienistwem 1 zachodzi co najmniej jedno ze zdarzeri A, wtedy i tylko wtedy,
gdy z prawdopodobieristwem 1 zachodzi nieskoriczenie wiele zdarzer A,.

16. Niech S, bedzie liczba sukceséw w schemacie n préb Bernoulliego z prawdopodobien-
stwem sukcesu p. Pokaza¢, ze dla p > 1/2 jest P(limy, 00 Sy = o0) =1,adla p < 1/2jest
P(limn_)oo Sn - —OO) - 1.

17. (kontynuacja zdania 15 z listy 5) Niech Q) = {0,1}N bedzie zbiorem nieskoriczonych

ciagéw zer i jedynek. Niech n-tym wyrazem w € Q) bedzie a,(w), czyli w = (a(w)| k >
0). Niech P bedzie miara z zadania 17 z listy 3. Pokaza¢, ze zachodzi twierdzenie Borela
o liczbach normalnych

lim — Zuk 1 =1

n—oo 1

PlweO




RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA 1 B
LISTA 11: SEABA ZBIEZNOSC

1. Zapozna¢ sie z rozdziatami 8.1-8.3 z ksiazki Wstep do teorii prawdopodobieristwa, J. Jaku-
bowski, R. Sztencel, Wydanie III, SCRIPT, Warszawa 2004.

2. Pokaza¢, ze dla dowolnych liczb x, {x, }$° ; zachodzi dy, % Ox wtedy i tylko wtedy, gdy
limn%oo xn = X.

3. (Twierdzenie Scheffé’go) Niech i bedzie miara o-skoriczona, f, {f,}$_; funkcjami nieujem-
nymi takimi, ze dla n € Ny miary v(A) = [, fdu, va(A) = [, fudy sa miarami probabi-
listycznymi. Pokazag, ze jezeli f, L f wzgledem miary y, to

sup|v(A) —vi(4)| < [ |f = fuldy " 0.
A
W szczegolnosci, jezeli p, {pn }5; sa rozkltadami ciagtymi o gestosciach f, { f,}5° ; odpo-
wiednio oraz f, L f wzgledem miary Lebesgue’a, to p;, N W

4. Pokaza¢, ze jezeli X, maja rozklady (przyktadowo) Exp(A,) i Ay — A, to X, zbiegaja
stabo do rozktadu Exp(A).

5. Zat6zmy, ze (X,), zbiegaja stabo do X. Pokaz, ze

liminf E[X,] < E[X].
n—oo
Wskazowka: zadanie 8 z listy 5.
6. Niech (X,), o dystrybuantach (F,), beda zbiezne stabo X o dystrybuancie F. Okresli¢
na przestrzeni probabilistycznej ([0, 1], Bor[0,1], A1) zmienne losowe U, (Uy), o dystry-
buantach F, (F,), odpowiednio takie, ze U, zbiega p.w. do U. Wskazéwka: zadanie 12
lista 4.
7. Wykaza¢, ze jezeli {X,}{ ; sa zmiennymi losowymi takimi, ze X, N ¢, to X, L.
Wskazéwka: rozwazy¢ funkge f(x) = min{1, |x —c|}.
8. Wykaza¢, ze jezeli X, { X, }$°_; sa zmiennymi losowymi takimi, ze X, r, X, to X, :D> X.
Poda¢ przyktad, ze implikacja odwrotna nie jest prawdziwa.
9. Niech (U, ), bedzie ciagiem stochastycznie niezaleznych zmiennych losowych o jednako-
wym rozktadzie jednostajnym /[0, 1]. Pokaz, ze dla A > 0, X;, = % min;<j<, U; zbiega
stabo do rozkladu wyktadniczego Exp(A).
10. Udowodnié¢, ze

(a) jezeli X, % Xoraz Yy, :D> 0,to X;, + Yy, :D> X;

(b) jezeli X, L. X oraz Y, N c,to X, + Yy 2. x +c.
11. Udowodnié, ze



12.

13.

(a) jezeli X, == X oraz Y, == 0, to X, Yy == 0;

(b) jezeli X, % X oraz Yy, % ¢, to X, Yy, :D> cX.

Poda¢ przykiad zmiennych losowych X, {X,,}% ,, Y, {Y,}5>, takich, ze X, 2. X oraz

n=17

Y, :D> Y, ale nieprawda, ze X,, + Y, :D> X+Y.
Niech {X,} , bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym stan-
dardowym rozktadzie normalnym N(0,1). Niech Y, = nminj<;<, |X;|. Pokaza¢, ze

Yy i Y, gdzie Y jest zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym. Z jakim parame-
trem?

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Niech X L. X oraz lim, e a, = a, gdzie a jest punktem ciaglosci dystrybuanty Fx.
Pokaza¢, ze lim,_« Fx, (a,) = F(a).

Poda¢ przyklad rozktadow pu, {u,}5 , ciagtych o gestosciach f, {f,}:> ; odpowiednio ta-
kich, ze u, % i, ale nie jest prawda, ze f, ﬂ f wzgledem miary Lebesgue’a.

(Twierdzenie Banacha o punkcie stalym) Niech (M, p) bedzie przestrzenia metryczna zu-
pelna. Niech f: M — M spetnia p(f(x), f(y)) < cp(x,y), gdzie ¢ < 1. Pokaz, ze réwna-
nie f(x) = x ma w M doktadnie jedno rozwiazanie. Wskazéwka: rozwaz ciag (f"(x))x,
gdzie f" oznacza n-krotne zlozenie funkdji f.

(metryka Wassersteina) Niech P!(R) bedzie przestrzenia miar probabilistycznych u na R
dla ktorych [ |x|p(dx) < co. Pokaza¢, ze P!(RR) jest zbiorem wypuklym. Dla p, v €
PL(R) definiujemy

d(u,v) =inf{E[| X -Y|]| X ~u, Y ~v}.
Pokazag, ze d jest metryka.

(kontynuacja poprzedniego zadania) Zinterpretowac d(u,v) w przypadku p = Y prda,
1v =Y qidp,.

(kontynuacja poprzedniego zadania) Mozna pokazac, ze

1
d(u,v) = / ‘Fy_l(x) — F 1 (x)| d.

0
Zauwazy¢, ze nieréwnos$é < w powyzszym wzorze mozna uzasadni¢ stosunkowo tatwo.
Korzystajac z powyzszego pokazaé, ze d(pn, 4) — 0 przy n — oo wtedy i tylko wtedy,

1 .

gdy jin == p i [ [x| pn(dx) — ['[x] p(dx).
(kontynuacja poprzedniego zadania) Pokaza¢, ze przestrzeri (P1,d) jest zupetna.

(kontynuacja poprzedniego zadania) Niech a € (0,1) i b € R. Pokaza¢, ze w P! istnieje
dokfadnie jeden rozklad yu taki, ze jezeli X ma rozklad y, to aX + b réwniez ma rozkltad
p. Innymi stowy X i aX + b maja ten sam rozkiad u. Piszemy wtedy

XianLb‘

Wskazéwka: Niech v € Pl. Zatézmy, ze Y ma rozklad v. Przez S(v) oznaczmy rozkltad
zmiennej aY + b. Pokaza¢, ze S: (P!,d) — (P!,d) jest dobrze okreslone i ze spetnione
sa zalozenia Twierdzenia Banacha o punkcie statym.



RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA 1 B
LISTA 12: FUNKCJE CHARAKTERYSTYCZNE

. Zapozna¢ sie z rozdzialami 9.1-9.3 z ksiazki Wstep do teorii prawdopodobieristwa, J. Jaku-
bowski, R. Sztencel, Wydanie III, SCRIPT, Warszawa 2004.

. W kazdym podpunkcie sprawdzi¢, ze podana funkcja jest funkcja charakterystyczna od-
powiedniego rozktadu.

(a) Rozktad jednopunktowy (delta Diraca) 6, (a € R): @(t) = €'*%;

(b) Rozktad dwupunktowy (a #b € R, p € (0,1)): ¢(t) = pe'*® + (1 — p)e'™;

(c) Rozktad Poissona Poi(A) (A > 0): ¢(t) = exp(A(e —1));

(d) Rozktad geometryczny Geo(p) (p € (0,1)): ¢(t) = (ILP)E”,

(e) Rozktad dwumianowy (Bernoulliego) B(n, p) (n € N4, p € [0,1)): ¢(t) = (pe'* + (1 —p))";
(f) Rozktad jednostajny Ula,b] (a < b € R): ¢(t) = eim%"

(g) Rozktad wyktadniczy Exp(A) (A > 0): ¢(t) = ﬁ,

(h) Standardowy rozktad normalny N'(0,1): ¢(t) = exp <—%>;

(i) Rozktad normalny N'(m,c?) (m € R,o > 0): ¢(t) = e exp (—#)?

(j) Rozktad gamma T'(A,B): ¢(t) = (1 _ %) _A;

. Wykazag, ze jezeli X 1Y sa niezalezne, to ¢xiy(f) = ¢x(t)@y(t).

. Niech X i Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach I'(ax, ) i I'(ay,B)
odpowiednio. Pokaza¢, ze Z = X + Y ma rozklad T'(ax + ay, B).
. Niech X, bedzie zmienna losowa o rozkladzie geometrycznym Geo(p). Pokazaé, ze

2pX, :D> X gdy p — 0, gdzie X jest zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym
Exp (3)-

. Udowodni¢ twierdzenie Poissona przy uzyciu funkgji charakterystycznych: Jezeli {X,}5 ,
jest ciagiem zmiennych losowych o rozktadach dwumianowych B(n, p,) odpowiednio

oraz lim, ,onp, = A > 0, to X, :D> X, gdzie X jest zmienna losowa o rozkladzie
Poissona Poi(A).

. Méwimy, ze X jest symetryczna, jezeli X £ _X. Pokaza¢, ze X jest symetryczna wtedy i
tylko wtedy, gdy @x przyjmuje tylko wartoéci rzeczywiste.

. Zat6zmy, ze X przyjmuje wartosci catkowite. Pokaz, ze P[X 271 f B _”k t) dt.
. Zbadag, czy nastepujace funkcje sa funkcjami charakterystycznymi i jezeli tak, wyznaczy¢

odpowiedni rozklad: (a) cost; (b) cos?; (c) § (1 + e”)z; (d) 155 () 727

. Funkcja ¢ jest funkcja charakterystyczna pewnej zmiennej losowej X. Czy funkcja et/ to(2t)
jest funkcja charakterystyczna? Jezeli tak, to jakiej zmiennej losowej?
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12.

(rozktady ztoZone) Niech {X, }?° , bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jed-
nakowym rozkladzie z funkcja charakterystyczna ¢. Niech N bedzie (niezalezna od
ciagu {X,};’ ;) zmienna losowa o rozkladzie: P[N = n| = p, dla n € N. Znalez¢
funkcje charakterystyczna zmiennej losowej Sy = YV, X;. Wywnioskowa¢ wzér Walda
E[Sn] = E[X1]E[N].

Znalez¢ funkcje charakterystyczna zmiennej losowej Sy z zadania 11 w przypadku, gdy
N ma rozklad geometryczny Geo(p) (wéwczas rozklad Sy nazywamy ztozonym rozktadem
geometrycznym) lub Poissona Poi(A) (woéwczas rozktad Sy nazywamy zloZonym rozktadem
Poissona). Nastepnie znalez¢ warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej Sy.

13.

14.

15.

16.

Niech X3, X, ... beda stochastycznie niezalezne o rozkladach P[X; = +j] = (2j)!
iP[X; =0] =1—j!. Dowies¢,ze n~ (X1 + X + ... + X,,) zbiegaja stabo do rozktadu
o funkcji charakterystycznej

p(t) = exp/ cos(tx) —1)dx

(Kryterium Polya)

(a) Pokaza¢, ze kazda funkcja ¢: R — Ry, ciagla, parzysta i przedziatami liniowa, na
przedziale [0, 00) wypukia i nierosnaca oraz taka, ze ¢(0) = 11 ¢(t) = 0 dla dosta-
tecznie duzych ¢, jest funkcja charakterystyczna.

(b) Pokaza¢, ze kazda funkgja ¢: R — R, ciagla, parzysta, na przedziale [0, o) wypu-
kfa i nierosnaca oraz taka, ze ¢(0) = 1 i lim; , ¢(f) = 0, jest funkcja charaktery-
styczna.

(c) Pokaza¢, ze funkcja ¢(t) = e~ !I" jest funkcja charakterystyczna dla 0 < a < 1.
Udowodni¢, ze dla funkcji charakterystycznej ¢ rozkladu p nastepujace warunki sa réw-
nowazne:

(@) ¢(s) =1 dla pewnego s # 0;

(b) @ ma okres s;

(c) rozktad u jest skupiony na zbiorze liczb postaci 27tk/s dla k € Z.

Wykazag, ze jezeli ¢ jest funkcja charakterystyczna, a F jest dystrybuanta taka, ze F(0—) =
0, to funkcjami charakterystycznymi sa:

(a) fo (tu)du;
(b) fy e dF(u);
() f e~ ”dF (u).



RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA 1 B
LISTA 13! CENTRALNE TWIERDZENIE GRANICZNE

Definicja
Powiemy, ze schemat serii (X, x) spelnia warunek Lindeberga, jesli dla kazdego r > 0

1 ) o
Ln (7’) = 57 Z E (Xn,k - IEXn,k) IL{|Xy,,kf]EX,,,k|>s,,r} i> 0
n k=1

gdzie s2 = Y7, Var[X, x].

Twierdzenie (Lindeberga-Lévy’ego)
Niech (X, x) bedzie schematem serii. Jesli spelnia on warunek Lindeberga, to

- (z Xux E[xn,k]) = N(O1)
m \k=0

. Zapozna¢ sie z rozdziatami 10.1-10.2 z ksiazki Wstep do teorii prawdopodobieristwa, J. Jaku-
bowski, R. Sztencel, Wydanie III, SCRIPT, Warszawa 2004.

. Znalez¢ przyblizenia prawdopodobienstw otrzymania w n rzutach symetryczna moneta
co najmniej 60% ortéw dla n = 10, 100 i 1000.

. Na campusie uniwersyteckim sa dwie restauracje, po 120 miejsc kazda. Wiadomo, ze
codziennie 200 oséb bedzie chciato zjes¢ obiad, a wyboru restauracji dokonuja losowo
z jednakowym prawdopodobieristwem. Przyblizy¢é prawdopodobieristwo, ze w ktorejs
restauracji zabraknie miejsc. Ile miejsc nalezy przygotowaé w kazdej restauracji, by po-
wyzsze prawdopodobieristwo byto mniejsze niz 0.00017?

(a) Na podstawie losowej proby szacujemy procent chorych na rzadka chorobe. Wia-
domo na pewno, ze liczba chorych nie przekracza 0.5% populacji, a blad ma by¢
mniejszy od 0.001 z prawdopodobieristwem 0.95. Ile oséb musi liczy¢ préba?

(b) Na podstawie losowej préby szacujemy procent dorostych oséb, ktére umieja pisac i
czytaé. Wiadomo na pewno, ze jest to ponad 90% (dorostej) populacji, a btad ma by¢
mniejszy od 0.001 z prawdopodobieristwem 0.9. Ile oséb musi liczy¢ préba?

. Sprawdzi¢, ze jedli X, X1, X, ... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym roz-
kladzie o skoriczonej wariangji, to schemat serii X, = Xy spelnia warunek Lindeberga.
Wywnioskowag, ze

r—o Xx — E[X
Zk:O k [ ]n = N(O,l)-
nVar[X]
. Pokaza¢, ze dla kazdego ¢ € R zachodzi limy_,c ™" ;ioc \/ﬁ’;—,} = ®(c) , gdzie  jest

dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego A(0,1). W szczeg6lnosci

. _ j 1
llmn_>oo€ I’ZZ;’!:OI;T = j



10.

11.

Prawdopodobieristwo urodzenia chtopca wynosi 0.517. Jakie jest prawdopodobieristwo,
ze wéréd n = 1000 noworodkéw liczba chtopcéw nie przewyzszy liczby dziewczat? Jak
zmieni sie odpowiedz, jesli za prawdopodobieristwo urodzenia chlopca przyjmiemy 0.5?

. Rzucono 1000 razy szeScienna kostka. Znalez¢ przyblizenie prawdopodobieristwa, ze

suma oczek bedzie zawarta miedzy 3410 a 3590.

. Pokaza¢, ze podane rozktady sa asymptotycznie normalne, tzn. X”T;“" 2N (0,1), jesli:

(a) X, ma rozktad dwumianowy B(n, p) oraz a, = npib, = /np(1l —p);
(b) X, ma rozktad Poissona Poi(n) oraz a, = nib, = /n;

Wskazoéwka: Zbada¢ zbieznosé funkcji charakterystycznych lub znalez¢ przedstawienie
Xy = Y11Y, gdzie Y1,Y>,...,Y, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozkladzie i skorzysta¢ z CTG.

Niech {Xn}f:1 bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkla-
dzie takim, ze E[X;] = 0 oraz Var[X;] = 1. Pokaza¢, ze:
D

(@) Uy = HESE 2 N(0,1);

(b) Vy = % = N(0,1).

Wskazéwka: zadanie 11 lista 12.

Pokaza¢, ze warunek Lapunowa: dla wszystkich 7, k naturalnych i pewnego 6 > 0 jest
E|X,,1|**® < oo oraz

1 & ;
lim — Y E|[X,x — EX,[*° =0
k=1

n—oo S%

pociaga za soba warunek Lindeberga

12.

13.

Niech {X,}:" , bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkta-
dzie takim, ze E[X;] = 0 oraz Var[X;] = ¢?. Pokaza¢, ze jezeli f jest funkcja rézniczko-
walna w zerze, to

D

Vi (f(Su/n) = £(0)) = N (0,(ef'(0))?) ,
gdzie S, = Y/' 1 X;.

Niech {XW}Z":1 bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym roz-
kladzie takim, ze E[X;] = 0 oraz Var[X;] = ¢%. Niech N bedzie (niezalezna od ciagu
{X,}$°_;) zmienna losowa o rozktadzie dwumianowym B(#, p). Pokaza¢, ze
1
Vi

Wskazéwka: Skorzysta¢ z zadania 11 z listy 12.

al D
X; = N (0,po?) .
=1



RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA 1 B
LISTA 14: POWTORKA PRZED KOLOKWIUM

. Zapozna¢ sie z rozdziatami 7.1-10.2 z ksiazki Wstep do teorii prawdopodobieristwa, J. Jaku-

bowski, R. Sztencel, Wydanie III, SCRIPT, Warszawa 2004.

10.

11.

12.

. (Reguta n sigm) Pokaza¢, ze jesli Var[X] = 0% < oo, to P[|X — E[X]| > no] < n~?

. Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach z dystrybuantami F; ,

F, i gestosciami fi, f» odpowiednio. Znalez¢ dystrybuante i gestos¢ zmiennych losowych:
@U=X-Y;(b)V=XY;(c) W= X/Y. Jak wygladaja powyzsze wzory w przypadku
zmiennych losowych dyskretnych?

. Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie z dystry-

buanta F . Udowodni¢, ze E|X — Y| =2 [ F(t)(1 — F(t)) dt.

. Zmienne losowe X i Y sa niezalezne i maja rozklad wyktadniczy z parametrem 1. Udo-

wodnij, ze zmienne X /Y oraz X + Y sa niezalezne.

. Kazdy bok i kazda przekatna szesSciokata foremnego malujemy losowo na jeden z trzech

koloréw. Wybér kazdego koloru jest jednakowo prawdopodobny, a kolorowania r6znych
odcinkéw sa niezalezne. Niech X oznacza liczbe jednobarwnych tréjkatéw o wierzchol-
kach bedacych wierzchotkami szeSciokata. Oblicz E[X].

Wykazaé, ze jezeli X > 0, to E[X] > 0 oraz ﬁ <E [%]

. Niech X = (X3, Xa, ..., X, ) bedzie wektorem losowym o rozktadzie normalnym N (m, Qx).

Z definicji wielowymiarowego rozkladu normalnego wyznaczy¢ rozklad Y = (a,X) =
Yii1aiX;. W szczeg6lnosci pokazaé, ze jezeli Xi,Xp,..., X, sa niezaleznymi zmien-
nymi losowymi o rozkladach normalnych N (mz-,aiz) dlai =1,2,...,n odpowiednio, to
Y =Y, X; ma rozklad normalny N (¥ m;, Yl 07).

1
lp| < 1. Wyznaczy¢ gestos¢ X w jezyku p oraz wykazad, ze jest ona stata na elipsach
1_192 (x* — 2pxy +y?) = c. W zaleznoéci od znaku p przedyskutowaé kat pomiedzy osia
Ox oraz duza osia elipsy.

. Niech X bedzie wektorem losowym o rozktadzie normalnym N (0, < 2) p )), gdzie

Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie gamma I'(A, ). Wyznaczy¢ E[X?] dla
p > 0. W szczegblnosci wyznaczy¢ E[Y?] dla p > 0, gdzie Y jest zmienna losowa o
rozkladzie wyktadniczym Exp(A). Jak wygladaja te wzory dla p € N?

Niech X bedzie zmienna losowa o rozktadzie Poissona Poi(1), natomiast Y bedzie zmienna
losowa o rozktadzie Poissona Poi(A) (A # 1). Pokaza¢, ze nie istnienie a € R, ze Y ma
taki sam rozklad co aX. Wskazéwka: Rozpatrzy¢ wartosci oczekiwane i wariancje.

Niech X bedzie zmienna losowa o rozktadzie jednostajnym o/ [0, 1], natomiast Y bedzie
zmienna losowa o rozkladzie réwnomiernym na zbiorze {0,1,...,n —1}. Pokaza¢, ze
zmienna losowa U = X + Y ma rozklad jednostajny 0, n].



13.

14.

15.

16.

17.

18.

Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym & xp(A). Pokaza¢, ze zmienna
losowa Y = [X] ma rozktad geometryczny Geo (1 —e™").

Czas obstugi pojedynczego klienta w kasie ma rozklad wykladniczy ze $rednia 4 minuty.
Zakladamy, ze klienci sa obstugiwani w sposéb niezalezny. Przyblizy¢ prawdopodobien-
stwo, ze w ciagu 6 godzin uda sie obstuzy¢ w kasie co najmniej 100 klientéw.

Liczba dziennych wy$wietlern pewnej strony internetowej ma rozktad Poissona ze éred-
nia 300 wyséwietleri. Zaktadamy, ze wywotania strony w kolejnych dniach sa niezalezne.
Przyblizy¢ prawdopodobienistwo, ze w listopadzie strona zostanie wyswietlona co naj-
wyzej 8800 razy.

Niech (X;),>1 bedzie ciagiem zmiennych losowych. Pokaz, ze funkcje limsup, . X,
oraz liminf, ,. X, sa zmiennymi losowymi (by¢ moze o wartoSciach na rozszerzonej
prostej R* = RU {£oc0}).

(paradoks Bertranda raz jeszcze) Rozwazmy trzeci model w paradoksie Bertranda, gdzie
() = Kjest kotem o promieniu 1. Jaki nalezy przyja¢ rozklad na kola aby zmienna losowa
R(w) = |w| miala rozklad jednostajny na [0,1]? Wskazéwka: Zatozy¢, ze rozklad ma
gestos¢ f: K — R postaci f(w) = g(Jw|) dla g: [0,1] — R;. Zauwazy¢, ze ten model
realizuje drugi model w paradoksie Bertranda.

Niech (Q), F) bedzie przestrzenia mierzalna. Zat6zmy, ze P,Q: F — [0,1] sa prawdo-
podobieristwami dla ktérych istnieje m-uklad U C F taki, ze P, = Q. Pokaz, ze
Plo@) = Qo)




RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA 1 B
LISTA 15: POWTORKA PRZED EGZAMINEM

1. Zapozna¢ sie z rozdziatami 1.1-10.2 z ksiazki Wstep do teorii prawdopodobieristwa, J. Jaku-
bowski, R. Sztencel, Wydanie III, SCRIPT, Warszawa 2004.

2. Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym U/[0,2]. Znalez¢ rozktady
zmiennych losowych Y = min(X, X?) i Z = max(1, X).

3. Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkiadzie jednostaj-
nymna T = {z € C: |z| = 1}. Wyznaczy¢ rozklad zmiennej losowej Z = XY.

4. Znalez¢ gestos¢ i wartos¢ oczekiwana pola kota, ktérego promieni jest zmienna losowa o
rozkladzie:

(a) jednostajnym U0, a];
(b) wyktadniczym Exp(A).

5. Niech X1, X5, €1, €2 beda niezaleznymi zmiennymi losowymi. Wyznaczy¢ dystrybuanty,
gestosci, warto$ci oczekiwane oraz wariancje zmiennych losowych Y = €1 X;iZ = €1 X5 +
€2X>, jesli €1, €2 maja jednakowy rozktad dwupunktowy Ple; = 1] = Ple; = —1] =1/2,
natomiast Xj, X, maja jednakowy rozklad:

(a) jednostajny U[0, «];
(b) wyktadniczy Exp(A).

6. Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie Poissona Poi(A). Zna-
lez¢ E[eX~Y], P[XY = 0] oraz P[X + Y = 10].

7. Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie jednostaj-
nym U0, «]. Znalez¢ rozklad zmiennej losowej Z = v X + VY.

8. Niech X bedzie zmienna losowa o standardowym rozkiadzie normalnym N(0,1). Wy-
znaczy¢ rozklad zmiennej losowej Y = min(]X|, | X|?).

9. Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym standardowym roz-
ktadzie normalnym N (0,1). Znalez¢ rozktad zmiennej losowej Z = \Xfliﬂ\

10. Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladach wykfadniczych &£ xp(A),
Exp(A2) odpowiednio. Znalez¢ rozktad taczny wektora losowego (U, V) = (X —Y, X +
Y) oraz rozklady brzegowe.

11. Niech X bedzie zmienna losowa z rozkladu o gestosci postaci

1
fx(x) = g} 11,00y (X) -
Wyznaczy¢ rozklad (dystrybuante lub gesto$¢) zmiennej losowej Y = 1/X. Co to za
rozklad? Znalez¢ E[Y] = E [+] i poréwnaé z £ (o ile to mozliwe).
12. Niech X bedzie zmienna losowa o rozkladzie wyktadniczym Exp(A). Znalez¢ dystrybu-

ante i gesto$¢ zmiennej losowej Y = 1/X.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Znalez¢ rozklad zmiennej losowej X takiej, ze jezeli Y jest zmienna losowa o rozkladzie
normalnym N (2, 1) niezalezna od X, to 2X + Y ma ten sam rozktad co 3Y + 1.

Znalez¢ prawdopodobienistwo, ze tréjmian kwadratowy A2 — 2AA + B nie ma pierwiast-
kéw rzeczywistych, jesli A, B sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym roz-

kiadzie:

(a) jednostajnym U[0, a];

(b) wyktadniczym Ex(A).

Niech X,Y,Z beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym standardowym

rozkladzie normalnym N(0,1). Okreslamy f(t) := Eexp(+(X + 2Y — 3Z)?). Wyznaczy¢
dziedzine oraz wzor funkgji f.

Pokazag¢, ze:
(@) jesli X, - XiX, —= Y, toP[X=Y] =1;
(b) jesli Xy — X i Yy — X, to limy_e P[| Xy — Yu| > €] = 0 dla kazdego € > 0.

Pokaza¢, ze jesli IP jest rozkladem dyskretnym, to dla zmiennych losowych okreslonych
na przestrzeni probabilistycznej (), F,IP) zachodzi réwnowazno$c:

X, P x o x, XX,

Niech {X,}7" , bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkta-

. . . P
dzie takim, ze E[X;] < oco. Pokazaé, ze %maX1§iSn |X;| — 0.

Niech {X,}:" ; bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkta-
dzie takim, ze E[X;] = 1 oraz P(X; = 1) < 1. Pokazaé, ze T, X; 25 0.

Niech {X,}:" , bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkta-
dzie. Znalez¢
lim (/1T | X;,

n—o0
jezeli
(a) Xj ma rozklad jednostajny ¢[0, 1];
(b) X; ma rozktad o gestosci postaci f(x) = ﬁ Loy (%)

Wiadomo, ze pewnym kilkumilionowym kraju 60% dorostych oséb ma wyksztalcenie
podstawowe, 30% S$rednie i 10% wyzsze. Przyblizy¢ prawdopodobienistwo, ze wéréd
1000 losowo wybranych dorostych mieszkaficow kraju oséb z wyksztatceniem Srednim
jest przynajmniej o 180 wiecej niz z wyzszym.

Niech X, Y beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowych rozktadach wyktad-

niczych Exp(A). Znalez¢ rozktad taczny wektora losowego (U, V) = (min(X,Y), max(X,Y))
oraz pokaza¢, ze U i V sa niezalezne.

Niech {Xn};’f:l bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkla-
dzie. W zaleznosci od wartosci parametru p > 0 zbadag¢, kiedy z prawdopodobieristwem
1 zachodzi nieskoriczenie wiele zdarzen A, jesli:

(a) X7 ma rozklad wyktadniczy Exp(A) oraz A, = {X, > logn’};

(b) X; ma rozklad normalny N (0,c?) oraz A, = {X, > /logn?}.




RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA 1 B
LISTA 1: ROZGRZEWKA

Definicja
Méwimy, ze rodzina F C 2 jest o-cialem zbioréw, jezeli

(i) © e F;
(i) jezeli A€ F,to A’ =Q\ A€ F;
(iii) jezeli A, € F,to U, Ay € F.

1. Niech Q) = [0, 1]. Jakie jest najmniejsze o-ciato 0 (.A) zawierajace rodzine A, jezeli
(@) A={[0,1/2]};
(b) A= {{x}|x<[01]}
() A={A,|n=1,...,N} dla pewnych A, C [0,1] takich, ze UN_; A, = [0,1].
Definicja
Funkcje P: F — [0, 1] nazywamy prawdopodobieristwem, jezeli

(i) P[O] = 1;
(i) dla A, € F, n € N parami roztacznych P [, Ax] = ¥, P[Ax].

Woéwczas trojke (Q, F,P) nazywamy przestrzenia probabilistyczna.

2. Udowodni¢ wiasnosci prawdopodobienistwa (a) — (g). Jezeli (Q), F,P) jest przestrzenia
probabilistyczna i A, B, A1, Ay, ..., A, € F, to:

(@) P(©) =0;

(b) jezeli Ay, A, ..., Ay wykluczaja sie wzajemnie, tzn. A;NA; = D dlai #7,1<14,j<
n, to P(ULy Ai) = 1y P(A);

(©) P(A") =1-1P(A);

(d) jezeli A C B, to P(B\A) =PP(B) —P(A);

(e) jezeli A C B,to P(A) < P(B);

() P(A) <1;

(g) P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB).

3. (wzdr wigczeri i wytqczert) Dowolna metoda udowodnic¢, ze

A

i=1

= iIP[Ai] — )Y PANA]+...+ (—1)"+ip

1<i<j<n

P

i=1

4. (twierdzenie o ciggtosci) Niech (Q), F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Wykaz, ze
(@) (P jest ciggta z dotu) jezeli A, C A,41 sa elementami F, to P [UJ,, Ay] = limy, 00 P[AL];

(b) (TP jest ciggta z gory) jezeli A,+1 C Ay sa elementami F, to P [N, Ax] = im0 P[Ay].



