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. Przypusémy, ze X jest calkowalng zmienna losowa a {F;} - ustalong filtracja. Udo-
wodnij, ze M(t) = E[X|F;] jest jednostajnie catkowalnym martyngatem.

. Udowodnij, ze ruch Browna jest martyngatem.
. Zmajdz rézniczke stochastyczna dZ,; kiedy:

(i)

Zt = eaWt;
(ii) Z; = X7, gdzie X rozwiazuje nastepujace rownanie rézniczkowe:

dXt = OéXtdt + UXtth.

. Funkcje h(zy, ..., x,) nazywamy harmoniczna jesli Ah = 0 dla Laplasjanu A. Udowod-
nij, ze dla harmonicznej funkcji h proces X; = h(Wi(t),..., W, (t)) jest martyngatem.

. Zmajdz EW}
. Znajdz [§ W, dW.

. Uzywajac reguty Feynmana-Kaca rozwiaz nastepujace czastkowe rownanie rézniczko-
we:

OF 1 ,O0°F
E(t,x) 50 @(tﬁ) 0;
F(T,r) = 2*

. Udowodnij, ze
t
X, = ez + a/ e =3 gy,
0

rozwiazuje stochastyczne rownanie rozniczkowe:

dXt = OéXtdt + Uth,
X() = X9-

. Rozwazmy standardowy model Blacka-Scholesa. Innowacyjna firma, Z & P, produkuje
instrument pochodny ’zltoty logarytm’ (w skrécie ZL). Wyptata wynosi log S, gdzie
T jest terminem wygasniecia. Oczywiscie jesli S < 1, to nabywca musi zaptaci¢ Z &
P Scisle dodatnig kwote. Znajdz arbitrazowa cen¢ tego instrumentu pochodnego.

1



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Rozwazmy standardowy model Blacka-Scholesa. Znajdz aribtrazowa cene X = (Sz)”.

W binarnej opcji wyptata nastepuje jesli cena akcji w momecie wygasniecia T' znajduje
siec w danym z géry przedziale [, 5]. W przeciwnym przypadku nic nie jest wyptacane.
Zmajdz cene arbitrazows tego instrumentu pochodengo.

Zmajdz ceng aribtrazowa w modelu Blacka-Scholesa X = St /St,, gdzie tremin wyga-
$niecia jest réwny 7T

Zréb to samo dla X = T%TO fTTO Sy du.

Rozwazmy niemiecks korporacje Ideal inc., ktérej cena akcji w Euro opisana nastepu-
jaco:
dSt = CYStdt + UStth.

Kurs wymiany Y; PLN/Euro ma dynamike:
dY, = BSdt + 0Y,dW},

gdzie W* i W sa niezaleznymi procesami Wienera. Broker Ideal Inc. tworzy instrument
pochodny
X =log [Z%}

z terminem wygasniecia T, gdzie Z jest ceng akcji Ideal Inc. w ztotéwkach. Znajdz
arbitrazowa cene X (w PLN) zaktadajac ustalone warunki poczatkowe oraz oznaczajac
przez r staly krotkoterminows stope procentows ztotéwki.

Rozwazmy rynek, w ktérym instrumenty finansowe sa opisane nastepujacymi réwna-
niami:

dBt = ?"Btdt, BO = 1,

dS(t) = @Stdt + O'StdW(t) + 5St_dNt,

gdzie N jest niezaleznym od procesu Wienera W procesem Poissona z intensywnoscia

Czy powyzszy model jest wolny od arbitrazu 7
Czy ten rynek jest zupelny 7
Czy istnieje jedyna cena arbitrazowa opcji europejskiej kupna na tym rynku ?

Przypusémy, ze chcemy zreplikowac opcje eurpejska kupna z terminem wygasnie-
cia: styczen 2012. Czy jest mozliwa (teoretyczna) replikacja przy uzyciu portfela
sktadajacego sie z instrumentu bezryzykownego, instrumentu podstawowego oraz
opcji eurpejskiej kupna z terminem wygasniecia: grudzien 2012 ?
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Udowodnij nastepujace twierdzenie.
Rozwazmy nastepujacy model:

dBt = TBtdt, B() = ]_,
dS(t) - a(t, St>Stdt + O'(t, St)StdW(t> + 5St_dNt

oraz instrument pochodny

X = ®(Sr, Zr)

z terminem wygasniecia T'; gdzie

t
Zy :/0 g(u, S,) du.

Wtedy X moze by¢ zreplikowane za pomocg rozwazanego portfela w nastepujacy spo-
s6b:

1 _ F<t7 St; Zt) - StFS<t7 St; Zt)

o= PS5 Z)
ol = SiFy(t, St, Zy)
! F<t7 St7 Zt) 7
gdzie F' rozwiazuje problem brzegowy:
Fy+ srF, + %8202F35 +gF, —rF = 0,
F(T,s,z) = (s, 2).

Proces wartosci jest réwny
F<t7 S, Z) = eir(Tit)Etc?s,z [(I)(Sta Zt)] )
gdzie ()-dynamika jest opisana réwnaniami:

dS, = rSydu + Syo(u, S,)dW,,

S(t) = s,
dZ, = g(u, Sy)du,
Z(t) = z.

Rozwazmy standardowy model Blacka-Scholesa i instrument pochodny

K St < A,
X = K+ A— Sy A<ST<K+A,
0 ST>K+A

Zreplikuj ten instrument uzywajac portfela ztozonego z instrumentu bezryzykownego,
akcji oraz opcji europejskiej kupna, ktory jest staly w czasie. Znajdz cene arbitrazowa

X.
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Zréb to samo dla

v _[ K-S 0<Sr <K,
N ST—K K<ST.

Zréb to samo dla

B St > B,
X=X Sr A< Sr<B,
A St < A.
Zréb to samo dla
0 St < A,

Sr—A A< Sr < B,
C—-Sr BLSr<C,
0 ST>C,

X =

gdzie B = (A+C)/2.

Przypusémy, ze mamy portfel P taki, ze Ap = 2 i I'p = 3. Chcemy zabezpieczy¢
ten portfel uzywajac instrumentéow F i G, dla ktorych Ap = =1, I'r =2, A¢g =51
' = —2. Znajdz to zabezpieczenie.

Znajdz zabezpieczenie powyzszego portfela uzywajac instrumentu podstawowego.

Rozwazmy model Blacka-Scholesa i samofinansujacy sie Markowski portfel o wartosci
P(t, s). Udowodnij, ze

1
Op +rsAp + 502521} =7rP.

Uzyj powyzszej tozsamosci aby udowodnic, ze jesli portfel jest delta i gamma neutralny,
to replikuje on bezryzykowny instrument finansowy.

Udowodnij, ze dla eurpoejskiej opcji kupna mamy:

A= N(d) -1,
¢(d)

= ——.
so1 —t

Zabezpiecz P tak aby byt jednoczesnie delta i vega neutralny.



