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Rozdziat X

Ubezpieczenia na wiele ryzyk

Wyptate sumy ubezpieczenia i okres pobierania renty mozna zwiazac nie
tylko ze $miercig osoby ubezpieczonej, ale takze z innym zdarzeniem, jak na
przyktad nieszczesliwy wypadek czy kalectwo. Mozna tez rozrézniaé przy-
czyny zgonu. Mamy wtedy do czynienia z tak zwanym ubezpieczeniem na
wiele ryzyk. Uzywa sie tez pojecia ubezpieczenie wieloubytkowe [multiple
decrement/| lub ubezpieczenie wielopcyjne. Ubezpieczenie na wiele ryzyk doty-
czy wiec jednego (z)-latka ale bierze pod uwage rézne ,zdarzenia losowe” w
jego zyciu.

W tym rozdziale bedziemy rozwazali tylko sytuacje, w ktorej w zyciu os-
oby ubezpieczonej moze zajsé raz jeden, jedno z okreslonych w umowie zdarzen
losowych, na zakonczenie trwania polisy. Jest to wiec bezposrednie uogol-
nienie ubezpieczen lub rent na zycie, w ktérych jedynym takim zdarzeniem
branym pod uwage byta Smieré. Dodajmy na marginesie, ze istnieje tez teoria
ubezpieczen na wiele ryzyk, w ktorych dopuszcza sie w trakcie trwania polisy
wielokrotne zmiany stanu, jak na przyktad przechodzenie miedzy réznymi
stopniami niesprawnodci, ktére nie maja charakteru trwatego, z mozliwos-
ciami wyzdrowien zanim ubezpieczony umrze. Analizowaniem takich ubez-
pieczen bedziemy sie zajmowaé¢ w nastepnym rozdziale.
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1 Podstawowe wielko$ci probabilistyczne

W tym paragrafie wytozymy probabilistyczne podstawy ubezpieczen na wiele
ryzyk. Bedziemy przy tym nawiazywa¢ do materiatu wylozonego w roz-
dziale III. Jak zobaczymy, w teorii pojawia sic odpowiednie adaptacje hipotez
agregacyjnych i interpolacyjnych, a takze tablic trwania zycia.

1.1 Czas i przyczyna wyjscia ze statusu

Jak juz powiedziano, ubezpieczenie wieloopcyjne zwiazane jest ze zbiorem
okreslonych, opisanych w umowie, potencjalnych zdarzen losowych (w po-
tocznym tego stowa znaczeniu), zwanych ryzykami, opcjami, przyczynami
lub wbytkamsi, ktore bedziemy numerowaé¢ od 1 do m. Na przyktad 1 —
smieré naturalna, 2 — smieré na skutek nieszczesliwego wypadku, 3 — trwata
niezdolno$¢ do pracy z powodu nieszczesliwego wypadku. Bedziemy rozpatry-
waé model, w ktorym w zyciu (z)-latka moze zaj$¢ tylko jeden raz, jedno z
wymienionych zdarzeri.

Oznaczmy przez T, czas do zajscia tego zdarzenia (mowi sie tez o czasie
trwania statusu lub o czasie do wyjscia ze statusu, nawiazujac do terminologii
z poprzedniego rozdziatu), a przez J, jego rodzaj (czyli numer opcji, ubytku).
W ujeciu probabilistycznym mamy wiec wektor losowy (75, J,), gdzie T, > 0,
podobnie jak poprzednio przyszty czas zycia, jest nieujemna zmienna losowa
o wartosciach rzeczywistych, a J, jest dyskretna zmienna losowa o wartos-
ciach w zbiorze {1,...,m}. Rozklad tego wektora opisa¢ mozna podajac
taczna gestos¢ f.(t,7) t > 0, j = 1,...,m, przy pomocy ktorej obliczamy
prawdopodobieristwa zaj$cia zdarzenia w przedziale czasu (a, b] z okreslona
opcjaj=1,...,m

b
Pr(a<T, <bJ,=j) :/ fult,§) dt.

Stad w szczego6lnosci funkcja prawdopodobienstwa opcji J, jest roéwna

PI‘( Ju :.7) = /OOO fll?(t’.]) dt,

a dystrybuanta czasu T, do zajscia zdarzenia

Pr(T, <) = Fy(t) = ij/ Fulv,j) dv,
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oraz jej gestoscé
m

Fo(t) =D falt ).

J=1

Wielkosci te maja swoje oznaczenia aktuarialne. Mamy wiec:

e prawdopodobieristwo wyjscia ze statusu dla (x)-latka przed uptywem
czasu t
tqg(gT) - Pr(Ta: S t)a

e prawdopodobienstwo pozostania w statusie dla (x)-latka przez czas t
tp(mT) =1- tqg),

e prawdopodobienstwo wyjscia ze statusu dla (z)-latka przed uplywem
czasu t z przyczyny 7,

) =Pr(T, <t,J, = j),
e prawdopodobieristwa warunkowe wyjscia z statusu przez (z)-latka w

czasie kolejnych ¢ lat, catkowite oraz z przyczyny j, pod warunkiem, ze
po czasie s byl on jeszcze w statusie

tq[(;])ﬂ = Pr(T,<s+t|T,>s),
tq[(g])ﬂ = Pr(T, <s+t, J,=7|T; > s).
Zauwazmy, ze nie wystepuje oznaczenie tp;(,;j ) (dlaczego? — por. zadanie 1.2).
Odpowiednikiem natezenia zgonéw w przypadku wektora (77, .J,) jest

pojecie natezenia (intensywnosci) wyjscia ze statusu [force of decrement].
Podobnie jak w podrozdziale III.1.2 mozna to wprowadzié¢ sie jako

ftHh fa(8,7) dS.

Pr(T, <t+h,J, =j|T, >t) =

1 — Fx(t)
Teraz t jest punktem ciaglosci f.(t,7), to
ftHh fa(s,7) ds ()
= h h).
T F() el T olh)
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To rozumowanie uzasadnia wprowadzenie pojecia natezenia (intensywnosci)
wyjscia ze statusu z powodu przyczyny j lub crude force of mortality jako?

) fa&(tvj)
P+t = 3 —F.(t) (1.1)

Natomiast catkowite natezenie (intensywnosé) wyjscia ze statusu definiujemy

jako
@ fa(t)

Fa)+t = 1— Fx<t>

Latwo zauwazy¢, ze zachodza nastepujace wlasnosci

N _ ()
Hidee = DMt (1.2)
j=1
()
P = e horide ds (1.3)
t .
tQé]) = / Sp(mT) lufi})-l—s ds, (1.4)
0
d g . o

Z powyzszych tozsamosci widzimy, ze znajomos¢ wszystkich intensywnosci
wyjscia ze statusu ,u%) o J = 1,...,m pozwala wyznaczy¢ takie charak-
terystyki jak tp;(,f), oraz tqg ). Co wiece] mozemy wyznaczy¢ taczna gestosé
fa(t, ) przez

fa&(taj) = tpng) ILLE;?;})th . (16)
Dowody zostawiamy czytelnikowi do sprawdzenia w zadaniu 1.3. Wskazowka
niech bedzie nastepujacy przykilad z dwoma ryzykami.

Przyklad 1.1 Rozpatrzmy dwuopcyjny model dla (z)-latka w ktorym

W _ @ _
i, =001, p, =002,

x [

dla wszystkich ¢ > 0. Pokazemy jak z tych danych mozna policzy¢ taczna
gestosé f.(t, 7). Wpierw obliczamy

(n _ @ 2 _
Hila)e = Hig)4e T Higjye = 0.03,

2¢rude hazard rate
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skad, korzystajac z (1.3)
i) = =003t

Teraz (1.5) daje dla t > 0

0.01e7%9 dla j=1,

fm(tuj) = { 0.02 670.0315’ dla] =92, (17>

Bedziemy mowi¢, ze spelniona jest hipoteza jednorodnej populacji dla
modelu na wiele ryzyk (HJP(™) jesli
PI‘(T:B St,Jij) IPI‘(TO—.’ESt,JO:j|T0 >.T),
dla wszystkich j = 1,...,m, z,t > 0. Oczywiscie wtedy T spelnia HJP z
rozdziatu II1, tzn. zaleznosé (I11.2.1), poniewaz
Pr(T, >t) = 1-Y Pr(T, <t J,=j)
j=1
= 1= Pr(Ty—z <t Jo=j|Ty > )
j=1

= Pr(Ty —z > t|To > z).

Przy zatozeniu HJP(") mamy

/”LE:Z:})H = :ugsj-i)-tv (18>
al), = el (1.9)

Wprowadza sie obciety czas do wyjscia ze statusu K, = |T,|. Funkcja praw-
dopodobieristwa w konwencji aktuarialnej zapisujemy

° k‘qg(gj) = Pr(K, =k, J, = j) — prawdopodobieristwo wyjscia ze statusu
z powodu ryzyka j jesli catkowita liczba ukoniczonych lat wynosi j (j =
0,...).

Niech x bedzie catkowite. Bedziemy mowili, ze jest spelniona hipoteza agre-
gacji dla modelu wieloopcyjnego (HA™)) dla jedli

Pr(K,=kJ,=7)=Pr(Ko—z=k,Jo=j|Ky>z),
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dlak=0,1,...,5=1,...,m. Zalozenie HA™ dla (K,, J,) pociaga zalozenie
HA dla K, z rozdziatu 111, to znaczy zaleznos¢ (I11.2.11), poniewaz

j=1

= Y Pr(Ky—x =k Jo=jlK, > )
=1

= PI'(KO — T = l{}|K0 Z .T)

Przy zatozeniu HA(™ mozemy korzystaé z zaleznosci

Pr(K, =k, J,=j) = " qgk, (1.10)
w0 = p0pm (1.11)

Dodajmy, ze bez zatozenia HA() | w powyzszych zaleznosciach wystepuja
prawdopodobieristwa warunkowe sygnalizowane nawiasem [x] w odpowied-
nim indeksie. Zwr6émy tez uwage, ze w bloku III oznaczen pominieto in-
deks 1.

1.2 Hipotezy interpolacyjne

Omoéwimy teraz dwie podstawowe hipotezy interpolacyjne dla modelu na
wiele ryzyk. Niech x bedzie caltkowite. Podobnie jak w sekcji I11.3.1 powiemy,
ze rozkltad (T, J,) spelnia hipoteze jednostajnosci dla modelu wieloopcyjnego
(piszemy HUY) ) Jegli HUV) dla wszystkich j = 1,...,m to piszemy HU”.
jeslidlan=0,1...

wrid® = (1= ) g 4w rg?,  0<u<l.  (L12)

W szczegbdlnym przypadku, dla n = 0 mamy wiec interpolacje

WG =ug? 0<u<1. (1.13)
Rownosé (1.12) implikuje oczywiscie, sumujac stronami po j = 1,...,m,

(1)

n+udy ™

:(1_u) nly +Un+1q,(f), 0<ux<l1

co jest rownowazne (II1.3.1). Zatem HU dla (T, J,) pociaga HU dla 7.
Mozna tez udowodnié¢ nastepujacy odpowiednik wzoru (II1.3.2).
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Fakt 1.2 Przy zatozeniu HU™ mamy

(4) (4)
o Taln ] +n
H [z]+n+u — (ry
[z]+n

> (1.14)

l-u q [z]+n

l—u+4+up
Dowaod pozostawiamy czytelnikowi jako zadanie 1.8.

Analogicznie do HCFM z paragrafu 111.3.2 powiemy, ze rozktad (75, J,)
spelnia hipoteze statego natezenia wyjscia ze statusu (HOFMY) ), Jedli HCFMO)
dla wszystkich j = 1,...,n to piszemy HCFM() jesli

'ug:})JrnJru = Mfi])Jrn’ 0 S u < 1’

dlan=20,1,...15 = 1,...,m. Oczywiscie HCFM" dla (T, J,) pociaga
HCFM dla T, ponadto mamy nastepujaca zaleznosc.

Fakt 1.3 Przy zatozeniu HCFM™

)
W9 = muﬁﬁ 0<u<l.

T

Dowéd  Zalozenia faktu pociggaja oczywiscie fiz)4q = pp dla 0 < u < 1.
Dalej mamy dla 0 < wu < 1

w?==/nﬁ@ﬁ&
0
= / tpg—) /’Lfi})-l’-t dt
0
ZM?/tﬁ“ﬂ
0

() pu
luil? T T
0

I
()

_ B )

G

xT
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1.3 Model ryzyk konkurujacych

Punktem wyjscia jest zadany rozktad f,(¢,j) w modelu na wiele ryzyk roz-
patrywanym w sekcji 1. W wielu wypadkach mozna taki model w sposob
naturalny zaprezentowaé¢ w terminach ryzyk konkurujacych, chociaz od razu
zauwazmy, ze z rozwazan ponizej zobaczymy, ze model ryzyk konkurujacych
mozna matematycznie zdefiniowaé¢ zawsze. Dla kazdego ryzyka z osobna j
niech 7' bedzie czasem do wystapienia tego ryzyka. Ustalmy ryzyko j dla
ktorego zdefiniujemy stowarzyszony model na jedno ryzyko przez napisanie
wzoru ma ogon dystrybuanty

o O
Pr(T/0) > 1) = ¢ ot & 4 >, (1.15)
gdzie ,ug})ﬂ (j = 1,...,m) jest natezeniem wyjscia ze statusu z powodu ryzyk

J zdefiniowanego w (1.1). Uzyjemy oznaczenia minarg;(a;) na okreslenie ar-
gumentu j dla ktorego a; przyjmuje warto$¢ minimalna (w naszym przy-
padku z prawdopodobieristwem 1 nie bedzie niejednoznacznosci). Okreslmy
(T, J.) wzorami

T, = min T.0) (1.16)
j=1,...m
J, = minarg T, (1.17)
Jj=1,...m
Pokazemy teraz jak okresli¢ rozktad T. ;;(1), T om) aby (T}, J,) miat rozktad

fx(t, 7). Jesli to sie uda to otrzymamy reprezentacje w postaci ryzyk konkuru-
jacych |associated single decrement model|. Bedziemy dalej postulowaé aby
T. ;;(1), oo T o (m) byly niezalezne oraz z ogonem dystrybuanty 7. ) danym
przez (1.15). 3

Jest to pewien teoretyczny model zwiazany z rozkladem zmiennych (7, J,)
czasu i przyczyny wyjscia ze statusu, w ktorym do kazdej z m przyczyny
przypisany jest pewien (fikcyjny) czas jej trwania. Dystrybuanty 729 i ich
dopetienia majg swoje tradycyjne oznaczenia aktuarialne

P = PHI > 1) =1 - ).

Zauwazmy tez, ze tp;(‘j ) niekoniecznie zmierza do zera gdy t — o0, co 0z-
nacza, ze zmienne Y moga przyjmowaé¢ wartosci nieskoriczone (z praw-
dopodobienstwem 1—exp(— fooo ,ugj ]) s ds); proponujemy czytelnikowi to sprawdzi¢

3konkurujacy — wspolistniejacych
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przez skonstruowanie odpowiedniego przyktadu.)? Wielkosé tq/m(j ) bedziemy
nazywali absolutnym wskaznikiem wychodzenia ze statusu z przyczyny (ryzyka)
J lub tez prawdopodobieristwem netto wyjscia ze statusu z przyczyny (ryzyka)
j.

Aby udowodni¢, ze rzeczywiscie (T, J,) maja rozklad f,(¢,j) bedziemy
potrzebowaé nastepujacy lemat. Dowdd jego jest podobny do dowodu przy-
padku gdy m = 2, ktéry bedzie podany w sekeji 1.5.

Lemat 1.4 Niech (T, J,) bedzie okreslony przy pomocy (1.16)—~(1.17). Wtedy
t
Pt <t g =)= [ £ ][]l ds
’ s
gdzie £ (t) = =2 p9 jest gestosciq T'V).

Fakt 1.5 Wektor losowy (T, J,) okreslony przy pomocy (1.16)—(1.17) ma
taczng gestosé fu(t,j)) = qPr(Te <t,J; = j)

Dowdd 7 lematu 1.4 oraz (1.15) mamy
¢ () s, g s (GRS
Pr(T, <t J,=j) = / N[i}ﬂe_ 0 Hal4v e Jo Zet g 4o v ds
0

t .
N /0 'ugi})Jrs Sp($T) ds .

Teraz korzystajac z (1.5) widzimy, ze taczna gestosé
Cor, <t,7, = )
T Ly >0, Jp =
dt J

jeSt fm(taj) O

W swietle powyzszego faktu, na zmienne T mozna patrzec jak na konku-
rujgce ze sobg niezalezne czasy do wyjscia ze statusu z powodu danej przy-
czyny. Wygrywajaca, to znaczy najmniejsza, z tych zmiennych okresla wtas-
ciwy czas wyjscia T, i opcje J,. Zalozenie niezaleznosci zmiennych losowych
jest jednakze problematyczne i powinno wynika¢ z analizy konkretnego mod-
elu.

Odnotujmy kilka prostych wtasnosci.

4Dac zadanie.
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Fakt 1.6
27 = T wY, (1.18)
j=1
AL 2} (1.19)

Dowdd Udowodnimy jedynie (1.19) pozostawiajac (1.18) czytelnikowi. Mamy
tp;;( 7 > = tpg)a t>0
skad
tq/m(j) = /Ot Sp;:(j)/"bg;})_i_s ds > /0 ) M[x]+s ds = ¢ .

O

Dla modelu stowarzyszonego dla ryzyka j mozemy zdefiniowaé¢ hipotezy
HJP i HA jak w podrozdziale I11.2, ktore bedziemy oznacza¢ HJP') i HA'(G)
a jesli hipotezy sa prawdziwe dla j = 1,...,n to piszemy odpowiednio
HJP' i HA'. Podobnie mozemy zdefiniowaé hipotezy interpolacyjne HU @),
HCFM'Y) oraz jesli sa odpowiednio prawdziwe dla wszystkich j = 1,...,m
to HU', i HCFM'.

Teraz zajmiemy si¢ ogélnym modelem konkurujgcych ryzyk. Rozwazmy
rodzine modeli stowarzyszonych z przyszlymi czasami zycia Ty, j = 1,...,m,
dla j-tego modelu z dystrybunata jak w (1.15). Dalej nie bedziemy bedziemy
zaktadac, ze przyszte czasy zycia T. () ooy (m) sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi. Pokazemy teraz jak zmienne (Tm(] ), j=1,...,m) wiaza sie z ory-
ginalnym czasem i przyczyna wyjscia ze statusu.

Podamy teraz jeszcze jeden zwiazek pomiedzy stowarzyszonym modelem
a wyjsciowym modelem na wiele ryzyk, zachodzacy przy zalozeniu jednej z
hipotez interpolacyjnych.

Fakt 1.7 Przy zatozeniv HUT lub HCFM™ zachodzi

0 = 8P o), (1.20)

log pa

dlaj=1,....m, jesli tylko wszystkie pS > 0.
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Dowdd wynika z dwu pomocniczych zaleznosci (1.37) i (1.38), ktorych
wyprowadzenie zostawiamy czytelnikowi jako zadanie 1.9 posytajac odpowied-
nio s lub r do 1.

Zauwazmy, ze ze pg) # 1 jesli tylko wszystkie p;(j )

> (. mianowicie

1,.(7) 1.3)
p = e bt = Te Jo s ds <,
j
O

(1)

()45 ds = oo, to wcale nie

Jak juz zauwazyliSmy ze zawsze mamy fooo 1
musi by¢

/0 Mf;fﬂ ds =00, j=1,...,m, (1.21)

chociaz przynajmniej raz tak musi by¢; da¢ przyktady!

1.4 Problem nieidentyfikowalno$ci modelu

Statystycy zajmujacy sie analiza modeli przezycia zauwazyli nastepujacy
problem dotyczacy nieidentyfikalnosci. Jak zwykle f,(t,7) oznacza taczna
gestosc

T, = min T, J, = minarg TY. (1.22)

Jj=L...m j=1,...m

Przy zalozeniu niezaleznosci przez

Slm(y17 ot 7ym) = Pr(Tf;'(l) > y17 A 7T:;(m) > ym)
= s1(y1) - 5i(Um),

oznaczamy taczna funkcje przezycia dla zmiennych T;(j ). gdzie

. _ Y5 (G)
s(])(yj) =51.m(0,...,yj,...,0) =€ 07 Hizjedt.

Przypomnijmy, ze wtedy dla j =1,...,m

27 = Pr( min TP > ) = st 1)
J=1,....m
folt ) = st Ond), .

Rozwazymy teraz model (1.22) bez zalozenia niezaleznosci zmiennych
Tx(l), . ,Tx(m), o ktorych zaktadamy jedynie, ze ogon rozktadu brzegowego



ceexlviii ROZDZIAL X. UBEZPIECZENIA NA WIELE RYZYK

. .G — [ ,0) . o . S
zmiennej T, jest e 70 Mll+¢™ . Ogolna funkcje przezycia (tj. zalozenia
niezaleznosci — dla odréznienia taczng oznaczamy z %) zmiennych Tx(l), ceey T,
mamy

S1omUty oo Ym) = PT(T;;(U > Yty ,Tg;(m) > Ym)

Zauwazmy, ze
7O
STm<O7 e Ygy e ,O) = 15’ M[x?_’_tdt.
Pamietajac, ze T, z gestoscia f.(t,j) ma reprezentacje ([??7eq:model??])

mamy '
fot,§) = Pe(T9) € dt, T,%) > t;k # j).

Jesliby$my powtorzyli pomyst na intensywnosé wyjécia ze statusu z powodu
ryzyka j, to musimy zdefiniowaé

o P st T e an T > )
P+t Pr(T) > ¢, T8 > ¢) '

I tu wystepuje problem poniewaz bez zalozenia niezaleznosci s§ ,, # S1.m a
wiec musimy teraz zdefiniowa¢ Ponadto definiujemy

tpg) = Pr( min Tm(J) > t) = S;__m@, .. ,f}).

7j=1,...m

Zauwazmy jeszcze, 7e

Falt,§) = st _n(t... O,

Dla modelu zaleznych ryzyk konkurujacych mamy wiec dwa typy intensy-
wnosci: ug]) ¢ - surowa [crude| oraz ,u/[i]]zrt — netto [net]. W przypadku nieza-
leznych ryzyk pojecia te pokrywaja sie. To mozna samemu pokazaé jako
proste ¢wiczenie.

Przez identyfikowalno$c rozumie sie, ze znajomosé gestosci f(t, 7) dlat >
0,7 = 1,...,m implikuje znajomos¢ tacznego rozktadu S§ , (v1, ..., Ym) zmi-
ennych Tm,(i), o T m), Niestety to nie jest prawda. Mamy bowiem nastepu-
jace twierdzenie: Tsiatitis, A. (1975) A nonidentifiability aspect of competit-
ing risks. Proc. Nat. Acad. Sci. USA, 72, 20-22. oraz Crowder, M.
Identifiability crises in competing risks.International Statistical Review, 62,
379-391.
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Twierdzenie 1.8 PrzypusSémy, ze dane ]est gestos¢ f.(t,j) dla pewnego

(J))

modelu ryzyk konkurujgcych (1.22), gdzie (T: sq zalezne. Wtedy istm’eje

jedyny model ryzyk konkurujgcych dla gestosci f(t,7) z niezaleznymi (T (j))

Jest to oczywiste pomewaz znajomosé {fx(t j):t>0,j=1,...,m} jest
réwnowazna znajomosci {u[ ]) i t>0,5=1,...,m}. Wynika to z réwnosci
(1.6) i poprzedzajacych (1.2) 1 (1.3) .

1.5 Przypadek m = 2, 3.

Rozwazymy teraz przypadki z dwoma lub trzema ryzykami, dla ktérych po-
damy kilka wzorow. Ponadto tez, aby unikngc rachunkéw na rozkladach
utomnych, chwilowo przyjmiemy zaltozenie (1.21). Wychodzimy od dwoch
niezaleznych modeli stowarzyszonych; Tm/(j ) jest przyszlym czasem zycia z

intensywnoscia ,ufi})ﬁ, (j = 1,2). Postulatem jest, ze

T, = min(T,V,T.®), (1.23)
1 jesli Tx( ) < T;(Q),
J = v (1.24)
2 jesli T2¥ < 1,V.
Stad mamy p.?) = fo ) dla j = 1,2. Oczywiscie taczny

rozklad wektora (Tx(l),T;( ) zadany Jest przez Pr(T;(l) > 5, T2 > t) =
sp;g(l)tp;@). To jest rownowazne podaniu dystrybuanty dwuwymiarowej; pa-
trz zadanie 1.1.

W dalszej czedci potrzebny bedzie specjalny przypadek lematu 1.4 Jesli
niezalezne ciggle zmienne losowe X 1Y'; gdzie X ma gestosc fx (t) oraz Fy jest
dystrybuanta Y to korzystajac z wzoru na prawdopodobienstwo catkowite

piszemy

PrX <t,X<Y) = / Pr(X <t, X <Y|X =2) fx(z)dz
0

t

Pr(t < Y|X =2) fx(z)dx

(1= Fy(2)) fx(z)dz

I
/
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Korzystajac z zalozenia niezaleznosci i wprowadzonych oznaczenn mamy
AP =PI <110 < TE)

t
’ 1 ’
= / D0 pi o p ) ds (1.25)
0

A = PrI® <67 < TO)

t
! 2 /
= / spm(Z):uEx})Jrsspx(l) ds ) (126)
0

oraz z formuty wlaczania-wylaczania (tj. wzory (IX.1.11) z m = 2)

" = Pr(TW <tlub TP <t)
)+ g — gl 1g? (1.27)

Teraz skorzystamy z tego, ze mamy tylko dwa ryzyka i zatézmy, ze obow-
iazuje HU'™)| tzn., ze dla j = 1,2

i = (1= 1) 2 +u gV, 0<u<l. (1.28)

mamy HU @),

Fakt 1.9 Przy zatozeniv HU (7

¢V = ¢Wa - 54, (1.29)
/ 1 !
@ = ¢P01-54"). (1.30)

Dowéd  Przypomnijmy, ze przy zatozeniu HU' ) mamy dla j = 1,21 0 <
t<1

D0 = ),

tp/mj /’L[l'}-l’-t
co wynika z (II1.3.2) oraz

G = tqO
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co wynika z (I11.3.4). Teraz

! 1 i
¢ = / 20l PP ds
0
1
! 1 !
= / DOu (1 - @) ds
0
1 / /
= / Qx(l)(]' - S qx(Q))ds
0
, 1,
Podobnie pokazujemy drugie réwnanie. =

W przypadku m = 3 mozemy przeprowadzi¢ analogiczna rozumowanie z
oraz
1 jesli Ty < min(T?, T
Jr=14 2 jesli T2 < min(T", T
3 jesli 72 < min(TV, 7)),

gdzie Tm(l), i1 s3 niezaleznymi zmiennymi losowymi, z intensywnos-

ciami odpowiednio ME]) o ug]) o uﬁ’]) ¢ Lauwazmy, ze ze wzgledu na ciaglosc

zmiennych TS), Tf), ¥ w definicji J, nie musimy si¢ martwi¢ co si¢ dzieje
jesli TV =179, Bedziemy potrzebowaé odpowiednika wzoru (1.25): poniewaz

Pr(s < mm(Tf), Tm(‘?’))) = p? sp;;(g)

xT

wiec
Y = P <, 7Y < min(T,?, T.))
= /0 t 20 P ds (1.31)
Fakt 1.10 Przy zatozeniu HU ")
¢V = ¢M1- %(q;@) +¢¥) + %q;@) 7). (1.32)
@ = ¢P0a- %(q;(” + ¢ %) + %q;(” 0.?) (1.33)
@ = ¢®1- %(q;(” +¢P) + %q;(” 7). (1.34)
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Dowdd Korzystajac z wzoru (1.31) mamy

t
’ 1 ’ ’
¢tV = / 20, 2 P ds
0

1
= [ a0 sg®)a s d®) as
0

/ 1 ! ! 1 ! !
= 0= 50+ )+ 3474
Podobnie pokazujemy drugie i trzecie réwnanie. ]

Oczywiscie mozna rozwiaza¢ uktad rownar (1.29),(1.32) lub (1.32)—(1.34)
i wyznaczy¢ prawdopodobieristwa q/m(j ). Mozna podobne uktady rownan
utozy¢ tez dla wyzszych m. Rozwiazania te maja wicksze znaczenie w statystyce
medycznej niz w zastosowaniach aktuarialnych. Rozpatruje si¢ wymieranie
hipotetycznej populacji, w ktorej $mier¢ nastepuje z powodu jednej konkret-
nej choroby. Jest to zwigzane ze starym pytaniem, postawionym przez Farra
w 1875 roku, ktory pytal: Jaki bytby efekt na oczekiwana dtugosé zycia gdyby
udato si¢ wyeliminowa¢ pewng chorobe. W ubezpieczeniach przewaznie do
wyznaczania sktadek potrzebujemy prawdopodobienstw qg(cj ).

Napisac Pr(T;;(l) <s, T.? < t) jesli znana jest funkcja Pr(T;;(l) > s, T.? >

).

1.6 Tablice na wiele ryzyk

Zagregowana, tablicg na wiele ryzyk lub wielopcyjng [multiple decrement ta-

bles| nazywamy ciag {(l,(f), v, ..., d,&m))}go:o, ktorego n-ty element sktada
sie z 1 + m liczb: lﬁf) i dg), J = 1,...,m, ktéore mozna zinterpretowac

jako, odpowiednio, liczbe cztonkéw kohorty na poczatku roku n, oraz liczby
os6b ktore ubyly z kohorty w okresie [n,n + 1) z opcja j (pordéwnaj in-
terpretacje ogoélnej TTZ z paragrafu I11.4.1). Oczywiscie wymaga si¢ aby
> e a9 =15 - 55;21- Formalnie, przy zalozeniu HA()| ciag ten jest
zwiazany z warunkowymi prawdopodobienstwami wyjscia n-latka ze statusu
przed uptywem roku k, z przyczyny j poprzez zaleznosci

n+k—1 d(])

pgW === L =0,1....
Iy
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Tablica 1.1: Fragment tablicy na dwa ryzyka.

P L A S A L I A
20 | 0.00136 | 0.0089596 | 0.0013539 | 0.0089535 | 10000 | 13.539 | 89.535
21 | 0.00136 | 0.0089596 9896.9

22 1 0.00136 | 0.0089596
23 | 0.00134 | 0.0089596
24 1 0.00138 | 0.0089596
25 | 0.00144 | 0.0089596

Uzywa si¢ tez czasami oznaczenia ydy) = Y7719 oraz d) = PR R,
W szczegolnoscei
d(] _ l (1) C]ﬁzj)a

W dodatku D podajemy przykladowa tablice na dwa ryzyka TSZ-PL99
(tablica D.8) bioraca pod uwage dwie przyczyny wyjscia ze statusu: $mierc
naturalng (j = 1) oraz $mier¢ wskutek nieszczesliwego wypadku (j = 2) dla
Polski w roku 1999.

Przyktad 1.11 Zbudujemy tablice na dwa ryzyka z powodu $mierci natu-
ralnej (1) i wypadku (2), przy zalozeniu hipotezy HJP™). Przyjmujemy, ze
z powodu ryzyka (1) kohorta wymiera zgodnie z tablica TTZ-PL97m, ktorej
odpowiedni fragment jest przytoczony w tablicy 1.1

i ,uéOH = 0.009, dla 0 < t < 10. Oznacza to, ze qm() =1—e000 =

0.0089596. Nastepnie obliczamy q(]) z rownan (1.29),(1.29). Proponujemy
czytelnikowi uzupetié tablice 1.1.

Przyktad 1.12 Przypus$cmy, ze rozpatrujamy populacje kobiet w pewnym
zakladzie pracy w przedziale wiekowym [50,60]. Przyjmujemy 4 przyczyny
odejscia z pracy: 1 - smier¢, 2 - zwolnienie sie, 3 - odejscie na emeryture.
Pomijamy przyczyne 4 - wyrzucenie z pracy. Dla przyczyny 1 przyjmu-
jemy tablice TTZ-PLI7k, z powodu przyczyny 2 pracownice odchodza ze
stala intensywnoscia p® = 0.03. Natomiast schemat odej$¢ na emery-
ture (]est nastepujacy. W wieku 55 lat odchodzi 20% a nastepnie wiemy,
ze M555 = 0.08, Méa)s = 0.07, /~L57)5 = 0.03, /~L58)5 = 0.02 /~L59)5 0.01.
W wieku 60 lat wszytkie pozostate przechodza na emeryture. Przyjmiemy
radiks lég) = 10000. Wtedy dla z = 50,...,54 mamy ¢ = q, gdzie ¢,
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jest Wziqte Z tablicy TTZ-PL97k, q;;Q (1 — exp(—0.03)) oraz q;;(g) = 0.
Liczymy q korzystajqc dla x =50, ...,54 z wzoréw (1.29),(1.30). Nastep-
nie obliczamy d(] = qéj ) w sposob sekwencyjny To Znaczy obliczamy d%)
ide dV) = l q50 , Sk@d Wyhczamy I, = l50 d d50 , itd. To daje lé?_ =
l50 — leo( l—i—d l+dx+z) Zauwazmy, ze ze wzgledu na specyfike zadania
funkcja i) jest nieciggta w = 55. Poniewaz na poczatku 55 roku zycia 20%
kobiet przechodzi na emeryture mamy lé? = O.SZ%),. Dalej bedziemy przyj-
mowa¢ hipoteze HCFM®) . Wtedy dla z = 55,...,60 mamy d;(l) = l:,)(OT)qm
gdzie ¢, jest wziete z tablicy TTZ-PLI7k, d? = ll(T)( — exp(—0.03)) oraz
dP = l;(T)(l — exp(—piz105)). Stad liczymy prawdopodobienstwa q(J) =
Nastepnie obliczamy ¢ korzystajac z wzorow (1.32)—(1.34) i w sposob sek-

wencyjny g, 157, itd.

Uwaga W teorii modelowania przezycia [survival models|, przy omawianiu
tablic na wiele ryzyk, uzywa sie nastepujacych oznaczen, réznigcych sie od
przyjetych w tej ksiazce. Mianowicie rozwazane funkcje jak ¢, poprzedzone
sa prefiksem a od all — w obecnosci wszystkich przyczyn. W szczegdlnodei,
dla x-latka

e (aq), = tq;gf) — prawdopodobieristwo $mierci do czasu t,

(a q)(] ) = qéj ) prawdopodobienstwo $mierci do czasu t z powodu

przyczyny j,

e (al), = 157 — oczekiwana liczba przezywajacych wiek x z poczatkowych
((ll)o,

(ad)y = d?,

(al) 9 lezba zyjacych w wieku x, ktorzy w przysztosci umra z powodu
przyczyny j.

d(al)+

o (ap)j)4t = _—(all)z ) (d;p) :
G _ 1 d@
b (aﬂ)[i]ﬂ T lahs (di« :

Natomiast wielko$ci w modelu stowarzyszonym oznaczane sg nastepujaco:
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e ¢ lub ¢, — prawdopodobienistwo $mierci w modelu stowarzyszonym

dla ryzyka j (u nas q/m(j )),

e [/ lub I;, - oczekiwana liczba przezywajacych w modelu stowarzys-
zonym dla ryzyka j.

1.7 Ryzyka specjalne

Dal utatwienia przyjmujemy, ze mamy m = 2 ryzyk. Rozwazmy (7, .J,)

zdefinowane przez (1.23) i naszym celem jest policzenie qél), q§32). Poprzednio

zaktadalidémy, ze wszystkie rozklady zmiennych stowarzyszonych T;(j )
)

maja
gestosé. Teraz przeanalizujemy sytuacje, gdy tylko Tm/(1 spelnia ten warunek
%) 1), podczas gdy T,?
moze przyjmowaé jedynie w odcinku [0, 1) tylko jedna wartos¢, powiedzmy
w 0 < k < 1 z prawdopodobieristwem v’ ?. A wiec

tj (a wiec ma dobrze zdefiniowana intensywnos¢ p

. 1 jesli t < k
P T U 1-/® Gedik<t<1.

Mozemy sobie wyobrazi¢ systuacje, gdy x-latek chce w najblizszym roku
wzia¢ udzial w jednodniowej imprezie o bardzo wysokim wysokim ryzyku
$mierci. A wice, ze przezyje (1 —1'?) x 100% z oséb bioracych w niej udziat
(uwazamy, ze dzien to jest punkt 0 < k < 1). Natomiast 7Y moze by¢ na
przyktad czasem do naturalnej $mierci. Ubezpieczenia tego typu nazywamy
specjalnymi.

Zastanowimy sie teraz jak obliczy¢ tablice na dwa ryzyka 15 oraz {d(ml), d;(,?)}
(x=0,1,...). W tym celu radzimy spojrze¢ na rys. 1.1.

Niech bedzie wiec dana tablica l;(i)t w stowarzyszonym modelu dla ryzyka
1-szego. Jest to oczywiscie funkcja ciggla. Kladziemy I = l;(l). Liczba
zmartych w odcinku [0, 1) z powodu ryzyka 1 wynosi

/ /(1 ’ (1 (1
d:(vl) = lm(l) - lx(-l-)k + (1 -V (2)>(lx(+)k - l:l:(Jr)l)

oraz z powodu przyczyny 2

! /(1
df) =V (Q)Zx(-l-)k :
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Rysunek 1.1: xxxxx

Dalej deZlemy zakladac hipoteze HU'® w wersji dla tablic, tj. ze mamy

lx(}rk =(1—k)ls By l{:lwJrl Podstawiajac powyzej otrzymujemy

—

dV = dW1 - D1 —k),

P = VOO + R,

xT

Stad po podzieleniu stronami przez 1Y otrzymujem
ymujemy

@) = ¢ -(1-kp?)
oraz
¢ = VO -k+kp?)
= vVOU—k+k(1- ¢Y) (1.35)
= v -k¢"). (1.36)

W szczegolnodei przyjmujac k = 0

¢ =v®, ¢V =qV1-v?),

przyjmujac k = 1/2

(1) —

@ _yoq_Lgmy o

oraz k=1
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Podobna analize mozna zrobi¢ jesli ryzyko 2-gie przyjmuje wiecej niz
jedng wartosé w przedziale [0, 1); patrz zad. 1.12.

Jesli ryzyko specjalne jest rosciagniete w czasie, na przyktad w odcinku
(k, k'], gdzie 0 < k < k' < 1 to wracamy do modelu standardowego. Przeanal-
izujemy go jednak z uwaga i zobaczymy jak on si¢ w przy pewnych zatoze-
niach redukuje do wczesniej omawianego ryzyka specjalnego. Przypusémy
teraz, ze mamy dwa ryzyka: 1 — jak wyzej oraz 2 — podwyzszone ze wzgledu
na udzial w imprezie w odcinku (k, k'], o ktorej to imprezie wiadomo, ze
przezywa ja jedynie 100 x (1 — '®) % bioracych udzial. Zakladajac, ze
W?/Padkl rozkladaj@ sie jednostajnie w czasie trwania imprezy, policzymy

oraz qx . 7 tredci przyktadu wnioskujemy, ze

1 jeslit < k
2P = 1-VOLE Gedli k<t < K

1—0/@  Geglik' <t<1.

Wtedy aby obliczy¢ qél) i q§;2). skorzystamy z wzorow:

1
i = [ ) s as

¢? = /‘f (s)pV ds |

gdzie f;(j ) jest gestoscia stowarzyszonej zmiennej losowej T;;(j ); patrz (1.25) i
(1.26). Teraz podstawiaja mamy

1
¢ = /ff(%@”d

K (1 (2 s—k ! 1
= / £ ds+/ fm()(l—y()k,_k)dst/, £ (s) ds
k k
/ ’ K s—k / k /
= / £, (s) dS—I/(2)/ k,_kds—l/(z) /, £.V(s) ds
0 k k

Przypusémy teraz, ze k' = k+hih | 0. Jedli f;(l)(s) ijest ograniczona w
0,1], to

’

Fos—k
d )
/k - s—=0
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Stad mamy dla matych A przyblizenie

) % g0 O )

i dalej zaktadaja¢ HUM) mamy dla matych h
o~ (1= (1= k@)
(2)

Zostawiamy czytelnikowi analize ¢, .

Zadania teoretyczne

1.1 Napisac Pr(Tm,(l) < s,Tm,(Z) < t) jesli znana jest funkcja Pr(T;;(l) >
s, T > t).

1.2 Opisaé¢ przy pomocy T, i J, dopelnienie zdarzenia {T, < t¢,J, = j}.
Zauwazy¢, ze ogblnie 1 — tqéj) # Pr(T, > t,J, = j). Czy znajac historie
zycia (x)-latka od chwili zawarcia umowy do czasu ¢ da sie rozstrzygnacé,
czy w jego przypadku zaszto zdarzenie { T, > t,J, = j }7 A zdarzenia
{T,<t,J, =5}, {T,>t}?

1.3 Udowodni¢ zwiazki (1.4)—(1.5).

1.4 Udowodnié¢, ze

‘ ()

. fx(taj) 'uert

Pr(J, = jIT. = 1) = S5 = =
v )+t

(Formalna definicja tego warunkowego prawdopodobienstwa, ktorego
warunek ma prawdopodobienstwo 0, wymaga aby byta to funkcja dwu
zmiennych j, ¢ spelniajaca

b
Pr(J, = ja < T, <b) = / Pr(J, — jIT, = ) £u(t) dt

dla kazdego j =1,...,m, 0 <a <b.)

1.5 Przypuécmy, ze HJP jest spelnione. Pokazaé, ze

(4)
lim 2 ()
hlgtl) — e

jesli t = x jest punktem ciagtosci funkeji fo(t, 7).
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1.6

1.7

1.8

1.9

1.10

1.11

1.12

Przy zalozeniu HJP(™ udowodni¢ zwigzki (1.8)—(1.9).

Udowodnié tozsamosé

. d(j)
() — = ()
tqm - d(T) th .

tWx

Wykazaé, ze przy zatozeniu HU() zachodzi (1.14).

Korzystajac z faktu 1.3 udowodni¢ przy zatozeniu HCFM(™)

e r;j)T;T)
P29 = () 0<s<1,0<r <1 (1.37)

Stad przechodzac z r — 1 mamy

/(]) _ (Sp(T)) Qa(cj)/qy)

Pokazaé¢, ze (1.38) jest rowniez prawdziwe przy HU(™) . Przeksztalcajac
udowodnié, ze

')
g =08 ) (1.39)
log ,pt”

Udowodni¢, ze przy zatozeniu HU' (™ mamy

(1)

' sy £2
tqy = = Qm(l)(t - q(2)_)7 0 S t S 17

T2
skad wywnioskowaé, ze HU(™) nie moze wtedy by¢ prawdziwa. Odwrot-
nie, pokazaé, ze jesli HU™ zachodzi to 77?77
(1)

. . . . . [:L']+S .
musi by¢ spelniony. Podaé¢ przyklad i intepretacje gdy (1.21) nie za-
chodzi.

Udowodnié, ze jesli T, jest skoniczone, to warunek fooo 0 ds =

W modelu z dwoma ryzykami, ryzyko 1-sze jest standardowe, ale 2-gie

takie, ze w modelu stowarzyszonym dla niego mamy Pr(T;;(z) =kj) =
yj(2), gdzie 0 < ky < ky < ... <k, oraz 1/1(2) + ...+ yn@)
prawdopodobieristwa qg ),

< 1. Policzy¢
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2 Przyklady ubezpieczen na kilka ryzyk

Przejdziemy teraz do obliczenn JSN dla ubezpieczen wieloopcyjnych. Rozwazmy
wiec ciaglte ubezpieczenie ptacace b(t, 7) jesli w chwili ¢ nastepuje wyjscie ze
statusu z przyczyny j, gdziet > 015 = 1,...,m. Jesli v jest czynnikiem
dyskonta, to OW tego ubezpieczenia wynosi Z = v1=b(T, J,), a JSN

W przypadku ubezpieczenia dyskretnego, w ktérym naste¢puje wyplata by41 ;
na koniec roku k, jesli wyjscie ze statusu nastapito w k-tym roku, z przyczyny
7, OW réwna jest Z = vt b 1y ;1 JSN wynosi

ZZ by wpl C][(i])+k (2.2)

j=1 k=0

Uwazny czytelnik z pewnoscia bedzie potrafit samodzielnie wyprowadzi¢ odpo-
wiednie wzory dla wieloopcyjnych odpowiednikéw ubezpieczenn rozwazanych

w rozdziale IV. Ograniczymy sie wigc tylko do rozwazenia kilku przyktadow.
5

Przyklad 2.1 Na zycie (50)-latka wystawiona jest 1 stycznia polisa roczna
wyplacajaca $wiadczenie $miertelne na koniec roku z rozréznieniem sumy
ubezpieczenia w przypadku $mierci podczas udziatu w pewnej konkretnej
bardzo niebezpiecznej imprezie (jako opcja 2) lub z innych powodéw (jako
opcja 1). Sumy ubezpieczenia wynosza odpowiednio: 50 000 dla opcji 1
i 100 000 dla opcji 2. Obliczymy JSN tego ubezpieczenia pr (y czynniku
dyskonta v = 0.95, jesli wiadomo jest, ze qéo) = 0.03166 oraz q50 = 0.195.
(W zadaniu 4.4 podajemy dane na podstawie ktorych wyliczono te praw-
dopodobienstwa.) Korzystajac z (2.2), JSN powyzszego ubezpieczenie mozna

5Dodaé¢: Zastanéwmy sie po co sprzedawaé jedno ubezpieczenia od wielu ryzyk zamiast
pojedyncze ubezpieczenia od poszczegblnych ryzyk. Obecna warto$é ubezpieczenia od
ryzyka j wynosi X; = v&«Flbp 1(J, = j) (j = 1,...,m). Zauwazmy, 7ze X = Z;.nle
jest OW od jednolitego ubezpieczenia na wiele ryzyk. Zauwazmy, ze JSN E X rowna sie
sumie JSN od ubezpieczen na pojedyncze ryzyko. Jednakze mozna pokazaé¢ podobnie
jak w ..., ze Var (X) < Z] 1 Var (X;). Oznacza, ze sprzedaz jednego produktu na wiele
ryzyk daje mniejsza wariancje amzeh sprzedaz niezaleznie poszczegdlnych ubezpieczen od
jednego ryzyka.
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wyliczy¢ nastepujaco

50 000w ¢y + 100 000v ¢ 7
= 50 000 - 0.95 - 0.195 + 100000 - 0.95 - 0.03166 = 12 270.

Przyklad 2.2 W bezterminowym ubezpieczeniu na zycie w razie inwalidztwa
(opcja 1) wyptaca sie 20 000 zt na koniec polrocza stwierdzenia ubytku oraz
w razie Smierci (opcja 2) 10 000 z na koniec roku $mierci. Wiadomo, ze
p), = 0021 4%, = 001 dla t > 0 (zakladamy HJP) oraz v = 0.95.
Przyjmujemy, ze z jest catkowite. JSN liczymy z nastepujacego rozszerzenia
wzoru (2.2)

A=20000 v®D2 L pn gl L +10000 o p g2
k=0 k=0

Poniewaz Mf,;’t = 0.02+0.01 = 0.03, wiec ;p{"”) = e=%93_ Ponadto 1/2qg(clJZt/2 =

_ _ 2 _
1 — e 002/2 _ 1 _ =001 jrqn qa(cht — 1 _ 001

W nastepnym przyktadzie wrocimy do renty wdowiej omawianej w przykta-
dzie 1X.2.10. Pokazemy jak ta rente zwiazana z niesymetrycznym statusem
dla dwu o0s6b sprowadzi¢ mozna do pewnej formy ubezpieczenia wieloop-
cyjnego.

Przyktad 2.3 Rozpatrujemy dwa zycia (z) (np. maz) i (y) (odpowiednio,
zona). Niech ich przyszte czasy zycia T, T, beda niezalezne oraz zakladamy
dla nich hipotez¢ HJP. Chcemy wyliczy¢ JSN ciaglej renty wdowiej @y, o
intensywnosci 1 platnej od momentu $mierci z do $mierci y (zatem tylko
jesli T, < T,; por. przyktad 1X.2.10). Potraktujmy prawdopodobieristwa
$mierci oso6b (z) i (y) jako absolutne wskazniki wychodzenia ze statusu z
przyczyny, odpowiednio 1 i 2, w stowarzyszonym jednoopcyjnym modelu
wprowadzonym w paragrafie 1.3. Przyjmujemy wiec TV = T, oraz TyY =
T,. Zobaczmy, jakiemu modelowi dwuopcyjnemu odpowiada ten model sto-
warzyszony. Dzieki (1.16) 1 (1.17) mamy wiec moment wyjscia ze statusu
T, = min(T;,gl), TI(Z)) = T,., réwny momentowi pierwszej ze $mierci (z) i (y)
oraz opcje wyjscia J rowna 1 jesli () umrze wezesniej niz (y) oraz réwna 2
w przeciwnym wypadku. Latwo teraz zauwazy¢, ze JSN renty wdowiej ayy
jest rowna JSN ubezpieczenia w tym nowym modelu dwuopcyjnym (7', J),
jesli przyjac¢ nastepujace sumy ubezpieczenia: b(t,1) = a4 oraz b(t,2) = 0.
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Istotnie, w tym przypadku suma wyptacana jest wylacznie jest w momencie
$mierci (x), pod warunkiem, ze (y) jeszcze zyje, i rowna sie OWA dozywot-
niej renty dla (y), ktoéry w tym momencie ma juz y + ¢ lat. Aby skorzys-
ta¢ z (2.2) potrzeba jeszcze tylko policzy¢ taczna gestosé f(¢,5) dla naszego
modelu dwuopcyjnego (7, J). Zauwazmy, ze ,ugl) = fa]+ts ,u§2) = [fy]+t5
™ =W W = p,.. Stad, korzystajac z (1.5) mamy

. tPry Miz)+t dla j =1
f(t,5) = _
tPx:y My +t dla j = 2.

Ostatecznie wiec, (2.1) daje

Fzm|y = / Utdy+t tPx:y N[I]th dt. (23)
0

2.1 Model ogélny dyskretny; ré6wnanie rekurencyjne

Rozwazymy tutaj analogon modelu z podrozdziatu VII.1.1 z uwzglednieniem
wielu ryzyk. Jest to dyskretny model ubezpieczenia na wiele ryzyk dla (z)-
latka, terminowy na n lat z wyptata gdy ubezpieczony przezyje ten okres.
Ubezpieczenie z przysztym obcietym czasem zycia K, J,., zapewnia wyplate
sumy ubezpieczenia by ; jesli Smier¢ K, = k < n z przyczyny j oraz sume b,
jesli ubezpieczony przezyje okres n. Sktadki sa ptacone w sposob dyskretny
z gory w wysokosci Iy w przedziale [0, (n — 1) A K]
Jak tatwo zauwazy¢ (prospektywna) strata ;L dla tej ogélnej umowy

wynosi

0 jesli K, < k,

b, 1.0, TF(K, < n)

kL= +biv" (K, > n)

- Z]K:”‘é\(n_l) 07 —* jesii K, > k.

Niech V = E[,L|K, > k| oznacza rezerwe matematyczna sktadki ITy.
Definiujemy

l|q[(i})+k =Prk+1<T,<k+1+1,J,=j|T,. > k).
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Podobnie jak w dowodzie faktu VII.1.3 mozemy pokazaé

E LK, > K (2.5)
m n—k—1 n—k—1
=D Z N 1 T Z ! i
7j=1

Mozna udowodnié, ze rezerwa sktadki spetnia nastepujace wzor rekuren-
cyjny Thielego.

Fakt 2.4 Mamy ,,YV =0 oraz dla0 <k <n

WA =00 by q[(i})% + g1V pg})%), (2.6)

J=1

Dowod Zauwazmy najpierw, ze

(1) () ()
Pk W a]+b+1 = U )4k (2.7)
poniewaz

() (4)
Do)k llq[£]+k+1

= Pr(T,>k+ 1T, >k)Pr(k+1+1<T, <k+1+2,J,=4|T, > k+1)
Pr(T, >k + 1) Pr(k+1+1<T, <k+1+2,J, =j)

Pr(T, > k) Pr(T, > k+1)
Prik+14+1<T, <k+1+2J,=7)
- Pr(T, > k)
l+1|q[(£])+k'
Ponadto
n— kpfa:])jtk pfm])jtkn (k+1)pg})+k+1 (2.8)
oraz
l+1pfx])+k pfg])jtk lpfg])+k+1 (2.9)

Przepisujemy (2.5)
E[xL|K, > kK]

m n—k—1

Zbk—l—l,j 0|q[w]+k Hk+z Z bsiy1 vttt z\q[$]+k+b* T kpf;])%

1
1

]:
k—
Z Hk—HU lp[gg]_HrC

=1

n—



ceelxiv ROZDZIAL X. UBEZPIECZENIA NA WIELE RYZYK

skad
kV+Hk
m n—k—1
= Zbkﬂa 0\q[x1+k+z Z R L ”q[(;]+k+b* ey %pf;ﬁk
j=1 Jj=1 I=1
n—k—
Z I o' o 1)+1PE;})+/§>
m n—(k+1)—
= Zbk-i-l,J 0\Q[m]+k+z Z bk+1+l+17jv - l+1\q[(i])+k+b:z”n_(k+l)"—’“pg})+k
7j=1
—(k+1)—1
— Z 10" IPE;})M)-
1=0

Teraz nalezy skorzysta¢ z (2.7) (2.8) i (2.9) oraz z tego, ze O‘q[(g])+k = q[(i})Jrk

eV + 1
U(Z br+1,5 q[(i])%
j=1
n—(k+1)—1
JFPE;})M( Z bk+1+l+17jvl+1 z|q[(i])+k+1 + b;'l}n_(k—H)nf(k+1)p§;])+k+1
1=0
n—(k+1)—1
— Z Hk+1+zvl lpg;})+k+1>>
1=0
b - () Vv (1)
v( k1,5 Qigj4k T k1 p[a:Hk)’ .
j=1
i dowod rekrurencji jest skoriczony. ]

Rozpatrzmy nastepujace ubezpieczenie na dozycie w ktoérym ubezpiec-
zony ma mozliwos¢ wycofania sie i zabrania ze soba 100%w, rezerwy w chwili
7 jesli wycofanie nastapito w chwili j. Do analizy tego modelu uzywamy
nastepujacy model na dwa ryzyka: 1 — Smieré¢, 2 — wycofanie. Korzysé w
chwili £ jest wyplacana w wysokosci by a jesli ubezpieczony dozyje n wt-
edy otrzymuje b;. Rozklad przyszlego obcietego czasu zycia dany jest przez
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TTZ T, z prawdopodobienistwami przezycia i $mierci odpowiednio py i ¢,
(x = 0,1,...). Przyjmujemy, ze jest spetniona hipoteza HA. Przyjmujemy
qg) =, oraz Ze prawdopodobienistwo wycofania sie (x)-latka w przeciagu

roku wynosi qm . Sktadke netto oraz rezerwe tej sktadki bedziemy oznaczali
przez 11} i zV* Mamy

(0 jesli K, < k,

(szJrvizﬂLlfkl(Jx — 1)_'_

L =
g Fwi, 1 K VOVEIR (T, = 2)1(K, < n)
+b50" (K, > n)
[ — S i jesli K, > k.
skad mamy
E[:L|K, > K]
n—k—1 n—k—1

2
Z b0t l\q[x])+k+l+ Z Wtk V0 l\q[(x])+k+z

n—k—1
* n—k
b, 0" kp[z]+k‘ Z I, o' JP

Dla takiego modelu mozemy pokaza¢ w sposoéb podobny jak wczesniej, ze
spetniona jest rekurencja Thielego:

Fakt 2.5 Diak=0,...,n—1
Vw + Hw — 'U(b (1) + w Vw (2) + Vw (T) ) (2 10)
k k k1 Q) 4k k+1l k+1V g T k1Y Plgjqr)- :
Przypomnikmy, ze pg}) =1 q[(l}) k q[(m] +x W nastepujacym wniosku roz-
patujemy sytuacje, gdy w momencie wycofania cata rezerwa jest zwracana.
To znaczy, ze wy = 1. Poréwnamy skladke netto II} i rezerwe tej skladki
VY ze sktadka netto 11 i rezerwa tej sktadki pV obhczonych w modelu na

jedno ryzyko z prawdopodobienstwami $mierci q[l} k=0,...,n. Wtedy
rezerwa ;) spelnia rekurencje Thielego

VA = v gy + sV (1= gil). (2.11)

+h
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Whniosek 2.6 Niech II}], 11}, bedg odpowiednio sktadkamsi netto. Jesl 11} >
Iy, lub 1) < Il dla wszystkich k, to 1)) = 11 oraz V¥ = V dla wszystkich
k. W szczegolnosci jesli sktadki Il oraz 11y sq state, to teza wniosku zachodzi.

Dowdd Odejmujac rezerwe 1V z (2.11) od rezerwy V" w modelu z réwnania
([?? e.npr.rekur3.D??]) otrzymujemy

Xip=Zp+v(l— gy, )Xk, k=0,....n—1
gdzie Xy = V¥ — V1 Z = —(1I}Y — 1) lub rownowaznie
Xk:Zk+Up[x}+ka+1a k:O77n_1

Biorac pod uwagge, ze X,, = 0 (bo V" =,V = b}), rozwiazujac rekurencje

mamy
n—l

X = Z Uj+1Zn—j n—l—jPx]+-

j=1
Ze wzgledu na zalozenie, ze sktadka jest netto, tzn. Xy = 0, mamy II}Y = I,
ktore pociaga V" = V dla wszystkich k. O

Przyklad 2.7 Rozpatrzymy ubezpieczenie na zycie. Bedziemy przyjmowac
n =3, x = 25, Il = II, b; = 10000 oraz w; = w oraz, ze dana jest
nastepujaca tablica 2.1 na dwa ryzyka.

Tablica 2.1: Tablica na 2 ryzyka

T 1) dWV d?
24 | 97526 33 102
25 | 97391 35 105
26 | 97251 37 110
27 | 97104 39 115
28 | 96950 39 122
29 | 96789 42 126

Gdybysmy rozwazali klasyczny model ubezpieczenia na zycie, to do obliczen
musimy wykorzysta¢ tabelke:
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Tablica 2.2: Tablica na jedno ryzyko

T lz d,
25 | 97391 35
26 | 97356 37
27 | 97319 39
Wtedy
10000
OWA benefitow = 3 0 (vd25 + v?dag + v3d27) =10.2761
25

IT
OWA skladki = l_ (l25 + ’Ul26 + 1)2l27) = 2.8515I1.
25

z robwnania réwnowaznosci otrzymujemy II = 3.6038.

Zaanalizujemy teraz przypadek gdy w = 0 czyli wycofujacy nie otrzymuje
nic. Wtedy

1000
OWA benefitow = 10000 (vd%) + deglﬁ) + v?’d;)) = 10.2761
I
, I @ @ 20
OWA skladii. =~ (z25 ol o 527) — 11 % 2.7985.
25

Podstawiajac dane z tablicy 2.1 z rownania réwnowaznosci otrzymujemy
IT = 3.6720.
2. Przypadek gdy w = 1 czyli wycofujacy zabiera calg zgromadzona rezerwe
sktadki netto. Okazuje sie, ze w tym przypadku korzystajac z rozwazan
wezesniejszych (patrz rekurencja (2.11), ze xV = 10000,V: . A wiec 1V =

25:3
0.1998 i 5V = 0.2033 Wtedy

OWA benefitow
10000
= 0 (vd%) + deSG) + v?’dg?)
25
100001 Ve, 100005 Ve, 100003V,
(71) 25.3Ud§25)+ (72) 2kf>.§|z]2d§26)jL (73) 25:3]
L L L

vdy?
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OWA skladki = A5 (157 + vify) + 2457,

Podstawiajac dane z tablicy 2.1 z r6wnania réwnowaznosci otrzymujemy
I =
3.

2.2 Model ogélny ciggly; rownanie r6zniczkowe Thielego.

Rozwazymy tutaj analogon modelu z podrozdziatu VII.1.1 z uwzglednieniem
wielu ryzyk. Jest to ciagly ogélny model ubezpieczenia na wiele ryzyk dla
(x)-latka, terminowy na n lat z wyptata gdy ubezpieczony przezyje ten okres.
Ubezpieczenie z przysztym czasem zycia T}, zapewnia wyplate sumy ubez-
pieczenia b(t, j) jesli $mier¢ nastapi w chwili ¢ < n z przyczyny j oraz sume
b jedli przezyje. Sktadki sa ptacone w sposob ciagly z intensywnoscia I1(¢)
w przedziale [0,n A T,].

Jak tatwo zauwazy¢ (prospektywna) strata ;L dla tej ogodlnej umowy

wynosi
.

0 jesli T, < t,
W(Ty, J,) o= "1(T, < n)
L= (T, > ) (2.12)
z/\N u— © 1e
- L7 H(u)v =" du jesli T, > t.

Niech ;V = E[,L|T, > t] oznacza rezerwe matematyczna sktadki I1(#).
Mozna udowodnié, ze rezerwa sktadki spetnia nastepujace rownanie rézniczkowe
Thielego.

Fakt 2.8 Jesli funkcje b(t,j), j =1,...,m, 11(t), ,u%)ﬁ sq ciggle, to

I

d,

—TI(t) + 6,V + zm:(tv —b(t, )., (2.13)

J=1

o

t

Ponadto, |V jest jedynym rozwigzaniem powyziszego réwnania z warunkiem
brzegowym ,)V = b},.

Rownanie (2.13) mozemy przepisa¢ w nastepujacy sposob:

v - 5N ) — V)l
=1
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i stad mozemy odczytaé jego prosta interpretacje. Mianowicie na przyrost
rezerw sklada si¢ skladka plus procent z konta na ktérym trzymamy rez-
erwe pomniejszone o straty — b(t, j) — ¢V ktore nastepuja z intensywnoscia
()
2]+t L _

Z rownania (2.13) mamy, ze sktadke mozemy rozbi¢ I = II5(¢) 4 II"(¢) na
czesSe

odpowiednio p

_ d,V _
IF(t)=———-9
( ) dt tvu
ktora mozemy nazwaé sktadkq oszczednosciowq, oraz
(1) = > (b(t. ) = Vg,
j=1

ktorag mozemy nazwaé sktadkq na ryzyko.
Rozpatrzmy model ubezpieczenia ogélnego na n lat z podrozdziatu VII.1.1
z oznaczeniami jak tamze. Rezerwa optacana sktadke netto II(t) spelnia
roOwnanie rézniczkowego Thielego
dy

- T1(t) 4 (8 4 paga)e) Y — O(t) i) e -

Wykorzystamy ten model do analizy ubezpieczenia z mozliwoscia wykupu
(wycofania si¢ przez ubezpieczonego). Zalozmy, ze ta polisa gwarantuje
mozliwos¢ wycofania sie z wartoscig wykupu (wykupowq) wysokosci w(t) pro-
cent rezerwy.® Bedziemy analizowaé jak to wplynie na sktadke netto i rezerwe
za pomocg modelu na dwa ryzyka. A wiec $mier¢ bedzie ryzykiem 1 a wyco-
fanie bedzie ryzykiem 2. Intensywnosé¢ u[ml]) 4t = Hfz]+t Jest rowna natezeniu
$miertelnosci (z)-latka, natomiast ,u%) 4 Jest intensywnoscia wycofania sig
w chwili . Wtedy mamy nastepujace réwnanie rézniczkowe Thielego gdy
ubezpieczenie jest oplacane sktadks netto w wysokosci IV 7

%
dt
Przyklad 2.9 Rozpatrzmy ubezpieczenie na zycie na n lat, ptatne w mo-

mencie Smierci, na sume ubezpieczenia b optacone sktadka netto ze stata in-
tensywnoscig. Ubezpieczony moze wycofaé sie w kazdym momencie i dostaé

=T(8) + 0 V" + (VY = b)) payee + (V" —w(t) V)i, - (2.14)

[

SDac komentarz; patrz Stroinski str. 9/168
~ "Oznaczamy, sktadke i rezerwe w rozszerzonym systemie na dwa ryzyka przez ITV(t) i

VAN
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w momencie zerwania w% swojej rezerwy netto ;V* . Przyjmujemy, ze wyco-
fanie nastepuje ze stala intensywnoscia v. Niech przyszty czas zycia T, ma
stale natezenie $mierci piy)4, = p oraz przyjmujemy natezenie stopy pro-
centowej 0. Znajdziemy skladke netto i rezerwe sktadki. Rezerwa spelnia
rownanie rézniczkowe

d, V"
dt

= D+6 V" + (V" —bpu+ (V' —w - V).
lub inaczej

d V"

i (L wp) V= T -

Mnozac przez exp(—(p + 0 + (1 — w)v)t) otrzymujemy

de—(uto+(1-wpw) Pv
dt

= e*(u+5+(lfw)V)(ﬁw — bp),
skad pamictajac, ze (V" = 0 otrzymujemy

t
e*(,qu(er(lfw)l/)ttT}w _ (Hw_b'u>/ e*(,quéJr(lfw)u)s ds
0

= (ﬁw — bp)aym
= ﬁwdx:ﬂ — bAl .
x:l

gdzie A,  oraz a,.3 sa policzone przy natezeniu stopy procentowej @(d 4+ (1 —
z:t

w)v)
Stad otrzymujemy podstawiajac ¢ = n i pamietajac, ze ,V =0

w

C Gen@(6 + (1 — w)v)

Zauwazmy, ze jesli w = 1, to sktadka netto IT*¥ odpowiada skladce netto
obliczonej w modelu bez uwzglednienia wykupu polisy. To zjawisko bedziemy
bada¢ dla ogolniejszego modelu za chwile.

W nastepujacym fakcie zajmiemy sie przypadkiem gdy w(t) = 1.

8Dobrze by byto zrobié¢ wykres jako funkcja od w.
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Fakt 2.10 Zalozmy, ze [TV (t) > I1(¢) lub 11V (t) < II(t). Wtedy IT¥(¢) = I1(¢)
oraz V' = V.

Dowdd Odejmujac rezerwe ¢V z (2.13) od rezerwy ;1" w modelu z ryzykiem
dodatkowym ryzykiem wycofania sie otrzymujemy

d

X0 =T (@) = T10) + (6 + ) X (1),

gdzie X (t) = V" —;V. Mnozac powyzsze przez czynnik exp(—(5t— fo 2)+s ds))
i podstawiajac Z(t) = X (t) exp(—(dt — fo Pal+s ds)) mamy, ze Z(t) spehna
rownanie

th (1) = (ITV(t) — T(t))e~CHfo wares d9),

skad otrzymujemy, korzystajac z warunkow brzegowych X (n) = Z(n) = 0,
ze

/ (T1¥(5) — TI(s))e ™ 4py ds, 0<t<n.
t

Teraz skorzystamy z zatozenia, ze sktadki IT}", IT; maja by¢ netto tzn. Z(0)=0:

/ (IT¥(¢) — T (t))e ™ ypp,ds =0 .
0
Stad II}Y — II; = 0, co pociaga t]_/W — t]_/ = 0.

O

Whniosek 2.11 Jesli polisa jest ptacona ze statq intensywnoscig, odpowiednio
I 4 II, to 1TV =1I.

9

Zadania teoretyczne

2.1 Pokaza¢, ze przy zalozeniu hipotezy HU, JSN A w ciaglym ubez-
pieczeniu wieloopcyjnym réwna sie

A=) ok + 1 )l ¢,

7=1 k=0

9Dac zadanie: Dolaczyc wydatki 3(t) i pokazac, ze ...; Bowers et al str.
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gdzie
1
bk +1,7) :/ b(k +u,7)(1+4)'"" du.
0
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3 Omoéwienie oznaczen
Lista podstawowych symboli, to jest z bloku I (patrz rys. 1.2.1), uzywanych w

tym rozdziale przedstawiona jest w tablicy 3.1. Tablica 3.2 zestawia niektore
indeksy wystepujace przy tych podstawowych symbolach.

Tablica 3.1: Zasadnicze symbole dotyczace ubezpieczen wieloopcyjnych

zasadniczy symbol opis

q prawdopodobienstwo wyjécia ze statusu w pewnym
przedziale czasu

P prawdopodobienistwo przetrwania w statusie przez
pewien okresu czasu

W natezenie wyjscia ze statusu

d srednia liczba wychodzacych ze statusu w pewnym
przedziale czasu

[ srednia liczba pozostajacych w statusie w pewnym
przedziale czasu

A JSN ubezpieczenia
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Tablica 3.2: Grupy znakéw w blokach II, ITI, IV, V, VI

blok | grupy znakow opis przyktad

x; 21 wiek osoby, (x)-latek Pz} 3G21

[z] +n;[21] + 3 | n lat po selekcji w wieku [], | ljg]4n; 5PP21)43
prawdopodobienstwo warunk-

owe
@. n, b czas dla ktoérego zasadniczy | ,pu, 5Pp0)+3
symbol jest obliczony
. L )
(7) numer opcji wyjscia, Qs
(1) wyjscie bez wzgledu na opcje, 3p(2T1)
(") stowarzyszony model jednoop- 3p;;(j )
cyjny

Uwagi bibliograficzne Obszerny material dotyczacy tablic trwania zy-
cia na wiele ryzyk wraz z cala teoriag statystyczna mozna znalez¢ w ksigzce
R.Eland-Johnson i N. Johnson (1980). W literaturze anglojezycznej pisze sie
o ubezpieczeniach dekrementowych. Podstawowe wiadomosci mozna znalezé
w Gerberze (1997), wiecej w Bowersie et al (1996). Obszerny przeglad metod
dotyczacych modeli na wiele ryzyk wraz z wnioskowaniem statystycznym
mozna znalez¢é w pracach A.S. Macdonalda (1996A,1996B).
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4 Zadania

4.1

4.2

4.3

4.4

W nastepujacym fragmencie tablicy szkodowosci dla obu plci tacznie
TSZ-PL99 z dodatku dla = = 50, ..., 54 uzupetni¢ brakujace kolumny.

T 1 T a0 ] ¢®@ qél) qf) qg)
50 | 91708 | 661 | 85
51 | 90961 | 656 | 85
52 190221 | 650 | 84
53 | 89487 | 645 | 83
54 | 88759 | 640 | 83
95 | 88037 | 991 | 80

Korzystajac z tej tablicy policzy¢ kpég), dla k = 2,3,4, qué), z‘qé?. Ile
wynosi [Z,7

Na podstawie tablicy 2.1 zamieszczonej w przyktadzie 2.7 obliczy¢ (i)
prawdopodobienistwo zgonu w ciggu roku z powodu przyczyny 1 w
wieku 24 lat, (ii) prawdopodobienstwo, ze (25)-latek umrze w ciagu
roku z dowolej przyczyny, (iii) prawdopodobienstwo, ze (26)-latek um-
rze w ciggu dwoch lat z powodu przyczyny 2.

(Numeryczne) Na podstawie tablicy 2.1 zamieszczonej w przyktadzie

2.7 wykona¢ tablice 1Y dla modeli stowarzyszonych dla jednego ryzyka
dla poszczegdlnych ryzyk 7 = 1,2. Wsk. Nalezy przyja¢ dla kazdego j
z osobna arbitralnie np. Z;Ef) = 100000, obliczy¢ q;(j) i na tej podstawie
A, Stad LY itd.

[EdA13.04.2002] Osoba, ktora 1 stycznia konczy 50 lat, nalezaca do
populacji de Moivre’a z granicznym wiekiem 80 lat bedzie 1 pazdziernika
uczestniczyta wraz z grupa os6b w krotkotrwalej imprezie (ekstremalny
sport), ktora przezywa 90 % uczestnikow. Obliczy¢ qéé) i qég), gdzie 1

oznacza $mieré¢ naturalng, a 2 $émier¢ podczas wspomnianej imprezy.

1092.02.2016
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4.5

4.6

4.7

4.8

Tablica 4.1: Tablica dla ryzyka 7 w modelu stowarzyszonym.

T l;(j) d;«(j)
24 | 100000
25
26
27
28

29

Obliczy¢ o ile procent wzro$nie sktadka na ubezpieczenie jednoroczne
dla osoby, koniczacej 1 stycznia 40 lat, planujacej 1 pazdziernika uczest-
niczy¢ wraz z grupa osob w krotkotrwatej imprezie (ekstremalny sport),
ktorg przezywa 90 % uczestnikow. Przyjaé czas rozkltad przyszlego
czasu zycia tej osoby jest dany przez TTZ-PL97m oraz i = 3%. Z
polisy jest wyplacona suma ubezpieczenia 1 jedynie z powodu $mierci
nie bedacej nastepstwem branie udzialtu w imprezie.

Osoba, ktora 1 stycznia koniczy 50 lat, nalezaca do populacji de Moivre’a
z granicznym wiekiem 80 lat bedzie 1 lipca oraz 1 pazdziernika uczest-
niczyta wraz z grupa osoéb w krotkotrwatych imprezach (ekstremalny
sport), kazda z nich przezywa 80 % uczestnikow. Obliczy¢ qé(l)) i qég),
gdzie 1 oznacza Smier¢ naturalna, a 2 Smieré¢ podczas wspomnianej

imprezy.

Rozwazmy ubezpieczenie od $mierci, ktorej natezenie jest state i réwne
0.05 oraz od nieszczesliwego wypadku powodujacego trwate kalectwo,
ktorego natezenie wystapienia rowna si¢ 0.01. W chwili $mierci wypta-
cona jest suma ubezpieczenia 1, natomiast od momentu inwalidztwa az
do $mierci placona jest ciggla renta z intensywnoscig 1. Obliczy¢ JSN.

Dla 1000 os6b w wieku 25 lat obliczy¢ oczekiwana liczbe osob ktore
umra w przeciagu roku z powodu przyczyny 1. Réwniez policzy¢ oczeki-
wang liczbe osob, ktére przezywszy pierwszy rok umra w nastepnym
z powodu przyczyny 1. Obliczenia przeprowadzi¢ dla dwuszkodowej
tablicy 2.1.
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4.9 Odejscia z pracy moga by¢ z dwoch powodéw: Smier¢ (1) lub zmiana
pracy (2). Zmiana pracy moze nastepowa¢ jedynie w dniu 1 pazdziernika.
Zaktadajac, ze w ciggu roku $miertelnosé jest jednostajna oraz TTZ-
PLm97 oraz z powodu zmiany pracy opuscza 5% pracownikéw, obliczy¢
prawdopodobienstwo qég), ze (50)-latek w ciagu roku przestanie pra-
cowacé (przyjac, ze 1 stycznia jest dniem urodzin pracownikow).

4.10 Przypuscmy, ze kQG(Q) =1—-02kdlak =1,...,4, oraz qg; = 0.01.
Obliczy¢ ¢t dla x = 60, . . ., 64 korzystajac ze wzorow (1.29),(1.30) lub
(1.39).

Zadania dodatkowe

4.11 zadteor.8D.propor Zalézmy, ze ,u%)ﬂ = aj,u ydla g = 1,...,m.
Pokazac, ze
() a; 20137 a5 =1
(ii) P’I‘(J =j)=a;dlaj=1,.
(111) tQm = Cth‘]x .
(iv) p

4.12 W modelu na dwa ryzyka obliczy¢ q gdy T'@ ma rozkltad wyklad-
niczy z parametrem p). Poréwnaé z aproksymacjami (1.29),(1.30).
W tym celu przyja¢ puY = 1 i zbadaé¢ réznice wyniku dokladnego z
aproksymowanym jak funkcje zmiennej ;).

4.13 [EdA14.10.2000] W modelu o dwdch ryzykach wspdtbieznych [double
(@ (@

decrement model[ niech ¢y, g’ oznaczaja odpowiednio prawdopodobienstwo

zajdcia zdazenia oraz natezenie zdarzenia w stowarzyszonym modelu
pojedynczego ryzyka [associated single decrement model]. Przyjmijmy
nastepujace oznaczenia: s —$mieré oraz n —$mier¢ w wyniku nieszczesli-
wego wypadku. Dane jest:

1. qg(f) = 0.6 oraz jest rownomiernie roztozone w ciggu roku,

2. 1, =0.04dla0<t<1.
Wyznacz sktadke netto za ubezpieczenie na okres 1 roku (bez uwzgled-

nienia oprocentowania) z ktorego w przypadku zajscia zdarzen objetych
umowa wyptacane sg nastepujace swiadczenia:
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4.14

4.15

4.16

— 1000 w przypadku $mierci naturalnej (zajscie zdarzenia s),

— 2000 w przypadku $mierci w wyniku wypadku (zajscie zdarzenia n).
Podaj najblizsza wartos¢. [Odp. (A) 133, (B) 134, (C) 135, (D) 136,
(E) 137.]

[EAA05.12.1998] Maz, obecnie w wieku x, ubezpiecza sie na wypadek
$mierci i na wypadek 1nwa11dztwa Natqzenla obu rodzajow szkodowosci
wynosza odpowiednio ™ +t = 0.015, ugﬁ = 0.005. Jesli maz zostanie
inwalidg, to nie ma szans na wyjscie z inwalidztwa i przechodzi do pod-

populacji o wyzszej $miertelnogci 1™ e ) = 0.04. Natezenie wymierania

kobiet wynosi u(ﬁt. Jesli maz umrze (nie bedac inwalida), to jego
zona, obecnie w wieku y, bedzie pobiera¢ dozywotnio rente ciagta z
intensywnogcia roczng P. Jesli natomiast maz zostanie inwalida, to do
konca zycia bedzie pobieral rente ciagla z intensywnoscia roczna 2P.
Maz ptaci sktadki w formie renty ciagtej z intensywnoscia roczna 7, az
do wystapienia jednego ze zdarzen: wlasnej $mierci, inwalidztwa lub
$mierci zony. Intensywnosé oprocentowania wynosi 6 = 0.05. Oblicz
7/P. Podaj najblizsza wartogé. |Odp. (A) 0.377, (B) 0.431, (C) 0.452,
(D) 0.486, (E) 0.547.]

[EdA26.10.1996] W ubezpieczeniu na zycie z terminem 20 lat $wiad-
czenie jest ptatne w momencie Smierci i wynosi:

(1) 1.50 zt, gdy przyczyna $mierci byt wypadek,

(2) 1z}, gdy Smier¢ spowodowala inna przyczyna.

Natezenie zgonéow wedtug obydwu przyczyn opisuja odpowiednio:

m _ ¢ 2) t

Hatt = @7 Mgt = 4_0
Wyznacz jednorazows sktadke netto za te polise przy zerowej stopie
procentowej. [Odp. (A) 1 —exp(=5), (B) 2(1 —exp(—20/3), (C) 3(1—
exp(—20/3)), (D) £(1 —exp(—25/3)), (E) 3(1 — exp(—25/3))]

Pokaza¢, ze jesli b(t) = 53 i Il jest stala intensywnoscia sktadki netto,
to ¥V = 5.1t

S|t

1174 Bowers et al, str. 253.



Rozdzial XI

Zarys teoril ubezpieczen
wielostanowych

12 Dotychezas mielismy do czynienia z prostymi polisami, w ktorych roz-
patruje sie d ubezpieczenie dla z-latka takie, ze po wystapieniu zdarzenie
(wyjscia ze statusu) jest wyptacone $wiadczenie i na tym ubezpieczenie sie
konczy. Istnieje jednakze potrzeba wyceny bardziej skomplikowanych ubez-
pieczen lub rent, gdy to czy jest ptacona sktadka, wyptacana renta lub ubez-
pieczenie zalezy od sytuacji w danej chwili, ktora dalej nazywamy stanem.
Przejscia pomiedzy stanami moga by¢ dozwolone lub zabronione w zaleznosci
od kontekstu zadania. Stany zmieniajg sie z czasem w trakcie ubezpieczenia.
Bedziemy na razie® zajmowaé sie tylko modelami ze skoniczona liczba stanéw,
ponumerowanymi od 0, 1, ..., m a przestrzen stanéw oznaczaé przez £. Oczy-
wiscie w konkretnych modelach jest tez mozliwe oznaczanie stanéw literami.
Przez J.(t), t > 0 bedziemy oznaczali przebieg zmian stanéw zyciowych z-
latka od chwili jego wejscia do systemu wraz ze zmiana parametru czasu t.
Parametr ¢ moze przebiega¢ na przyktad liczby nieujemne jak to jest wyzej,
moze by¢ z przedziatu [0, n] lub liczba nieujemna catkowita. Na przyktad dla
(z)-latka z maksymalnym czasem zycia osoby nowourodzonej w, mozemy roz-
patrywaé proces stanow zycia J,(t) z parametrem ¢ nalezacym do [0, w — z],

'Rozdzial przygotowany przez T. Rolskiego, stanowi w zamierzeniu rozdzial 10 ksiazki
Blaszezyszyna i TR (2004).

27.4.2016

3Na, przyktad w ubezpieczeniach chorobowych intensywnosc powrotu do aktywnosci
jest zalezna od wieku osoby w momencie zachorowania jak i od czasu od momentu za-
chorowania.

ceelxxix
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ale podobnie jak to byto w przypadku prawa smiertelnosci Makehama w mod-
elowaniu teoretycznym przyjmowac bedziemy czast > 0. W przypadku osoby
nowourodzonej (x = 0) lub modelu teoretycznego bedziemy pisaé¢ prosto J;.
Jesli J, = j, to oznacza ze w chwili ¢ Zycia osoba jest w stanie j. Smieré
jest tylko jednym ze stanéw i jesli nie rozrézniamy jej powodu przypisujemy
jej stan o numerze 0 lub litere D. Niestety nie ma mozliwosci deterministy-
cznego opisu zmian standéw w czasie zycia. Dlatego tez przyjmuje sie, ze J;
jest zmienng losowa dla kazdego t. Wtedy J;, t > 0 jest procesem stochasty-
cznym. A wiec przebieg procesu jest funkcja od zdarzenia elementarnego z
przestrzeni zdarzen elementarych. Jesli to zdarzenie elementarne ustalimy, to
wtedy ten przebieg, jako funkcja od t nazywa sie realizacjq procesu. Wszys-
tkie rysunki przebiegu zmian stanéw, ktore tu przedstawimy sa wiec realiza-
cjami.? Bedziemy zaktada¢, Ze realizacje sg kawaltkami stale, tj. z definicji °
ze skoriczona liczba skokéw w przedziatach skoniczonych prawostronnie ciggte
i z lewostronnymi granicami. Takie zatozenie jest mozliwe do przyjecia dla
procesow rozpatrywanych w tym rozdziale. Stan z ktorego nie ma wyjscia
nazywamy stanem pochtaniajgcym lub absorbujgcy. Zbior wszystkich stanow
absorbujacych oznaczamy przez &,.s. Pozostale stany nazywamy przechod-
nim® i oznaczamy je przez Eya. Stan $mierci — D jest oczywidcie stanem
pochlaniajacym.

Najlepiej bedzie jak rozpatrzymy na poczatku znane juz sytuacje ale w
nowym ujeciu. 7Z przyszlym czasem zycia T" = T, bedziemy wiaza¢ proces
stochastyczny

[0 jesli T, <t,
Jalt) = { 1 jesli T, > t. (0.1)

Ten model bedziemy zwali “aktywny—S$mier¢”, w skrocie AD. Réwnolegle
mozemy rozwazy¢ proces z czasem dyskretnym. Niech K = K, bedzie ob-
cietym przysztym czasem zycia (x)-latka. Wtedy definiujemy

(0 jesli K, < k,
Tial+r = { 1 jesli K, >k, (02)
k =0,1,.... W tym przyktadzie Es = {0}, Ewa = {1}. Na przyktad

ubezpieczenia/renty rozpatrywane w rozdzialach od 3 do 7 sa zwiazane z

4Trzeba da¢ jakis przykladowy przebieg realizacji. TR

5Jedli tylko uzywamy slowa “kawalkami” to bedzie oznaczaé, ze tych kawalkow jest
skonczona ilo$é¢ w skoriczonych przedziatach.

6A moze tranzytywnymi. TR
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przejsciem procesu J (t) ze stanu 1 do stanu 0. Natomiast co sie dzieje dalej
w wezesniejszych rozdziatach juz nas nie interesowato. Ten model bedziemy
nazywac¢ zycie — smieré. Jednakze istnieja polisy, z ktorych wyptaca sie
Swiadczenia po $mierci ubezpieczonego; patrz zadanie 7.3 gdzie rozpatruje
si¢ tzw. ubezpieczenie zaopatrzenia rodzinnego [family income insurance].

W przypadku wielu ryzyk j = 1,..., m rozwazamy 71, J, jak w rozdziale
X. Wprowadzamy proces J,(t) przyjmujacy wartosci 1,04, ..., 0,,, gdzie

1 jesli T, > ¢
01 jesli T, <t,J, =1
To(t) =4 0y jesiT, <t J, =2 (0.3)

0p jesi T, <t J,=m

W tym przyktadzie E,ps = {01, ...0 }

Celem tego rozdziatu jest przegladniecie poje¢ i metod zwiazanych z ubez-
pieczeniami opartych o przebieg zmian stanéw. Przykladem takich zmian
jest proces J(t) dla modelu “aktywny — niesprawny — $mier¢”, ktory bedzie
w skrocie oznaczony AID. W tym modelu stany sa “aktywny” (na przyktad
moze ptaci¢ sktadke), “niesprawny” (na przyklad nie moze ptaci¢ sktadki lub
nalezy mu sie renta) oraz “Smier¢”. Bedziemy tez oznaczaé te stany odpowied-

nio A, I oraz D lub odpowiednio 2,1 oraz 0. Bedziemy rozwaza¢ dwa typy
modelu AID

e bez uzdrowieniami, w ktérym jedynymi mozliwymi przejsciami sa z A
do I,z A do D, zIdo D; jest mozliwosci uzdrowien, tj. przejsé¢ ze stanu
inwalidztwa do uzdrowien; patrz schemat na rys. 0.1.

,u20

21 10

aktywny — 2 inwalida — 1 $mier¢ — 0

Rysunek 0.1: Schemat przej$¢ w ubezpieczeniu na zycie i inwalidztwo bez
uzdrowien
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aktywny — 2 inwalida -1 ——| $mier¢ — 0

-—

Rysunek 0.2: Schemat przejsc w ubezpieczeniu na zycie i inwalidztwo (AID)
z uzdrowieniami

e 7 uzdrowieniami, w ktorym dopuszcza sie tez mozliwosci uzdrowien, tj.
przejs$é ze stanu inwalidztwa do uzdrowien; patrz schemat na rys. 0.2.

Niech bedzie dany przebieg zmian stanow zycia J,(t), t > 0 dla (z)-latka.
Na tej bazie definiujemy proces

Iit) = 1 jedli w chwili t stan zycia jest ¢

=0 W przeciwnym razie
Przez N¥(t) bedziemy oznaczali inng wazna wielkos¢ liczaca wszystkie prze-
jscia ze stanu ¢ do j do czasu t; ¢ # j. Formalnie piszemy dla i # j

NI = Y UTels=) =i, Tuls) = j).
0<s<t
Zauwazmy, ze N (t) jako funkcja od ¢ jest niemalejaca, kawatkami stata, ze
skokami jednostkowymi. Takie funkcje odpowiadaja procesom punktowym
bez punktéw wielokrotnych. Bedziemy przyjmowaé, ze rozwazane procesy
punktowe sa bez punktéw wielokrotnych. Na bazie procesow [I'(t) oraz
N¥(t), t > 0 mozna wyrazi¢ wielkosci aktuarialne. 7
Rozwazmy teraz

E [NA([t, t + h])]
= BE[NA([t,t + n]; NM([t,t + b)) = 1] + E[N*([t, t + h); NA([t, t + R]) > 1].

"Mozemy tez zaadoptowaé w naturalny sposéb system notacji aktuarialnych do oz-
naczania prawdopodobienstw przejécia. Tak wiec przez p/ bedziemy oznaczali praw-
dopodobienstwo, ze (x)-latek bedac w stanie ¢ po czasie ¢t bedzie w stanie j. W szczegdl-
nosci picj oznacza prawdopodobienistwo, ze (x) latek bedac w stanie i po roku bedzie w
stanie j. Rowniez przez Spfi J4¢ Oznaczamy prawdopodobienistwo tego, ze wchodzac do
systemu jako (x)-latek bedac po czasie ¢ w stanie i jeszcze po czasie s bedzie w stanie j.
Zauwazmy, ze

Py = Pr(Ta(t +5) = j|Ta(t) = ) .
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Poniewaz N2 odpowiada procesowi punktowemu bez punktéw wielokrotnych
mamy
sup B [NAX([t, ¢+ s N[t ¢ + b)) > 1] = o(h),

a<t<b

ktore wydaje sie by¢ naturalnie w kontekscie zatozenia o skoriczonej liczbie
skokéw w skonczonych przedziatach. 7 tego zatozenia mamy natychmiast, ze
sup,<;<p Pr(NA([t,t + h]) > 1) = o(h), ktére w teorii proceséw punktowych
jest r_la_zywane pojedynczosciq. Natomiast

E [NAM([t, t + h]; NM([t, t + b)) = 1]
= Pr(Ju(t+h) =1,7:(t) = A) + o(h)
Pr(J.(t + h) =1|T:(t) = A, J,(0) = A)
Pr(J.(t) = A, J.(0) = A) + o(h)

Teraz przyjmujac Pr(J7,(0) = A) = 1 mamy
Pr(J,(t) = A, Jo(0) = A) = Pr(J,(t) = A|T(0) = p2A(0,1).
A wice
E [NA([t,t + h]] = p2(0,)Pr(To(t + h) = 1| T(t) = A).

Okazuje sie, ze przy rozsadnych zalozeniach , o ktorych bedzie troche pézniej,
mozemy zapisac

Pr(J,(t +h) = 1|7:(t) = A) = ' (t)h + o(h),
dla pewnej funkcji p,(t). Stad mieliby$my
E[N*(dt)] = p(0,) 3" (1) dt. (0.4)
Rozwazmy jeszcze raz

Pr(J.(t +h) =1|TJ.(t) = A, F),

lub w notacji tanicuchéw Markowa

P (t,t 4+ h) = Pr(Tp(t + s) = j|T(t) = 1) .
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gdzie F; jest pewnym zdarzeniem dotyczacym przebiegu realizacji J,.(s) w
przedziale [0,¢]. Na przyktad J,(0) =T lub jak dtugo przebywa w stanie A
przed chwila t. Wtedy mozemy sie pytac o

Pr(Ju(t +h) = 1|7.(t) = A, F) = 2" ()b + o(h),

gdzie tym razem p’t(t) zalezy od przebiegu realizacji J, do chwili ¢. Takie
intensywnosci wystepuja w ubezpieczeniach chorobowych.

Przyklad 0.1 Rozwazmy ubezpieczenie terminowe na n lat dla (x)-latka,
ktorego zycie podlega zmianom jak w modelu AID z uzdrowieniami. Stanami
wiec beda A, Toraz D (€ = {A, I, D}, Eua = {A, I}). Bedziemy przyjmowac,
co jest zreszta naturalne, ze w momencie wystawienia polisy ubezpieczony
jest w stanie A tzn. J,.(0) = A. Ponadto jesli w momencie ¢ jest przejscie ze
stanu A do I to jest wyptacane $wiadczenie w wysokosci b(t). Dla utatwienia
rozwazan przyjmijmy, ze funckcja b jest ciagla i ograniczona. W umowie
ubezpieczenia, jest on zwolniony z ptacenia sktadki w okresach inwalidztwa.
Jedli IT jest stala intensywnoscia sktadki, to OWA pobranych sktadek wynosi,
przy natezeniu stopy procentowej 0,

a* = ME] / ' e IR (t) dt]
= H/n e Pr(J,(t) = A|J.(0) = A) dt

. / et dt.
0

Zajmiemy si¢ teraz napisaniem wzoru na OW wyptaconych $wiadczen. Na-
jprosciej byloby wypisaé¢ wszystkie kolejne momenty 71/ < 75 < ... przejsc
procesu J,(t) z A do I. Wtedy OW tych wyplat wynositaby » .-, e
Z pewnych wzgledow jest wygodniejsze zapisanie OW swiadczeri przy uzyciu
catki Riemanna-Stieltjesa:

[ b0 At = i 3 b/ Nk 1)/6) = NG

0<k<nt
(0.5)
Stad OWA wyptaconych swiadczen wynosi

AN =B / " p(t)ett dANA()].
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Teraz biorac pod uwage (0.4), troche nieformalnie mozemy zapisa¢
A= [ hne 0,0 ar.
0

Stad mamy, ze jesli II jest sktadka netto, to musi by¢ spelnione réwnanie
réwnowaznosci

/ b(t)e % A A (t) dt — H/ e M dt =0,
0 0

MO A0, )
fon et pAA(0, ) dt '

Jak sie okaze procesy stochastyczne J,(t) z wzorow (0.1) i (0.3), sa
niejednorodnymi w czasie taricuchami Markowa; patrz przykitad 2.3 oraz
zadanie 7.4. Natomiast w zadaniu 7.5 proponujemy czytelnikowi udowod-
ni¢, ze jesi x = o1 = ... = xy, to J(t) z przykladu (7.1) jest rowniez
tanicuchem Markowa. Jest to jednym z powodéw, ze naturalnym narzedziem
do modelowania przebiegu stanéw zycia sa niejednorodne w czasie tancuchy
Markowa. W nastepnym podrozdziale przedstawimy zarys teorii tancuchow
Markowa, zaréwno w dyskretnym jak i w ciggltym czasie. 8 Uzycie tej teorii
wydaje sie naturalne, jesli przyjmiemy za naturalne uzycie metody ryzyk
konkurujacych? z rozdzialu X.1.3. Natomiast w podrozdziale 5 beda podane
rownania rekurencyjne i ukltady réwnan rézniczkowych Thielego dla polis
ubezpieczeniowo-rentowych zmieniajacych sie w zaleznosci od stanow.

1 FLancuchy Markowa i wielostanowe tablice tr-
wania zycia
Przedstawimy teraz zarys teorii niejednorodnych proceséw Markowa zaréwo

z czasem dyskretnym jak cigglym. W przypadku ogoélnej teorii bedziemy
uzywali ozanczen uzywanych w teorii procesow stochstycznych.

8Niektorzy autorzy przy rozpatrywaniu w czasie cigglym moéwia proces Markowa.
Ywspolzawodniczacych. TR
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1.1 FLancuchy Markowa w czasie dyskretnym

Przez macierz stochastyczng rozumie si¢ macierz P = (PV)3_, ktorej el-

ementy sa nieujemne i taka, ze Z;io P = 1 dla wszystkich i € £ =
{0,1,...} (skoniczona lub nieskoniczona). W zadaniu 7.4 polecamy czytel-
nikowi pokaza¢, ze iloczym macierzy stochastycznych jest macierza stochasty-
czna.'® Mowimy, ze ciag zmiennych losowych X, k = 0,1, ... jest faricuchem
Markowa zdefiniowanym przez rodzine macierzy stochastycznych zwanych
tutaj macierzami przejscia:tt P(k) = (PY(k))5_y, k = 0,1,..., jesli dla
dowolnego k = 1,2,..., oraz i,j,5, = 0,1,...

Pr(X(1) = ji,..., X(k) = j1| X (0) = jo) = PP (0)P792(1) ... Pi+=1ik(f—1).

(1.6)
JesliP(0) = P(1) = ..., to mamy przypadek taricucha jednorodnego w czasie.
Dla naszych celéw rzadko taki przypadek jest potrzebny, w odréznieniu od
wickszosci zastosowan, gdzie wystepuja prawie wylacznie jednorodne w czasie
laiicuchy Markowa.'?

Fakt 1.1
Pr(X, =jlXo=14) = Y PU(0)...P"Y(k—1)

J1seJk—1€E
= (P(O)P(1)...P(k—1))Y.
Fakt 1.2 Cigg zmiennych losowych jest tanicuchem Markowa zadanym przez
rodzine macierzy przejscia P(k), k = 0,1,... wtedy i tylko wtedy gdy dla
dowolnych i, j,ix, € € orazk =1,2,...
PI"(Xk = ]|X0 = jo,X1 = jl, v an—l = ’L)
= Pr(Xy=j|Xp1=14) =Pk —1). (1.7)
gesli tylko
PI(XOZjo,Xl Ijl,...,kalz’l’) >0. (18)
Dla k < k' definiujemy P(k, k') = P(k)P(k +1)...P(k' — 1). Mozemy
zauwazy¢, ze Pr(X (k) = j|X(k) = i) = (P(k)P(k+1)...P(k — 1))4.
Odpowiednik rodziny macierzy stochastycznych P(k, k") bedzie odgrywat
wazng role w teorii w czasie ciagtym.

0Bedziemy wykorzystywali notacje macierzowa. A wigc (P)Y = PY,
HPrzewaznie mowi sie o macierzach prawdopodobienistw przejscia.
12Wyjasni¢. TR
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Przyktad 1.3 Pokazemy, ze ciagg zmiennych losowych Jpu4x, £ = 0,1,. ..
zdefiniowany w (0.2) jest tancuchem Markowa i wyjasnimy role hipotezy
HA. Zauwazmy wpierw, ze ciag Jjo,.-.,jk_1,? musi byé¢ niemalejacy, bo w
przeciwnym razie warunek (1.8) nie jest speilniony. Biorac to pod uwage
piszemy: w przypadku i =1
PYEk=1)=Pr(Jwsr=UTe=1,..., Tpjsh1 = 1)
= Pr(Juj+r = UJw)+k-1=1) = pagsr—1 -

oraz
Pk —1) = Pr(Jwsr = 0|7:(0) = 1, .., Ty k-1 = 1)
= Pr(Jajsr = 0| Tajsi—1 = 1) = Qrajrn—1 -
W przypadku, gdy i = 0
Pk —1) = Pr(J(k) = 1|17.(0) = 1,..., To(k — 1) = 0)
= Pr(Jw4k = 1|Tja)4k-1=0) =0

oraz

POk —=1)=Pr(Jusr=0/Te = 1,..., Tpjsh1 = 1)
= Pr(Jujr = YTy 1k-1 = 0) = 1.

Stad mamy, ze macierz przejicia

Ph—1)=( 0
qQlz]+k—1  Pla]+k—1 '

2 Lancuchy Markowa w czasie cigglym

2.1 Definicja i podstawowe wlasnosci

Bedziemy mowié, ze proces stochastyczny X, t > 0 jest taricuchem Markowa
z czasem cigglym z przestrzenia stanow £, jesli dla dowolnego ciagu 0 =ty <
t1 < ... clag Xy = X(t), k = 0,1,... jest laricuchem Markowa z czasem
dyskretnym. Przy definicji taiicucha Markowa z czasem ciggtym X (t), gdzie
parametr czasowy nalezy do przedziatu 0 <t < y w definicji powyzej musimy
ograniczy¢ sie do 0 <ty <t; < ... <y.

Rozpatrzmy rodzine macierzy stochastycznych P(¢,t') = (P¥(t,t))
gdzie 0 < t < t', spelniajacych

1,j€E
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o P(t,t) =1 dla wszystkich ¢ > 0,
e dla wszystkich 0 <t < s <,

P(t,t') =P(t, s)P(s,t') . (2.9)

Kazda taka rodzina macierzy P(¢,t'), 0 < t < t' nazywa sie¢ macierzq
funkcji przejscia. Natomiast réownanie macierzowe (2.9) nazywa sie rdw-
naniem Chapmana—Kolmogorowa. Jesli P(0,y) = P(t,t + y), dla wszyst-
kich t,y > 0, to méwimy, ze tancuch Markowa jest jednorodnym w czasie
tanicuchem. Dla naszych celow potrzebne jednak beda niejednorodne w cza-
sie tancuchy Markowa i dlatego dalej nie bedziemy tego zaznaczali. Mozna
pokazac¢ nastepujacy fakt.

Fakt 2.1 Proces stochastyczny X (

t), t > 0 jest taricuchem Markowa jesli
istnieje macierz funkcji przejscia P(t

,t) <t<t
= Pt 1 )sz (tl,tg) PR (1) (2.10)

dlak:O,l,..., io,’il,...,ikeg, Ogtoggtk

Dowod zostawiamy czytelnikowi. Podobnie do faktu 1.2 mozemy udwod-
ni¢ nastepujace warunek réwnowazny.

Fakt 2.2 Proces stochastyczny X (t),t > 0 jest tancuchem Markowa wtedy i
tylko wtedy gdy istnieje macierz funkcji przejscia P(t,t'), 0 <t <t taka, Ze
dla wszystkich k > 1, ig,21,...,5. =0,1,....m 0 <ty < ... <y,

PI’(X(tk) = ’Lk | X(tk_l) = ik—la e ,X(tl) = ’il, X(to) = ZQ)
PUv (4 b)), (2.11)
jeél’l tylkO PI'(X(tkfl) = Z'kfl, Ce ,X(tl) = ’il, X(to) = Z(]) > 0.
Dowo6d podobny do dowodu faktu 1.2 zostawiamy czytelnikowi w zadaniu

4.3.

Przyktad 2.3 Niech T' = T{ bedzie przysztym czasem zycia osoby nowourod-
zonej i definiujemy proces J (¢ ) jak w (0.1). Bdeiemy zaktadac hipoteze HJP.
Przypomnijmy, ze Pr(T > z) = exp ( fo ds) Pokazemy, ze proces
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J(t) jest tancuchem Markowa. Mianowicie dla n > 1, ig,41,...,4, € {0,1} 1
g <ty <...<t,,
Pl"(Jtn == Zn | C(llj(tn_l) == in—la ceey C(llj(tl) == il, j(to) == ZQ)

jesli tylko Pr(J (tn—1) = in_1,...,J(t1) = i1, T (to) = i0) > 0 (to zanczy, ze
Jo, Je, - - . musi by¢ ciagiem zer i jedynek nierosnacy). Dalej mamy

Pr(j(tn) = Zn | j(tn—l) — in—l) - { tn*tn—lptn—l Zn B 1

tn*tn—lqtn—l Zn = 0

O macierzy funkcji przejscia bedziemy zaktadac:

|Z1] macierz funkcji przejscia P(t,t') jest ciaglta w ¢ dla wszystkich ¢, tj.
hmt/\LO I’(O7 t/> = I 1

1iIf1 P(t,t)=lmP({ t)=1. (2.13)
t't

1t

[Z2] poza zbiorem skoriczonym zbiorem N istnieje granica

_Pt,t)-1 . P, t)-1
— — = lim ——— . 14
S T S 240

Dla kompletnosci w punktach ¢ € N definiujemy wartosé¢ w(t) tak
aby funkcje m% byly prawostronnie ciggle z lewostronnymi granicami.
Prosto z definicji mozna pokazaé¢ nastepujacy fakt.

Fakt 2.4 Dlai # j, p(t) > 0, p(t) <0 oraz dlai € € orazt > 0,

> ui(t)=0. (2.15)
jee
Ponadto, jesli i € Eus jest stanem pochtaniajgcym, to p =0, j € £.

Bedziemy dalej pisaé

pi(e) = 30 (o)

J#i
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Rozpisana macierz intesywnoéci przejscia wyglada wiec nastepujaco: W dal-
szej czedci w przyktadach bedziemy numerowaé¢ wiersze i kolumny od m do
0:
—p0t)  pPt(E) ()
ptot) —pt(t) ptm ()
u(t) = : : :
proE) i) ()

Zauwazmy, ze w jezyku tancucha Markowa X (¢) mamy Pr(X(t 4+ h) #
i| X (t) = 1) = hp'(t) + o(h), jesli tylko t # N. Podobnie, dla i # j mamy
Pr(X(t+h)=j|X () =1) = hu(t) + o(h).

Funkcje p(t), t > 0 nazywa sie macierzq intensywnosci przejscia tancucha
Markowa X (t). Ze wzgledu na podzniejsze potrzeby bedziemy zaktadaé¢ nastepu-
jace wlasnosci macierzy intensywnosci przejscia:

(A.Q) p(t) jest kawatkami ciggla, przez co rozumiemy ktoéra w skoniczonych
przedzialach ma skoriczong liczba skokéw. Ponadto zakladamy, ze pu®
sg funkcjami lokalnie ograniczonymi. 2

Zalozenia (A.i) pozwalaja na udowodnienie w teorii procesow stochasty-
cznych, ze realizacje sa kawaltkami state, prawostronnie ciagte i z lewostron-
nymi granicami. do tego wrécimy w podrozdziale 2.2

Przyktad 2.5 Kontynuujac przyktad 2.3 znajdziemy macierz intesywnosci
p(t) dla procesu Markowa z (0.1). Bedziemy zakladac, ze funkcja gestosci
fz(t) jest kawatkami ciagta, skad mamy, ze intensywnos¢ $miertelnosci pu(t)
jest tez. Zauwazmy, ze korzystajac ze wzorow (II1.1.7) oraz (II1.1.14) mamy

PAP(t ) = Pr(Ty <t'|Ty>t) (2.16)
t/
= 1- exp(—/ Is ds) s (2.17)
t
dlat <.

Teraz dla t bedacych punktami ciagtosci p mamy

P 1) [ u(s)ds

vt t—1t t'—t  tI—t

= u(t).

13(Ai) dla i # j " |
Pi(tt+h
su —_—
a§t§b?h>0 h
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Podobnie mozemy pokazaé, ze

ult) = ( i) -t ) ’

dla wszystkich punktow ciagtosci ¢ funkeji p(t). W punktach nieciagtosci
t € N ktadziemy p = 0. Zauwazmy na koniec, ze wiersz zwigzany z stanem
pochtaniajacym 0 jest zerowy.

Ten przyktad jest ciekawy jeszcze z tego powodu, ze jesli dystrybuanta F'
nie ma gestosci, to widzimy, ze granice (2.14) moga by¢ zero, lub tez gubia
informacje.

Przyktad 2.6 Do modelowania teoretycznego problemoéw aktuarialnych
stosuje si¢ macierz intensywnosci Makehama, ktora ma wejscia u;’ = A+ Bd,
gdzie jak w podrozdziale 111.2.2 postuluje sie B >0, A> —-Bic> 1.

Przyktad 2.7 Rozwazmy teraz proces 7.1 zdefiniowany przez T, J,. z rozdzi-
atu X i przyjmujemy hipoteze HJP-D. Mozna pokazaé, ze macierz intensy-
wnosci przejécia

I ) )
W) ) )
(1) (1) (m)
I R L E R ™
0 0 . 0
= . . . . : (2.18)
0 0 . 0

Uwaga Naturalne w praktyce aktuarialnej jest przyjecie maksymalnego
czasu zycia. Wtedy dla (z)-latka proces stanow zycia J,(t) jest rozpatrywany
na [0,w — x|, co pociaga za soba aby do czasu w — z proces doszed} do stanu
pochlaniajacego. Zakladamy hipoteze HIJP-M ktora mowi, ze p, (t) = p(z+
t). W przypadku jedynego stanu pochlaniajacego 0 musi by¢ spetione!*

/ wi(t) dt = oo, j=1,...,m.

14Czy to wystarczy .TR
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Pozornie to si¢ ktoci z zatozeniem lokalnej ograniczonoéci, ale przez odpowied-
nig zamiane czasu (trik matematyczny), mozna model rozpatrywany w tym
podrozdziale sprowadzi¢ do analizy modelu na skonczonym przedziale czasu.

Twierdzenie 2.8 W punktach ciggtosci p(t) istniejg pochodne czgstkowe
9/ (0t)PY(t,t') oraz 0/ (O )PY(t, ') i funkcje przejscia spetniajq nastepujgcy
uktad rownan rozniczkowych:

aaP”tt =D OPY YY), t#EN (2.19)
t ke&
oraz
a P” L) = PR () U #N. (2.20)
ke&

Dowdd Niech h > 0 bedzie takie, ze t + h < t'. 7 (2.9) mamy

PI(t+h,t') = P(t,t') = PU(t 4 h,t') = > P*(t,t+h)P¥(t + h, 1)
ke€
PY(t+ R, t') (1= P(t,t+ h)) = > PRt e+ h)PM(t + b, i)
ki

Korzystajac z warunku ciagglosci [Z1] mamy

lim ™t (PY(t+ h,t') = PO(t 1) = = ™ ()P (L, 1)

e ke&
W ten sam sposob pokzuje sie,
lim h™t (PY(t — h,t') — P(t,t) k)P (Lt
i b (Pt =, t) - == L P D),
co dowodzi (2.19). Dowod (2.20) jest podobny. O

Rownania (2.19) i (2.20) sa nazywane odpowiednio retrospektywnym row-
naniem Kolmogorowa i prospektywnym réwnaniem Kolmogorowa.

Przyklad 2.9 Kontynuujemy przyktad 2.5 i dla modelu AD napiszemy
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prospektywny uktad réwnan Kolmogorowa

0
Sp ) = PR ) + PR )P (),
= —PM(t, 1)) (2:21)
0
sp ) = PR (E) + PR )PP (),
= PM(t,1)u() (2:22)
DPPNLE) = PPN () + PO (6 )P (),
= —PPMt, ) (2.23)
0
sp b ) = PPt ) uan(t) + PPU(t )PP ()
= PPAL)u(t) . (2.24)
Teraz musimy jeszcze napisa¢ warunki brzegowe
PM(t 1) =1 (2.25)
PAP(t 1) =0 (2.26)
PPA(t,t) =0 (2.27)
PPP(t 1) =1. (2.28)
Rozwiazujac pierwsze rownanie Kolmogorowa otrzymujemy
PM( ) = e Jred
Rozwiazujac trzecie rownanie Kolmogorowa otrzymujemy PPA(¢,¢) = 0.

Stad oczywiscie z czwartego mamy PPP(t,#') = 1. Zostawiamy czytelnikowi
aby pokazal, ze

PAP(t ) = 1 — e I o),

W notacji macierzowej mozemy réwnania (2.19),(2.20) zapisa¢ nastepu-
jaco:

SRt 1) = (1P 1) (2.29)
%P(t, ") =P(t,t)u(t) (2.30)

z warunkiem brzegowym P(¢,¢) = I dlat > 0. Po scatkowaniu tych rownania
otrzymujemy nastepujacy rezultat:
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Twierdzenie 2.10 Spetnione jest nastepujgce rownanie catkowe: P(t,t')

P(t,t) =1+ /tt, p(s)P(s,t')ds (2.31)

t/
Pt ) = T+ / P(t, 5)u(s) ds. (2.32)
t
dla wszystkich 0 <t < t'.

Mozna pokazaé, ze istnieje jedyna macierz funkeji przejscia P(t, t') rozwiazu-
jaca (2.31) i (2.32). Wynika¢ to bedzie z nastepujacego twierdzenia, ktore
podajemy bez dowodu.

Twierdzenie 2.11 Przy zatozeniach twierdzenia 2.10 mamy 0 < t < 1/,

0 ot ot/ ¢
P(t,t") :I—i-Z// / p(s1) ... p(sy)dsy . ..ds; (2.33)
n=1 t S1 Sn—1

lub

P(t, ) :I+i/ttl/:1.../tsnlp,(sn)...u(sl)dsn...dsl. (2.34)

Przyklad 2.12 Rozpatrzmy przypadek gdy macierz intensywnosci p(t) = A
jest stata. Wtedy z rownania (2.33) otrzymujemy

N (A1)
Pty =3 0L
1=0
Jest to tak zwana macierzowa funkcja wyktadnicza, a wiec
P(t’ t/) — eA(tlft).
Macierzowa funkcja wyktadnicza ma wtasnosé

eA(t/—t) _ (BA)(t’—t).

A wiecdla k=0,...10 <wu <1 mamy

Pk, k +u) = (P(k, k + )" . (2.35)
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Przyktad 2.13 Zalozmy, ze p(t) = p([t]), dla wszystkich ¢. To zalozenie
jest odpowiadajace hipotezie HCFM dla przypadku modelu wielostanowego.
Wtedy mamy dla 0 <u <1, 2,n=0,1,...

Pz,x+n+u) = Px,z+n)(Plx+n,xz+n+1))"; (2.36)

por. wzor (II1.3.10). Ponadto

i
L

P(z,x+n) =exp(— ) plz+k)); (2.37)

B
Il

por. wzor I111.3.9. Aby to pokaza¢, rozwazmy P (k, k + u) dla pewnego k =
0,1,.... Oczywiscie mamy

Plz,z+n+u)=Px,z+n)(Px+n,z+n+u));

Teraz korzystajac z przyktadu 2.12 mamy wzor (2.36). Zostawiamy czytel-
nikowi do pokazania wzor (2.37).

2.2 Spojrzenie na ewolucje lanncucha Markowa i dalsze
przyktady

Rozpatrzmy taricuach Markowa 7 (t) z zadana macierza intensywnosci prze-
jscia p(t). Zakladamy hipoteze HJP-M. Tutaj podamy opis ewolucji tego
procesu w czasie ciagglym. Wprowadza sie

P%(t, ") = Pr(proces jest w stanie 4 w odcinku [t,']|T () = ).
Korzystajac z pomystow z rozdziatu X, mozna pokazaé, ze
Pi(pt') = ¢~ I w0 ds,

Stad mamy, ze jesli proces w chwili x jest w stanie ¢ oraz T! jest czasem
wyjscia z tego stanu, to ta zmienna ma gestosé

p'(z +t) exp[— /Ht p'(s) ds]. (2.38)

Wzorem rozdzialu X wprowadzamy zmienng J:, ktéra jest numerem stanu

po wyjsciu ze stanu 7. Mozna pokaza¢, ze gestosc T¢, J! = j jest dana przez
07 T+t 4

p(x +t) exp[— [ p'(s) ds].
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Algorytm jest teraz nastepujacy. Jesli byl skok omawianego procesu w
chwili z to losujemy jego przyszly moment skoku i dokad skacze zgodnie z
rozktadem (2.38). Niech 79,79, ... beda kolejnymi momentami skokéw pro-
cesu calJ(t) oraz Z; = J(1j) bedzie stanem tuz po skoku (pamietajmy o
zalozeniu prawostronnej ciaglosci i granic z lewej strony). Pomiedzy skokami
proces J jest staly. Okazuje sie, ze ciag zmiennych losowych (75, Z;), j =
1,2,... jest taicuchem Markowa. Zauwazmy, ze ze wzgledu na kawatkami
ciagte realizacje, mamy J(7; — o) = Z;_;.

Zrobimy teraz kilka uwag dotyczacych realziacji procesu J.

Uwaga

1.7 algorytmu podanego na poczatku podrozdziatu na realizacje procesu J
widaé, ze przy naszym zalozeniu o lokalnej ograniczonosci w(t) realizacje
musza byé¢ kawatkami ciaglte i moga mie¢ tylko skoiniczona liczbe skokow w
skoniczonych przedziatach.

2. Jesdli i € Eaps to p15(t) = 0. Jesli proces do czasu w jest w Eupg to musi byé
spetnione

[ ids=ooiten
0

3 Procesy liczace zdefiniowane przez proces Markowa

3.1 Czas dyskretny

Zaczniemy od przypadku czasu dyskretnego. Niech X} bedzie tancuchem
Markowa. Definiujemy dwa procesy: dla ¢ # j

i 1 jesli w chwili k stan zycia jest ¢
710 W przeciwnym razie

7 _ 1 jesli w chwili k jest przejécie z i do j
E1 0 W przeciwnym razie

W jezyku indykatoréw mozemy to precyzyjnie zapisa¢ I = 1(X = i) oraz

I7 = 1(Xyq =10, Xj, = J).

Lemat 3.1 Niech Xo =i orazi # j. Jesli Y ;- |ck| < 00, to

[e.9] oo

ED) ali] =Y aP(0.k),

k=0 k=0
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oraz'®

E) alf]= ZCPWOk P9k —1).
k=1

Ciagiem liczacym przejscia z ¢ do j (w przypadku ciagltym bedzie to miato
sens gdy 7 # j) do czasu k nazywamy

k

ij _ Z ij

Nk — Il .
=1

3.2 Czas ciagtly

Rozpatrzmy teraz taiicuch Markowa X (t) w czasie ciagltym i niech dla i # j
bedziemy oznacza kolejne momenty 7,7 (I = 1,2,...) w ktorych proces X
skacze z ¢ do j. Zdefiniujemy teraz proces liczacy przejsécia z ¢ # j:

N (¢ 21 (m < 1), t>0.
=1

Lemat 3.2 Niech c(t) i p? 0 <t < n sq funkcjami kawatkami cigglymi (i
stad ograniczonymi). Niech X (0) = iy. Wtedy

B[ 10X =)t = [ c)P(0.1) .

oraz

B / U () 1(X (1) = i) AN (1)] = / (1) P 00) .

Dowdd — Zalozmy na chwile, ze funkcje ¢ i 7 sa ciagle. Bedziemy rozpa-
trywa¢ rodzine laricuchéw Markowa w czasie dyskretnym Xj(¢) = X (%),
k = 0,1,... z macierza przejscia (P;;(£))i%—;. Dowdd bedzie wynikal po

pokazaniu nastepujacych réwnosci:

lin § 32 k0P, = [ cOP OO A (339)

L—00 0
0<k<nl

157 astanowi¢ sie nad oznaczeniami



ceexceviiiROZDZIAE XI. ZARYS TEORII UBEZPIECZEN WIELOSTANOWYCH

lim ()" e(k/) Piyi(0, k /) Py (k /2, (k:+1)/€)—% > c(k/f)ﬂo,i(O,%)uZ)ZZO,

e 0<k<nl 0<k<nl
o o (3.40)
i S kLX) = 8 X((B+1)/0) =) = [ 010X() = 1) AN (),
0<k<nt 0
(3.41)

lim B [ Z c(k/OVX (k/0) =i, X((k+1)/0) = j)] = E[/On c()1(X(t) = i) AN (¢)].

L—00
0<k<nt

(3.42)

4 Dalsze przyklady

4.1 Czas dyskretny

Modele wielostanowe sa wykorzystne do analizy aktuarialnej ubezpieczen od
nisprawnosci (disability insurance). Punktem wyjscia jest model AID z ry-
sunku XI rozpatrywany w czasie dyskretnym. Jest to aproksymacja mod-
elu w czasie ciaglym. Jednym z probleméw zastosowan modelu ciaglego
jest brak danych, ktore pozwolityby na oszacowanie intensywnosci przejs-
cia miedzy stanami. Tutaj stany (jak na przyktad aktywny, niesprawny,
$mier¢) sa rozpatrywane jedynie a pewnych chwilach, na przyktad na koniec
roku. A wiec stany zycia osoby ktoéra ubezpieczyla sie w wieku xy w kole-
jnych latach (dla uproszczenia bedziemy przyjmowaé jako okres rok) beda
Tzos Teot1y Twgs2, - - - Przy analizie przeplywu pieniadza (cash flow) sto-
sujemy nastepujaca konwencje: w chwili = (czy wiek ) oznacza poczatek
(x — zo + 1) roku polisy. W naszym modelu J,,, Tooi1; T2, - -- bedzie
tanicuchem Markowa z stanami: A — aktywny, D — $mier¢ oraz stanami mod-
elujacym pobieranie benefitéw w zaleznosci od dhugosci ich pobierania.

Przyktad 4.1 Rozpatrzmy polise zyciowa od niesprawnosci, w ktorej benefit
jest wyplacany w zaleznosci od tego jak dtugo ubezpieczony jest sie w stanie
niesprawno$ci, z ograniczeniem ptatnosci do ¢ kolejnych lat. Po czasie ¢, bez
wzgledu na stan, $wiadczenie nie jest placone. Z stanu ¢ nie ma mozliwosci
powrotu to stanu aktywnosci A, mozna w nim jedynie pozostac lub przejsé do
D. Stany to A(=0),D(= ¢+1),1,2,...,c¢Niech Pr(J,11 = j| T = i) = p" ().
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Zgodnie w modelem wyrézniamy nastepujace prawdopdobienstwa przejscia.
Pozostate beda réwne zero, oprocz oczywiscie pPP(z) = 1.

Dlai=0,1,...,c—1

p"*(z) — prawdopodobienistwo reaktywacji do stanu A, lub pozostania w
stanie jesli 1 =A.

p»1(x) — prawdopodobienstwo pozostania niesprawnym na nastepny rok,
lub zostanie niesprawnym jesli w poprzednim roku byl aktywny i =A.

p“P(z) — prawdopodobienistwo $mierci z stanu i
dlaz=c

p®¢(x) — prawdopodobieristwo pozostania w stanie niesprawnosci,

p°P(z) — prawdopodobieristwo §mierci z stanu c.

Polisa przewiduje 3 terminy koncowe: xp — koncowy wiek wyptaty $wiad-
czenia, x; — konicowy wiek ubezpieczenia, xp — konicowy moment dla sktadek.
Oczywiscie xp < x; < rp. Moment xp jest oczywisty; po nim nie ma plat-
nosci sktadek, moment x; jest to ostatni moment kiedy mozna zaczaé¢ wypta-
caé benefi, ktéry musi by¢ zaprzestany albo w wieku xg lub reaktywacji lub
Smierci.

Przypu$émy, ze mamy nastepujace tablice dekrementowe dla kohorty
wielkosci If o I, r%,, dL,, t >0, gdzie

l;t — jest liczba o0s6b ktore staly sie niesprawne w wieku x i pozostaty
niesprawne w odcinku [z, z + ] (maleje wzgl. ),

r;,t — jest liczba osob ktore staly si¢ niesprawne w wieku x i wyszly z tej
niesprawnosci w odcinku [x, x + t] (roznie),

d;t — jest liczba os6b ktore staty sie niesprawne w wieku x i zmarty w
odcinku [z, x + t] (rosnie).

i 7 i i
Mamy l$70 = lx,t + et dm.

Standardem stosowanym przez ubezpieczycieli jest wykorzystanie z tzw. czasu
czekania, tj. czasu od momentu wypisania polisy do momentu mozliwosci
skorzystania z $wiadczenia. W Szwajcarii np. czas czekania wynosi od 3
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miesiecy do 2-ch lat. Na podstawie danych statystycznych jest wyliczane
i, - disability incidence rate to jest frakcja oséb w wieku x uprawnionych
do pobierania $wiadczen. Oczywiscie ten wkaznik musi zaleze¢ od dtugosci
czasy czekania. Na bazie tych tablic mozemy napisa¢ prawdopodobiernistwa
przejscia p(z). Te prawdopodobienistwa bedziemy wyliczaé¢ na podstawie
zmian w tablicach dekrementowych w odcinku [z, z + 1]:

pMi() = i

Pt (g) = lxl—_+1 dlai=1,...,c—1; patrz rys.

T—1,%

. it .
p(z) = ===t dlai=1,...,c—1
r—1,1

; A —dl i, .
pl’D(x) ==t dlad=1,...,c—1

T—1,1

Ponadto mamy p“¢ = 1 — q,, pC’D = q, pO’D = (., gdzie q, jest praw-

dopodobieristwem $mierci z-latka w najblizszym roku.

Przykltad 4.2 Rozpatrzymy teraz ubezpieczenie chorobowe z restytucja
sktadki na n lat. Niech J.,, Too+1, Jzo+2,--- bede stanami zycia osoby w
wieku zg (lub wieku polisy x—x) gdzie mamy natepujace stany: L1,... r.D,
gdzie jak zwykle D oznacza $mier¢, natomiast I oznacza pobieranie ubez-
pieczenia chorobowego, a 1,...,r liczba kolejnych lat bez pobierania zapo-
mogi (stan zdrowia). Polisa przewiduje, ze po r latach zaptacone sktadki
beda zwrocone (bez uwzglednienia oprocentowania). Mamy dane: g, — praw-
dopdobienistwo $mierci x-latka w najblizszym roku, f, — czestotliwo$¢ hos-
pitalizacji z-latka. Niech J,11 = j|J, = 1) = p¥(z). Wtedy macierz praw-
dopodobieristw przejscia jest nastepujaca:

* I 1 2 ...lr|D

I fxpx (1 _fm)px 0 .10 4z

T | febe | (1= fo)pe 10 g
i D 0 0 ...10] 1 ]

Sktadke roczna w wysokosci Il pobiera si¢ na poczatku roku, natomiast za-
sitek chorobowy w wysokosci b oraz zwrot sktadki na koniec roku.
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4.2 Czas ciggly

Zajmiemy sie teraz modelem Markowskim zmian stanéw zycia AID dla (x)-
latka. W modelu mamy trzy stany: 2 - aktywny (zdolny do ptacenia sktadek),
1 - inwalida oraz 0 - §mieré¢ i macierz intensywnosci przejscia jest!® z 2! = oy,
ut? = pg, p = py i pi® = vy patrz schemat przej$é na rys. 0.2, W
szczegolnodei jesli pul? = 0 to mamy tak zwany model AID bez wyzdrowieri;
patrz schemat przejé¢ na rys. 0.1 i takim modelem si§ teraz zajmiemy.

Dla tego procesu jeszcze mozna znalezé jawna postac¢ P(t,t"). Mianowicie

PR(tt) = e Ji (wetosds (4.43)

PUtt) = e Jiveds (4.44)
t/ ’

PRt ) = / gge Jilmtondvg= o vedv g (4.45)
t

POt ¢) = 1—e Ji v, (4.46)

Jesli ponadto przyjmiemy p?' = gy and o,y = p2° = pf® dla pewnych
nieujemnych funkcji g, ¢ 1 0,14, to

tl
P22<tt/> = eXp(_/ </~L:v+s + U:v+s) dS) )
t

¢ ¢
PH(tt) = exp(—/ Onts ds) (1—exp(—/ u$+5ds>>,
¢ ¢
t/
PH(tt) = exp(—/ aHSds).
¢

Sa dwie mozliwosci pokazania wzorow (4.43)— ([?? AIDwR.rozw147?]). Mozna
pokaza¢ z definicji macierzy intensywnosci. mozna tez korzystajac z teorii
rozdziatu X. Na przyklad w wzorze (4.45) mamy o,e” /i (vtovdv kiore jest
gestoscia w modelu na dwa ryzyka, gdzie T' = s jest momentem wyjscia z

stanu 2 w chwili s, 1 J = 1. Podobnie e~ Ji iy dv jest prawdopdobienistwo, ze
bedac w chili s w stnaie 1, pozostanie w tym stanie do chasu ¢.

Uwaga Pokazemy teraz jak zaprojektowaé nastepujace ubezpieczenie termi-
nowe na n lat dla (x)-latka. Dane sa: funkcje intensywnosci: $mierci gdy jest

16 A moze ,u2£rt. TR

x
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aktywny pP oraz $mierci podczas inwalidztwa p'P. Ponadto dana jest inten-
sywnos$¢ przejécia ze stanu aktywnogci do inwalidztwa p! oraz wyzdrowienia
pA . Ubezpieczony placi sktadki w stalej wysokosci IT w stanie aktywnosci,
ale jest z tego obowiazku zwolniony za pierwszym byciem w stanie “I”. Przy
wszystkich pozostatych okresach inwalidztwa ubezpieczony musi pokrywaé
sktadke w wysokosci 11/2. W celu analizy tego ubezpieczenia proponu-
jemy nastepujace stany zycia: Al — aktywny w momencie zawarcia ubez-
pieczenia, I1 — pierwszy raz w stanie inwalidztwa, A2 — aktywnos¢ po pier-
wszym ozdrowieniu, 12 — inwalidztwa po raz drugi, itd., D - émieré¢. Bedziemy
te stany numerowa¢ nastepujaco: Al=4, [1=3, A2=2, 12=1, D=0. Ubez-
pieczenie jest na zycie, ale benefit zalezny jest od stanu w ktérym nastepuje
Smierc¢: S; jesli umrze w stanie Al, S5 jesli w stanie A2, S3 jesli w stnaie I'1
oraz S, jesli umrze w stanie 12.

Zaktadamy, ze stany zycia przebiegaja zgodnie z procesem Markowa J,.(t)
ze stanami & = {A1, A2,11,12, D}. Schemat przejs¢ jest dany na rysunku 4.3.
Aby obliczy¢ OWA sktadki piszemy

”AD
Al ID
1% H
Al I1 D
1D
,uAI 2
A2 ptA 12
”AD

Rysunek 4.3: Schemat przejsc w AID z wyr6éznionym pierwszym stanem
inwalidztwa



5. MARKOWSKIE WIELOSTANOWE MODELE UBEZPIECZENIOWO RENTOWEc

Ta = TI( / PR = A1|7,(0) = A1) di
+ / WP (1) = A2]7,(0) = A1) dt

= / VP (1) = 1217,(0) = A1) dt)

Teraz policzymy OWA wyplaconych swiadczenn. Mamy
A - E [/ ot d(Sy NATD(8) + Sy NA2D(g) 4 S5 NUD(1) + S, N2D(4))
0

=[S AR S AR Sy D, Sy D) e
0

gdzie w drugiej réwnosci skorzystaliSmy z Lematu XI1.2.2. Teraz jesli chcemy
aby II byto sktadka netto, to z réwnania rownowaznosci mamy IT = A/a.

Zadania teoretyczne

4.1 Pokazaé, ze iloczyn dwoch macierzy stochastycznych jest macierza stochasty-
czZng.

4.2 Udowodni¢ fakt 2.1.
4.3 Udowodni¢ fakt 2.2.

4.4 Pokazac, ze jesli tancuch ma doktadnie jeden stan pochtaniajacy 0, to
na to aby z prawdopodobienstwem 1 nastapito pochlonigcie wystarczy
aby i >0 oraz [ pf dt =00, j=1,...,m.

5 Markowskie wielostanowe modele ubezpieczeniowo
rentowe

Przez p oznaczamy prawdopodobienstwo, ze (z)-latek bedac w stanie i po
czasie t bedzie w stanie j. W szczegolnosei p oznacza prawdopodobienstwo,
ze x latek bedac w stanie ¢ po roku bedzie w stanie 5. W tym podrozdziale
bedziemy zaktadaé, ze stany zycia sa Markowskie, i dla utatwienia ze odpowied-
nio HJP-M lub HA-M jest w mocy. To zatozenie nie jest potrzebne do napisa-
nia warunku na sktadke netto, ale tzw. réwnanie Chapmana-Kotmogorowa



cdivROZDZIAL XI. ZARYS TEORII UBEZPIECZEN WIELOSTANOWYCH

jest uzyte do wyprowadzenia odpowiednio réwnania rekurencyj nego lub rézniczkowego
Thielego.W oznaczeniach poprzedniego podrozdziatu ¢p¥ = P,;(x, x +1).

5.1 Model dyskretny

Rozpatrujemy nastepujacy model dyskretny. W chwili £ = 0,1,... po za-
warciu ubezpieczenia (x)-latek jest w stanie Jjyj4x. Przyjmujemy HA-M,
tzn pa I+t = pichrt. Rozpatrzmy teraz wielostanowy model ubezpieczeniowo
rentowy. Bedziemy wiec rozpatrywali nastepujaca polise:!”

e stany 0,1,...,m, gdzie 0 jest stanem pochtaniajacym ($mier¢),
e na okres n,

e jesli migdzy k a k+ 1 nastepuje zmiana stanu z 7 na j, to w chwili £+ 1
wyplacone zostaje $wiadczenie by, ; zauwazmy, ze bii =0,

o jesli J,(k) = i, to wyplacona jest renta w wysokosci ¢ > 0,
e jesli J.(k) =i, to wplacona jest sktadka w wysokosci I, > 0,

e jesli ubezpieczony przezyt do momentu n, to wyptacone jest jednora-
zowe Swiadczenie w wysokosci 0},

e obowigzuje czynnik dyskonta v.

Poniewaz w jednym momencie, teoretycznie mozliwe sa wplaty i wyptaty
(na przyktad $wiadczenie za rok k — l-szy i skladce za rok k-ty), wiec
wprowadzamy wielko$é wynikows:
; -1 0<k<n
Hk — { k " k

Y2 —
3 n==rk

Zauwazmy pewng logiczng trudnosé, ze nie rejestrujemy w modelu dyskret-
nym przej$¢ w ciagu roku. Jak zwykle wypiszmy najpierw prospektywna
strate

n—k—1
kL = Z Z Hlbijg]MH ~7[z}+k+é =7, \7[$]+k+€+1 :j/)
J'#j €=0
n—k A
+ D DV HL AN T e = J)-
JEE £=0

17Komentarz o skladkach i rentach.
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Prospektywna rezerwe sktadki w chwili £ nazywamy

W' = E[iL|T.(k) = 1], kE=0,1,...,n

Twierdzenie 5.1

n—k—1
V4
= Z Z +1bj+é+1épx+k p:erkJré
J#i 1=0
> W HL, . k=0.1,...n. (5.47)
JEE £=0

Ponadto mamy nastepujgce réwnanie rekurencyjne Thielego

W' = Hj = Z P (e V + 07,

Jje&

dla0<k<mnoraz V' =V} dlajecE.

Dowdd Korzystajac z tego, ze

E1(Tu(k +0) = j, Tu(k + 0+ 1) = )| Tu(k)

Il
=
|

i
Povi Prykre

E[U(To(k+0) = )ITe(k) =1 = w5y,
mamy
n—k—1
Vo= ED Z VT (T (k4 0) = g, Jo(k 4+ 04+ 1) = )| Ju(k) = 1]
J#j £=0
+ ZZUZH;ZM 2(k+0) = j)l|Ja(k) = 1]
jEE £=0

n—k—1

n—k
- Z Z Oy P+ Z ZU Hi

j#j 4=0 JEE £=0
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Aby udowodnié¢ réwnanie rekurencyjne Thielego piszemy

n—k—1

i __
KV = E , E k+e+1€px+k px+k+z

Jj'€Eg'#5  €=0

n—k
PSS

JEE (=0
= v Z (bfﬂ U= p:erk Z SIRY S )
JJ'€E'#] =1
+Y (HL(G=1)+v> v T HL, ).
je€ =1

Teraz korzystamy z réwnania Chapmana-Kolmogorowa dla ¢ =1,2, ...

g (o i'j
Poyi = Povk 1-1P33 ky1o
i'eg

oraz podstawienia ¢/ = ¢ — 1, skad dalej mamy

n—k—2 ,

O+171797 i'j 75’

UE k—l—l a:+k + UE pa:-‘rk E E VST Oy ey 0P k1 Pk 1aer
i€ e §.jEE G4 =0
n—k—1
i ./ O rri i'j

+Hk+v§ Da+k22 E E v H g vDy e
i'cE jeg =0
. 'l Z‘l
= Hk+v E pa:—f—k hp1 T V')

i'eE

O

Przyklad 5.2 Rozwazmy ubezpieczenie ogolne na zycie na n lat dla (z)-
latka, z funkcja korzysci by, sktadka II;, k = 0,1,... oraz wyplata b}, wypla-
cang jesli ubezpieczony przezyje n lat. Jesli zaktada si¢ hipoteze HA, to jest
rownowazne zalozeniu, ze zycie ma dwa stany £ = {0, 1}. Wtedy

WL = oV 04 + 2 eV + 05)
M+ = U(P k(1 V° +bk+1)+pm+k<k‘+lv +bk+1))-
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P 11 _ 10 _ 11 10 __ 00 _
OCZyWISCIG malny pg;+lg = Dz+k, pg;+lg = Qz+k, bk - 07 bk; - bk7 px—i—k - 17

pg}kk = 0, I} = II;, I} = 0 oraz warunki brzegowe: V' = b, ,V° = 0.
Wtedy powyzszy uktad rekurencyjny Thielego sprowadza sie do

WAL = 0(perkriaV' + Gk (k10 + bryr)
T T

Stad korzystajac z warunkéw brzegowych otrzymujemy, ze ,V° = 0, dla
k=0,...,n oraz

p1V + Uy = v(Posr itV + Qoribri),

gdzie 1V = 41V! oraz warunek brzegowy jest ,)V = b, co zostalo wczesniej
wyprowadzone w rozdziale VII.1.4.

5.2 Model ciagtly

Jesdli dla osoby nowourodzonej zmiany stanéw podlegaja tanicuchowi Markowa
J (t) z macierza intensywnosci przejscia p, to dla (z)-latka, zmiany stanow
zyciowych podlegaja taricuchowi Markowa J.(t) z macierza intensywnosci
przejscia pi,y¢; przyjmujemy HJP-M. Przypomnijmy, ze

W — 10 = j) = hull,, + o(h),

jesli tylko t jest punktem cigglosci uij . Rozpatrzmy teraz wielostanowy model
ubezpieczeniowo rentowy. Bedziemy wiec rozpatrywali nasepujaca polise:'®

stany 0,1, ..., m, gdzie 0 jest stanem pochlaniajacym ($mierc),

e na okres n,

jesli w chwili ¢ nastepuje zmiana stanu z ¢ na j, to wyptacone zostaje
$wiadczenie b9 (t); zauwazmy, ze b"(t) = 0,

jesli J,.(t) = 14, to placona jest renta z intensywnoscia c*(t),

jesli J,.(t) = 14, to placona jest skladka z intensywnoscia IT¢(t),

jesli ubezpieczony przezyl do momentu n, to wyptacone jest jednora-
zowe $wiadczenie w wysokosci b (n),

18K omentarz o skladkach i rentach
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e obowigzuje state natezenie stopy procentowej § oraz zmiany stanow
podlegaja macierzy intensywnosci g, ;.

W dalszej czesci zakladamy, ze funkcje ¢i(t) oraz IT(t) sa kawatkami ciagle.
Piszemy H'(t) = c¢'(t) — IT%(t).
Jak zwykle wypiszmy najpierw prospektywna strate

L= Z/ v (s) AN (s)

J#3’

+3 0" (n)1(T(n) = §)
jeE

+Z/ VHI($)1(To(s) = 7). (5.48)
je&

Prospektywna rezerwe sktadki w chwili £ nazywamy
V' =E[L|T.(t) =i, 0<t<n.

Pokazemy, ze rezerwy spelniaja uklad réwnan rézniczkowych Thielego.
Nieformalnie mozna ten uktad dostac¢ rozpatrujac model dyskretny z krokiem
h = 1/¢, tj. taicuch Markowa J (k/¢), k = 0,1, .... Wtedy zamiast czynnika
dyskonta v musimy rozpatrzy¢ exp(d/¢).

Twierdzenie 5.3 Dia 0 <t <n

V= X [ o as

J.j'€E

+Z/ s§— tpm+tH]( )d
JjeE

+> ol b (n) (5.49)
jeE

Ponadto rezerwa V', i € £, 0 < t < n spetnia nastepujgcy uktad réwnan
rozniczkowych Thielego

d _.
TV = SH() 40V =) il (V= V(1) (5.50)

il
dla 0 <t<mnoraz WV =b(n), dlaj=0,1...,m
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Uktad rownani rozniczkowych (5.50), pamigtajac, ze pily, = Y, iy,
mozemy przepisa¢ nastepujaco:

dv

e

—H'() + 6V =) il (VT 0(1), i€l (5.51)

e
Przepisujac rownanie rozniczkowe Thielego (5.50) w postaci

, d _. ., _
—H(t) = — V'~ SV Dl (V= V(1)
/#Z

mamy

e —H'(t) jest intensywnoscia sktadki,

Vi jest sktadkq oszczednosciowg,

® D i P, (07 (t) + VU — V1) jest sktadka na ryzyko (potrzebna do
pokrycia ryzyka zwiazanego z zmianami stanow).

Dowdéd  Dowdod (5.49) przeprowadza sie z wzoru (5.48) przy wykorzystaniu
wynikow z lematu XII1.2.2.
Bedziemy uzywaé zapis macierzowy:

tPz = (t )weg
B(s) = (¥ ()ull)ypee
Vo= (v
e = (L....,1)",
H() = (HO() Hm()T
(

0°(n),.... 0" (n))"
Korzystajac z rownanie Chapmana-Kolmogorowa mamy!?

s—tPz+t = (tpm)_l sPz -

9Przyjmujemy, ze ¢p, jest niesingularna.
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Wtedy (5.49) mozemy zapisa¢ w zapisie wektorowo macierzowym:

tV = / Us_t s—tPz+t B(S) dse
t

+/ vl perH(s) dse
t
+0" " Prb(n)
= (o tpm>_1/ v* ;p. B(s) dse
t

+(v* tpx)_1/ v*p,H(s) dse
t

=+ ps) apab(n)
Rowniez réwnanie (2.30) w obecnym zapisie macierzowym jest

d
—; tPz = tPs Hyyy -

dt
W dowodzie twierdzenia potrzebujemy nastepujace fakty z rachunku macier-
ZOWego.

Lemat 5.4 Niech A(t),B(t) bedg macierzami m x m ktorych elementy sq
rozniczkowalne. Wtedy

d d d
E(A(t)B(t)) = (EA(t))B(t) +A@) (= B(?)).

dt
Ponadto, korzystajgc z tozsamosci A(t)"LA(t) = I dla niesingularnej macierzy
A(t) mamy
d
dt

d

(A =—-AM) (5

A(t)A(t)™h

Jestedmy teraz przygotowani na pokazanie dowodu twierdzenia 5.3.
Dowod Rozniczkujac

V= (vttpx)l(/ v*,p.B(s) dse +/ v*H(s) ds + v",p,b(n)),
t t
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i pamietajac, ze dv™'/dt = jv~" mamy

d

7V = (mt(tpx)l—vt(tpm)1(%tpz><tpx>1>

x(/ v¥,p.B(s) ds e +/ v*H(s) ds +v",p.b(n))
t t

_'_Uit(tp:v)il(_vttpr(t) € — UttpmH<t))
= (5tV — Mg tV — B(t)e — H(t) .

6 Modele chorobowe

Rozpatrzmy model AID z nastepujaca modyfikacja prowadzaca do modelu
ASD ze stanami: A — aktywny, S — chory, D — $mier¢. Bardziej realisty-
czny model chorobowy musi zaklada¢, ze zaréwno intensywnosé¢ wyleczenia
jak i intensywnos¢ Smierci podczas choroby zalezy od czasu trwania choroby.
Definiujemy wiec: o, — intensywno$¢ zachorowania dla (z)-latka, p, s — inten-
sywanos¢ wyleczenia dla (z)-latka i dtugosci choroby s, p, — intensywnosé
$miertelnosci dla zdrowego (x)-latka, v, — intensywnosé¢ $miertelnosci dla
(x)-latka chorego przez czas s. Schemat przej$é jest podany na rys. 6.
Model sie komplikuje i zeby uzyska¢ markowskosé, stan S nalezy rozpatry-

Moz

O

Vm,t

A-2 pet|  S-1 ——"+ D-0

Rysunek 6.4: Schemat przejs¢ w modelu ASD

wacé lacznie z czasem przebywania w tym stanie, tj. (S,s). Przestrzen stanow
& ={AD,(S,v),v > 0} jest wiec nieprzeliczalna.

Rozpatrzmy wiec proces J (t) i niech 71, 75, . . . beda kolejnymi momentami
skokow procesu J (t) oraz Z; = J(7;) bedzie stanem tuz po skoku (pamieta-
jmy o zatozeniu prawostronnej ciagtosci i granic z lewej strony). Zauwazmy,
ze ze wzgledu na kawatkami ciagte realizacje, mamy J(7;—o0) = Z;_1. Dorzu-
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camy jeszcze 1o = 0. Definiujemy teraz proces

Ut)=)Y (t—m)l(r; <t <7p1), t>0.

j=0

Zauwazmy, ze znajomosé przebiegu procesu J(t) do chwili s pozwala wyz-
naczyc przebieg procesu U(t) do chwili s. Podobnie do tego jak robilismy to
w podrozdziale [?7?7] definiujemy intensywnos¢ przejscia

i = lim r(J(t) = Jl (Z‘) LU =5)

dla i,7 € £ oraz s > 0. Powstaje pytanie dla jakich proceséw taka granica
istnieje dla wszystkich 4, j, i dla wszystkich s, by¢ moze poza skonczona
liczba punktow.

6.1 Funkcje chorobowe

Uwagi bibliograficzne Pierwotny pomyst zastosowania niejednorodnych
procesow Markowa do modelowania przebiegu stanéw w ubezpieczeniach zy-
ciowych pochodzi od Hoem (1969,1988). Dalsze pracy to jak np. Nor-
berga (1995) gdzie podane sa wzory na liczenie wyzszych momentow przysztej

straty lub Watersa (1984) (pochodza oznaczenie ,p¥ oraz ,ps) . Teoria
tanicuchow Markowa jest klasyczna, wiecej mozna znalezé w Rolski et al (1999).
Polecamy tez wybor tekstow pod redakcja Ostasiewicza (2004). Teorie pro-
cesOW liczacych na tle analizy stochastycznej w zastosowaniu do wnioskowa-

nia statystycznego w ubezpieczeniach mozna znalezé w interesujacej przegla-
dowej pracy A.S. Macdonalda (1996C). Modelowanie ubezpieczeni wielostanowych
za pomoca procesow Markowa znalezé mozna w pracy Norberga (1991) oraz

w skrypcie Norberga (2000). W literaturze polskiej modelowaniu takiemu
poswiecony jest rozdzial ksiazki pod redakcja Ostasiewicza (2000).
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7 Zadania

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

Napisa¢ macierz intensywnosci przejscia dla modeli: AID z uzdrowieni-
ami, AID bez uzdrowien.

Napisa¢ macierz intensywnosci przejscia dla modeli: AID z uzdrowieni-
ami, AID bez uzdrowieni. Napisa¢ prospektywne i retrospektywne row-
nanie Kotmogorowa dla modeli: a) AD, b) AID bez uzdrowieri, AID z
uzdrowieniami.

Rozpatrzmy nastepujaca modyfikacje ubezpieczenia terminowego na
okres n dla (z)-latka. Zamiast placi¢ pojedyncza kwote w chwili §mierci,
z polisy od chwili Smierci wyptaca si¢ z jednostkowa intensywnoscig od
chwili mierci do chwili n, jesli tylko $émieré¢ nastapita do momentu n.
Takie ubezpieczenie nosi nazwe family income insurance. Zaktadamy,
ze sktadka jest ptacona z stala intensywnoscia II do momentu $mierci
ubezpieczonego lub h < n. Znalez¢ wzor na sktadke netto oraz rezerwe
sktadki netto w odcinku [0, n)].

Pokazaé, ze proces 0.3 jest tancuchem Markowa oraz napisa¢ funkcje
przejscia Pr(J(t') = i|J(t) = 1). Pokaza¢, ze przy zalozeniu hipotezy
HJP-D posta¢ macierzy intensywnosci przejscia jest taka jak w (2.18).

W przypadku grupy m oséb w wieku x4, . . ., x,, lat mozemy wprowadzi¢
proces liczacy liczbe 0s6b zyjacych w chwili ¢, tj.

;

m jeéli 0<t< T(l)
m—1 jeéli T(l) <t< T(g)
J(t) = P (7.1)

\

Udowodnié¢, ze jesli @ = x1 = ... = @y, to J(t) jest rowniez lanicuchem
Markowa.

Niech J(t) bedzie tanicuchem Markowa z

22 21
o M
My <,U12 N%l ) )

Zmalez¢ 7 (t, ') = Pr(J(t') = j|J(t) = 14), 1,5 = 1,2



cdxivROZDZIAE XI. ZARYS TEORII UBEZPIECZEN WIELOSTANOWYCH

7.7 Rozwazy¢ tancuch Markowa typu AID z macierza intesywnosci przejs-
it 1y 2 2 = Gyt 12 = e 17 = o § 1l = v, Podat macierr
funkcji przejscia R korzystajac z funkeji 77 (¢,t') z zadania 7.6.

7.8 29 Zanalizowaé nastepujacy taricuch Markowa J(t) z stanami {0, 1,2, 3,4}
1 macierza intesywnosci przejscia

x pr 0 o Ky
0 *x oo 0 K
p=100 x 0 N
00 0 =% XN\
00 0 0 O

Stany maja znaczenia 4 — nieubezpieczony, zdrowy, 3 — ubezpieczony
zdrowy, 2 — ubezpieczony chory, 1 —nieubezpieczony, chory, 0 - $mier¢
oraz p, jest intensywnoscia zawierania ubezpieczen dla (x)-latka, o, jest
intensywnoscia zachorowania (z)-latka, k, jest intensywnoscia $miertel-
nosci wsrod zdrowych dla (z)-latka oraz A, jest intensywnoscia $miertel-
nosci wsrod chorych (z)-latkow. Znalezé R(t,t).

7.9 Rozwazmy ubezpieczenie terminowe na zycie na n lat dla (z)-latka,
ktorego zycie podlega zmianom jak w modelu AID z uzdrowieniami. W
momencie $mierci jest wyplacone §wiadczenie w wysokosci 1. Wedtug
umowy, ubezpieczony jest on zwolniony z ptacenia sktadki w okresach
inwalidztwa. Policzy¢ sktadke netto tego ubezpieczenia, jesli dana jest
macierz intensywnosci przejscia iy, oraz przy natezeniu stopy pro-
centowej . [Wsk. Patrz przyktad .|

7.10 Pokaza¢, ze jesli ze stanu ¢ wszystkie strzatki wychodza na zewnatrz,
to )
.. .. t i
P ) = rli(t ) = e e s

20Na podstawie zadanie 6.3 z Exercises in Life Insurance Mathematics pod red. Bjarne
Mess i Jakob Christensen, University of Kopenhagen, Laboratory of Actuarial Mathemat-
ics, 1996.



