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W zadaniach ponizej S, = > 7_, &;.

Rozklady warunkowe

1.

2.

Niech Z1, Z, beda iid z drugim momentem skoniczonym. Obliczy¢ [Z1|aZ; + bZs).

Pokaza¢, ze na 2 = {a, b, ¢} bez zalozenia zawierania o-cial

E[E(X|F1)[F2] # E[E(X[F2)|F].

Pokaza¢, ze jesli X,Y sa zmiennymi losowymi takimi, ze E[Y|G] = X oraz EX? =
EY? < o00,to X =Y pn.

Niech &, ... beda iid z $rednia p oraz wariancja o2, oraz T niezalezng od (¢;) zmienna
przyjmujaca wartosci z Z,. Pokaza¢, ze VarS, = o*Et + p?*Var|t].

Czasy zatrzymania

1.

T jest czasem zatrzymania. Czy stad wynika, Ze czasem zatrzymania jest a) 7+ 1, b)
T—1,¢) 72

Udowodnié¢, ze 7 = s jest czasem zatrzymania wzg. dowolnej filtracji.

Niech 71, 75 beda czasami zatrzymania. Udowodnié, ze max(7y, 72), min(7y, 73), 71 + 7o,
71 + ¢ gdy ¢ > 0 sa czasami zatrzymania.

Niech 7 bedzie czasem zatrzymania wzgledem filtracji (F;); > 11 niech (Xj);>1 bedzie
adaptowany do tej filtracji.

a) Udowodni¢, ze moment pierwszej wizyty w zbiorze B € B(R) po chwilit 7 jest
czasem zatrzymania.

b) Zdefinowa¢ moment k-tej wizyty i pokazaé, ze jest on czasem zatrzymania.

Udowodnié, ze F. jest o-cialem. Pokazaé, ze jesli 7 = s to F, = F;.
Udowodnié, ze jesli 1 < 1o, to Fry C Frp.

Jesli (&;)j>1 jest ciagiem prob Bernoulliego, zas 7 = min{n : S,, = 1}, to ET = oc.

. Niech &y, ... beda iid, F,, = FS i 7 czasem zatrzymania. Pokazaé, ze przy warunku

T < 00, ciag (§s4n)n>1 jest niezalezny od F. i jest stochastyczna kopia oryginalnego
ciagu (&)



9. Niech (&;),>1 bedzie ciagiem iii o rozkladzie jednostajnym na (0, 1). Niech 7 = min{n :
Sn > 1. Pokazac, ze P(7 > k) = 1/k!. Stad ET = e oraz ES, = ¢/2.

Martyngatly

1. Niech &, ... beda niezalezne z E¢; = 01 Varé; = 02 < oo i niech s2 = Y. _ o2,
Pokazac, ze S? — s2 jest martyngalem.

2. Niech &, ... beda niezalezne z E&; = 0. Wtedy

Xy = Z §ir&ir - iy

1<41<...<ip<n

jest martyngatem



