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W zadaniach poniżej Sn =
∑n

j=1 ξj.

Rozklady warunkowe

1. Niech Z1, Z2 będa iid z drugim momentem skończonym. Obliczyć [Z1|aZ1 + bZ2].

2. Pokazać, że na Ω = {a, b, c} bez założenia zawierania σ-ciał

E[E(X|F1)|F2] 6= E[E(X|F2)|F1].

3. Pokazać, że jesli X, Y są zmiennymi losowymi takimi, ze E[Y |G] = X oraz EX2 =
EY 2 < ∞, to X = Y p.n.

4. Niech ξ1, . . . będą iid z średnią µ oraz wariancją σ2, oraz τ niezależną od (ξj) zmienną
przyjmującą wartości z Z+. Pokazać, że VarSτ = σ2

Eτ + µ2
Var[τ ].

Czasy zatrzymania

1. τ jest czasem zatrzymania. Czy stąd wynika, że czasem zatrzymania jest a) τ + 1, b)
τ − 1, c) τ 2.

2. Udowodnić, że τ = s jest czasem zatrzymania wzg. dowolnej filtracji.

3. Niech τ1, τ2 będą czasami zatrzymania. Udowodnić, że max(τ1, τ2), min(τ1, τ2), τ1+ τ2,
τ1 + c gdy c ≥ 0 są czasami zatrzymania.

4. Niech τ będzie czasem zatrzymania względem filtracji (Fj)j ≥ 1 i niech (Xj)j≥1 będzie
adaptowany do tej filtracji.
a) Udowodnić, że moment pierwszej wizyty w zbiorze B ∈ B(R) po chwilit τ jest
czasem zatrzymania.
b) Zdefinować moment k-tej wizyty i pokazać, że jest on czasem zatrzymania.

5. Udowodnić, że Fτ jest σ-ciałem. Pokazać, ze jesli τ = s to Fτ = Fs.

6. Udowodnić, że jeśli τ1 ≤ τ2, to Fτ1 ⊂ Fτ2 .

7. Jesli (ξj)j≥1 jest ciągiem prób Bernoulliego, zaś τ = min{n : Sn = 1}, to Eτ = ∞.

8. Niech ξ1, . . . będą iid, Fn = F ξ
n i τ czasem zatrzymania. Pokazać, że przy warunku

τ < ∞, ciąg (ξτ+n)n≥1 jest niezależny od Fτ i jest stochastyczną kopią oryginalnego
ciągu (ξn).

1



9. Niech (ξj)j≥1 będzie ciagiem iii o rozkładzie jednostajnym na (0, 1). Niech τ = min{n :
Sn > 1. Pokazać, że P(τ > k) = 1/k!. Stąd Eτ = e oraz ESτ = e/2.

Martyngały

1. Niech ξ1, . . . będą niezależne z Eξ1 = 0 i Varξi = σ2
i < ∞ i niech s2n =

∑n

m=1 σ
2
m.

Pokazać, że S2
n − s2n jest martyngałem.

2. Niech ξ1, . . . będą niezależne z Eξ1 = 0. Wtedy

Xk)
n =

∑

1≤i1<...<ik≤n

ξi1ξi1 · · · ξik

jest martyngałem
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