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W zadaniach ponizej S, = > 7_, &;.

Martyngatly

1. Niech &, ... beda niezalezne z E§ = 01 Varg; = 07 < oo i niech s2 = > _ o2,
Pokazac, ze S? — s? jest martyngalem.

2. Niech &, ... beda niezalezne z E&; = 0. Wtedy

xX® = Z &G,
1<ir<..<ip<n
jest martyngatem

3. Niech (X,)n,>1 bedzie F,, martyngalem, i niech ¢(z) bedzie funkcja wypukla t.z.
E¢(X,) < oo. Pokazac, ze (Y,)n>1 jest F,, submartyngatem. To samo jesli X, jest
submartyngalem, ale wtedy ¢ musi by¢ dodatkowo niemalejaca.

4. Niech X bedzie calkowalng zmienna losowa oraz (F,),>; filtracja. Niech pokazaé, ze
(Xn) jest F,- martyngatem, gdzie X,, = E(X|F,)

5. Rozwazy¢ zadanie o ruinie gracza dla przypadku niesymetrycznego; §; sg iid przyjmu-
jace wartosci 11 -1 odpowiednio z prawdopdobietistwami p, ¢. Niech p; = P(S,, = —a).
Pokazacé, ze

)
P P
hh=—"—"F~z
)
p

6. Udowodni¢ nastepujaca wersje tozsamosci Walda: jesli (&), sa iid, E§]2 < 00 oraz

ET < o0, to
E(S, — 7E&)? = ETVaré,.
Wsk. Bez straty ogolnosci przyja¢ E¢; = 0.Co mozna powiedzie¢ o ciagu (S,, —nEE?),,?

7. Udowodnié¢, ze w symetrycznym zagadnieniu o ruinie gracza czas oczekiwania na ruine
ktoregos z graczy wynosi ab.

8. Niech S,, bedzie asymetrycznym prostym btadzeniem przypadkowym z p > 1/2; i

niech 0% = 1 — (p — q)?. Wykorzystujac fakt, ze X,, = (S —n — (p — ¢)n)* — o*n jest
martyngatem pokaza¢, ze Vart = (1 —(p—q)?)/(p—q)?, gdzie 7, = min{n : S,, = 1}.



10.

11.

12.

Niech &; bedzie niestala zmienng losowa z funkcja tworzaca momenty ¢(0) = E exp(6£1) <
oo dla 6 € (—0,9). Pokaza¢, ze X,, = exp(6S, — ni(0)) jest martyngatem, gdzie
¥(0) =log ¢(0). (Funkcja ¢ jest scisle wypukla; dlaczego?).

Niech S,, bedzie asymetrycznym bladzeniem przypadkowym z p > 1 oraz 7 = inf{n :
S, = 1}. Uzywajac wyniku poprzedniego zadania pokaza¢, ze dla # > 0 mamy 1 =
?E¢(0)™™, gdzie ¢(0) = pe’ + qe’. Podstawiajac ¢(f) = s i rozwigzujac dla x = ™9
pokazaé, ze

Es™ = (1 — {1 — 4pgs*}/?)/2qs.
Niech Z,, bedzie procesem gatazkowym z (offspring) funkcja prawdopdobieristwa p,,, i
niech ¢(0) = Y, pr#*. Przypusémy, ze dla p < 1 mamy ¢(p) = p. Pokazaé, ze p?" jest

martyngatem i wykorzystaé¢ ten fakt do pokazania

P(Z,=0 dlapewnego n|Zy=1z)=p".

Uzywajac twierdzenia o zbieznosci martyngatow udowodni¢ twierdzenie o 2-ch szere-
gach.



