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W zadaniach ponizej S, = > 7_, &;.

Martyngatly

1.

Niech &, ... beda niezalezne z E¢; = 01 Varé; = o7 < oo iniech s2 = " _ 02.
Pokazac, ze S? — s? jest martyngalem.

Niech &1, ... beda niezalezne z E& = 0. Wtedy

XWP = 3 GG,

1<41<...<ip<n

jest martyngatem

Zn

. Pokaza¢, ze jesli P(lim,, = 0) < 1, to to prawdopodobienistwo réwne jest p i stad

n

A
{lim—= >0} ={Z, >0 for all n}, pn.
no pu"

Galton i Watson interesowali si¢ problemem dziedziczenia nazwisk arystokratyczych.
W XIX wieku nazwiska dziedziczyli tylko mescy potomkowie. Przyjmujac, ze w kazdej
rodzinie jest 3-ka dzieci, mamy funkcje prawdopodobienstwa liczby meskich potomkow
po = 1/8, p1 = 3/8, po = 3/8, ps = 1/8. Policzy¢ prawdopodobienistwo p, ze nazwisko
wymrze, gdy Zp = 1.

Rozwazmy nastepujaca modyfikacje procesu gatazkowego z funkcja prawdopodobienstwa
(pn)n>1. Zaktada si¢ dodatkowo, ze kazdy osobnik z umiera z prawdopodobieristwem
q € (0,1) zanim bedzie mogt mie¢ potomstwo (niezaleznie jeden od drugiego). Podac
warunki w jezyku ¢ i (p,), ze populacja wymrze z prawdopodobieristwom 1.

Niech Z,, oznacza liczbe os6b w n-tej generacji. Zaktadamy, ze $rednia liczba potomkow
wynosi p i wariancja 02 < co. Pokazaé, ze

() B(Z2 | Fa) = 1222 + 0°Z,.

(ii) Niech M, = Z,/u". Pokazac, ze jesli p > 1, to istnieje C' < oo takie, ze

E(M?) < C.

(iii) Pokazaé, ze tak nie jest gdy p < 1.



7. Niech (S,,)n>1 bedzie prostym symetrycznym btadzeniem przypadkowym. Pokazaé, ze
istnieje C' < oo, takie, ze dla wszystkich a > 0

P(max(Sy,...,S,) > ayn) < Ce™®
dla dostatecznie duzych n. Wsk. Pokaza¢ najpierw, ze

P(max(Sy,...,S,) > ay/n) < e “E(e5/VM).

8. Niech (S,,)n>1 bedzie prostym symetrycznym btadzeniem przypadkowym. Pokazaé, ze
dla kazdego 8 > 0 istnieje Cz < oo takie, ze dla kazdego n

P(max(S),...,S,) > ayv/n) < Cge 7.

Stad pokazaé, ze dla kazdego ¢ > 0
ZP(maX(Sl, . ,8,) > V/nlogn) < .
n=1

Jako wniosek wydedukowaé

S
lim ——— =0 p.n..

8, Jallogn)
9. Niech (M,),>o bedzie martyngatem z My = 0 oraz EM? < co. Pokaza¢, ze

EM2

P(maX(M17. . ,Mn> Z ZU) S m

Wsk. Uzyé¢ submartyngatu (M, + ¢)? i nastepnie zoptymalizowa¢ wzgledem c.



