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Funkcje charakterystyczne

1. Obliczyć funkcje charakterystyczne rozkładów: dwustronnego wykładniczego, Cauchy’ego,
Gamma, cosinus hiperboliczny; patrz Tabela 2 w & 9.1 z ksiązki Jakubowskiego Sz-
tencla.

2. Udowodnić, że dla funkcji charakterystycznej φ rozkladu µ następujące warunki s
równoważne.
(i) φ(s) = 1 dla s 6= 0.
(ii) φ ma okres s.
(iii) Rozkład µ jest skupiony na ziorze punktów postaci {2πk/s : k ∈ Z}.

3. Pokazać, że jeśli φ jest funkcją charakterystyczną, to ℜφ oraz |φ|2 też.

4. Rozwijając f. char. r. normalnego e−t2/2 pokazać, że jeśli X ∼ N (0,1), to

EX2n = (2n)!/(2nn!) = (2n− 1)!!

5. Udowodnić metodami probabilistycznymi

sin(t)/t =

∞∏

m=1

cos(t/2m).

6. Niech Xi, . . . będą niezależne oraz|Xn| ≤ M oraz
∑

n VarXn = ∞. Wtedy (Sn −
ESn)/

√
VarSn zbiega według rozkładu do standardowego rozkładu normalnego.

7. Pokazać wielowymiarową wersje CTG. Niech X1, X2, . . . będą iii wektorami z Rd, z
wektorem średniej µ oraz macierzą kowariancji (skończoną) Σ = (σij)

d
i,j=1

. Niech

Sn = X1 + . . . + Xn. Udowodnić, ze (Sn − nµ)/
√
n1/2 zbiega według rozkładu do

wielowymiarowego rozkładu normalnego z wektorem średniej 0 i macierza kowariancji
Σ.

8. Niech φ będzie funkcją charakterystyczną rozkładu F na R. Jaki rozkład na Rd

odpowiada funkcji charakterystycznej ψ(t, . . . , td) = φ(t1 + . . .+ td).

9. Niech φX1,...,Xn
(t1, . . . , xn) będzie funkcja charakterystyczną wektora losowego (X1, . . . , Xn)

oraz φXj
(t) f.char. zmiennej losowej Xj. Pokazać, że zmienne losowe X1, . . . , Xn są

niezależne wtedy i tylko wtedy gdy

φX1,...,Xn
(t1, . . . , xn) =

n∏

j=1

φXj
(tj).
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10. Niech wektor (X1, . . . , Xn) ma wielowymiarowy rozkład normalny z wektorem średniej
µ i macierzą kowariancji Σ. Pokazać, że X1, . . . , Xn są niezależne wtedy i tylko wtedy
gdy σjk = 0 dla j 6= k.
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