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Twierdzenia graniczne

1. Zmienne losowe Xy, ..., sa niezalezne i P(X, = k) = P(Xy = —k) = 1/2. Niech
s2 = Z?Zl VarX;. Zbada¢ zbieznos¢ wedtug rozktadu ciggu

Xi+...+X,
Sn, '
2. Zmienne losowe X1, . . ., sa niezalezne i maja rozklady U(—ay, ai,). Niech s? = > i1 VarX;.
Zbadaé zbieznosé wedtug rozktadu ciggu
Xi+...+X,
Sn, ’

jesli a) ciag ay, jest ograniczony i s, — 00; b) jesli > a; < oc.
3. Zmienna X, ma rozktad Poi(\). Zbada¢ zbieznosé¢ wg rozkltadu zmiennych losowych

Xyi—A
\/X )

dla A\ — oo.

4. Niech X, X5,... beda niezalezne. Pokazaé, ze jesli | X;| < M oraz ), Var(X;) = oo
to

S, —ES,

\/S_ —d N(O,l).

Rozklady nieskoriczenie podzielne

1. Pokazaé, ze rozktad Poissona, ztozony rozktad Poissona sa rozkladami nieskonczenie
podzielnymi. Napisa¢ reprezentacje Levy-Chinczyna dla ich funkcji charakterysty-
cznych.

2. Udowodni¢ twierdzenie Kolmogorowa. Jesli Z ma rozktad nieskoniczenie podzielny,
oraz ma $rednia zero i skoniczony drugi moment to dla jego funkcji charakterystyczne;j
© mamy

log p(t) = /(em — 1 —itx)z v (dx),

nie zakltada sie braku atomu w zerze, ale ¥(R) < co. Czemu jest rowne v(R)?
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10.

11.

Bez wykorzystania z rozktady Levy-Chinczyna pokazaé, ze jesli rozktad ograniczonej
zmiennej losowej jest nieskonczenie podzielny, to ta zmienna jest stala.

Pokazaé, ze jesli ¢ jest f. charakterystyczna rozktadu nieskoriczenie podzielnego, to
Y = |p|? tez. Wykorzystaé ten fakt do pokazania, ze f. char. rozkladu podzielnego nie
zeruje sie. Nie korzysta¢ z rozkladu Levy-Chinczyna.

Niech Sy = 0,5, = Xi + ... + X,,, gdzie (X;) sa iid oraz I', niezalezna od (Xj)
zmienna losowa o rozkladzie geometrycznym na {0,1,...}. Pokaza¢, ze I', oraz Sr,
maja rozktad nieskonczenie podzielny.

. Pokazaé, ze rozklad gamma jest nieskoriczenie podzielny. Podac rozktad Levy-Chinczyna

dla tego rozktadu. Wsk. Pokaza¢, tozsamosé Frullaniego:

(1—2z/a)™? = exp(—/ (1- e“)ée"m dx).
0 x
W tym celu mozna pokaza¢ wpierw, ze dla f majacej ciagta pochodna, f(0), f(o0)
skoniczone mamy
> f(ax) — f(bx
| s — (50) - (00 o)
0

T

T

i nastepnie podstawi¢ f(z) =e®, a=a >0orazb=a—z dla z < 0.

Przypomnie¢ sobie rozktad Levy-Chinczyna dla rozkladéw stabilnych. Pokazac, ze jesli
a < 1 to mozna f. char. tego rozktadu przedstawi¢ w postaci

log(’O(t) :ZuC—'—ml/O‘ (e - 1)x1+04 +m2/ (e —_ 1)‘x|1+04

—00

. Niech XY beda niezaleznymi z.l. o rozkladzie wykladniczym z gestoscia e™, x > 0

oraz Z = X —Y . Pokazac, ze f. char. Z jest

1 R 1
i exp(/oo(em -1- itx)?|x|e_‘x‘ dz).

Przypusémy, ze dla kazdego a,b,a’,b istnicja a”,b" (a,a’,a” > 0) takie, ze
Flax+b) « Fldz+b)=F(a z+1b"),
gdzie F jest dystrybuanta. Pokazaé, ze F' ma rozklad stabilny.

Niech Y, maja rozktad Poisson(cn®/|k|'t®), gdzie ¢ > 010 < a < 2 oraz Z, =

n*IEZiﬂ# kY,.. Pokaza¢, ze Z, zbiega wg rozkladu rozkladu symetrycznego a-
stabilnego.



