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Zadania MUZ; lista 1

W ciagu 5 lat dokonano wptat/wyplat wedtug tabeli:

rok 012|345
wplata |2 |0 |-2|1 /0|4

Obliczy¢ obecng warto$¢ oraz zakumulowang wartosé tych wptat gdy
i = 4%.

Obliczy¢ zakumulowane wartosci po trzech latach dla przeptywéw kap-
italu A, B i C danych tabelg

wariant | 0 rok 1 rok 2 rok
A 100 110 120
B 110 110 110
C 120 110 100

Ktory wariant jest najlepszy 7 Przeprowadzi¢ dowdd, ze obliczanie
obecnej wartosci i zakumulowanej wartosci prowadzi do tego samego
uporzadkowania. Dla obliczeni przyjac ¢ = 6%.

(i) Obliczy¢ obecna warto$é nastepujacego przeptywu pieniadza:

w latach parzystych (tj. n =0,2,...) wplaty w wysokosci 1,

w latach nieparzystych (tj. n =1,3,...) wyplaty w wysokosci 1/2. Za-
pisz powyzsza obecng warto$¢ przy uzyciu symboli renty oraz czynnika
dyskonta.

(ii) Rozpatrzmy przepltyw pieniadza z punktu (i), ale w okresie 2 lat tj.
gdy n = 0,1,2. Obliczy¢ zakumulowang warto$¢ po dwoch latach.

Obliczy¢ efektywng stope procentowa jesli stopa nominalna wynosi 5%
oraz

(i) kapitalizacja jest kwartalna,

(ii) kapitalizacja jest pdlroczna,

(iii) kapitalizacja jest ciagla.



1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

Przypu$émy, ze sktadamy pienigdze w banku, gdy sita stopy procen-
towej 6 = 0.05. Po jakim okresie podwoimy nasz wklad? A jedli sila
stopy procentowej wynosi 6 = 0.17 Zakladamy model kapitalizacji

ciaglej.

Przeplywy pienigdza pewnej inwestycji sa

Orok | 1 rok | 2 rok | 3 rok | 4 rok
-500 | -600 | 400 450 400

Czy ta inwestycja jest oplacalna dla kogo$§ kto moze pozyczaé i os-
zczedzaé przy rocznej stopie procentowej ¢ = 6%. Przy jakiej stopie
procentowej przestaje sie oplacac?

[EdA5.04.97] Z tytulu renty bezterminowej dokonywane sa nastepujace
platnosci:

e 1 na koricu pierwszego roku i pdézniej co 4 lata,
e 3 na koricu drugiego roku i p6zniej co 4 lata,
e 5 na koricu trzeciego roku i p6zniej co 4 lata,

e 7 na koricu czwartego roku i pdzniej co 4 lata.

Stopa procentowa wynosi i = 5%. Znalez¢ obecng warto$¢ renty -
poda¢ najblizszg warto$¢. Odpowiedz: A: 70,25, B: 73,68, C: 76,58, D:
77,56, E: 80,40.

Bank proponuje nastepujacy kontrakt. Osoba (55)-letnia wptaca przez
10 lat skladke roczng II z goéry i nastepnie od 65 roku otrzymuje
roczng rente bezterminowa w wysoko$ci 1. Znalezé II, jesli II jest
sktadka netto, tzn. obliczong przy warunku, ze obecna wartosé calego
przeptywu wynosi 0. Przyja¢ i = 5%.

[EdA16.11.96| Przewidujac stala stope inflacji 22 % ustalono, ze jedno-
razowa sptata dtugu 100 jp po dwoch latach wyniesie 190 jp. Realna
roczna stopa kosztu dlugu wyniosta: (i) 15.84%, jesli poziom inflacji
byl zgodny z przewidywaniami; (ii) 10.30%, jesli w pierszym roku stopa
inflacji wyniosta 22%, a w drugim 28%; (iii) 9.40%, jesli $rednia roczna
stopa inflacji wyniosta 26%. Prawdziwe sa jedynie A: (i)(ii), B: (ii)(iii),
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1.10

1.11

1.12

C: (iii), D: (i)(ii)(iii), E: zadne.
Wsk.: w przypadku wystepowania inflacji wszelkie obliczenia nalezy
prowadzi¢ w tzw. stalym pienigdzu. Mozna wiec na przykltad kwote
wartg nominalnie R w chwili n wyrazi¢ w ,,obecnym” pieniagdzu postugu-
jac sie zaleznoscia
-
(1 + Zinﬁ)”

gdzie iinq jest stopa inflacji. Wowcezas R jest realng wartoscia w chwili n
kwoty nominalnej R, wyrazong w stalym pienigdzu. Inaczej: kwota R
w chwili » ma sile nabywcza réwng R obecnych jednostek pienieznych.

Zadania teoretyczne

Udowodnié
1 ptm = L gm)
m
oraz
im 1 —lt/m
m - Ul/m
Sprawdzi¢, ze
1= i
il Ne/mo_ "
m k_o(l +9) i -

Przez rente pewng malejgcq z gory rozumiemy rente w ktorej wyptaty
nastepuja w odwrotnej kolejnosci niz przy rencie rosnacej, przez kole-
jnych n lat. To znaczy

Czas Wyplata

0 1/m oo 1=1/m | n/m

1 1+1/m oo 2=1/m | (n=1)/m

2 2+1/m e 3=1/m | (n—2)/m|. (1.1)
n—1 n—-14+1/m ... n—=1/m|1/m

n 0

Wtedy obecna wartosé renty malejacej oznaczamy przez (D™ ). Pokazaé,
ze
(&)%) + (D™ad)y = (n+1)af"” . (1.2)



1.13

1.14

1.15

1.16
1.17

1.18

1.19

Sprawdzi¢, ze

oY A=) 1 e (m) | VY™ 11
Wyprowadzié¢
=\ (M <\ (m n <\(m n_«(m a/n - 7'L’Un
(Ia)(ﬁl ) — (Ia)%) —v (Ia)gw) —v nagﬂ) = 7jd(m) (1.4)
m am — U™
(Ia)™ = W . (1.5)
Pokazaé, ze
1 1 .
—=—+1.
Gy S

Wyprowadzi¢ wzér na d(mm) oraz s(ﬁm)

Obliczy¢ biezaca warto$é renty pewnej (bezterminowej) z gory i z dolu
oraz renty pewnej (bezterminowej) ciagle;.

Wyprowadzié¢ wzor na obecna, biezaca i zakumulowang wartosé cigglego
przeptywu pienigdza c(t). Czy ma sens mowic o zakumulowanej warto$ci
w przypadku nieskoniczonego horyzontu czasowego.

Udowodnié¢, ze ciag zakumulowanych wartosci Sy (k = 0,...,n — 1)
dany wzorem

n
Sp=Y_Ci(1+i)"
§=0
spetnia tzw. prospektywng zaleznosc¢
Sk:—l—l = (]. + ’Z)Sk; + Ck—i—l s
podczas gdy ciag rezerw Uy (k= 0,...,n — 1) dany wzorem

Uk = Zn: Cj’l)j_k

j=k+1
spelnia tzw. retrospektywnga zaleznosé¢

U = v(Uk41 + Ciy1) -
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Zadania dodatkowe

1.20

1.21

1.22

1.23

|[EdA16.11.96| Przez i(k), i(k) > 0, oznaczono roczng nominalng stope
procentowg z k-krotng kapitalizacja odsetek w ciggu roku, przez ie 0z-
naczono odpowiadajaca jej stope efektywna, zas przez i (k) rownowazna
stope oprocentowania ciagtego (site stopy procentowej).

(i

(i

Jesli k > 1, to i(k) < des ().

Jesli k1 > ko oraz i(ky) = i(ks), to ic(k1) < ic(ks).
Jesli iee (k) = def(k2), to dc (k1) = ic (ko).

Jesli i(k) = iee(k), to i(k) = de(k) = ic(k).

(iii

~— e S’ S

(iv

Prawdziwe sa jedynie: A: (i), B: (i)(ii), C: (i)(iii), D: zadne, E: wszys-
tkie.

|[EdA5.04.97] Dokonujemy na przemian w odstepach 2 tygodniowych
wplat i wyptat w wysokosci 1000 do/z funduszu (pierwsza operacja
jest w chwili obecnej wplata). Po 2 latach skumulowana warto$¢ kap-
italu zgromadzonego w funduszu wynosi 1051 (uwzgledniamy ostatnia
wplate na koniec 2-go roku). Znalezé roczng efektywna stope oprocen-
towania funduszu. Podaé¢ najblizszg wartos¢. (1 rok=12 miesiecy=48
tygodni). OdpowiedZ: A: odpowiedZ nie jest jednoznaczna, B: 3%, C:
4%, D: 5%, E: 6%. [Wsk. Napisa¢ OW strumienia wplat/wyplat.
Przyréwna¢ do OW zgromadzonego kapitatu tj. do v?1051. Row-
nanie albo rozwigza¢ numerycznie, albo przez odgadniecie sprawdzic,
ze poprawna odpowiedz jest D.]

[EdA5.04.97] Inwestujemy kapital réwny 1 w funduszu oprocentowanym
W sposéb ciagly z roczng intensywnoécig oprocentowania w n-tym roku
rowng nd. Znalez¢ zakumulowang watosc kapitatu na koniec 3-go roku.

[EdA5.04.97] Podaj ktore z ponizszych tozsamosci sa prawdziwe:

()
1 2 3 .1 2 3
—+—F+—+3%=—+—+—.
ST 59| 53 aq as) az

[Wsk. Nie. Skorzysta¢ z zadania 1.15.



;(12) d(12)

2

T+ — (1= 2— ) =1+,
<+12>( 12) (1+1)

|[Wsk. Nie. Lewa strona réwna sie 1.]
(iii)
108 + i(Is)1q7, = S108-

[Wsk. Tak. Przenies¢ 108 na prawa strone i podzeli¢ stronami
przez i. Nastepnie rozpisa¢ renty w jawnej postaci.|

(iv)
Sm S _ o _ Sm
S S27) 52n)
|Wsk. Nie. Dla ¢ = 0 mamy sp = n.|
Odpowiedz: A: tylko (i)(ii), B: tylko (iv), C: tylko (iii), D: tylko (ii),(iv),
E: zadna sposrod odpowiedzi A,B,C,D nie jest prawdziwa.

1.24 Udowodni¢, ze jesli sita stopy procentowej 6(t) jest funkcja czasu oraz
intensywno$¢ wyplaty renty pewnej w chwili ¢ wynosi ¢(t), to obecna
wartos¢ tej renty wynosi

/ c(t)e” Jo o) ds g
0
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2 Zadania MUZ; lista 2

W zadaniach 2.1-2.21 przyjaé, jesli potrzeba, ze spelniona jest odpowiednio
hipoteza HA lub HJP.

2.1 Przyjadé HU i obliczyé 10|1_5Q30 WiedZQC, ze l30 = 523, l40 = 436, l41 =
427, lyp = 417 (dane pochodza z tablic Halleya).

2.2 Przyszly czas zycia osoby nowourodzonej jest wykladniczy z parame-
trem 0.01. Obliczy¢
(i) prawdopodobieristwo §mierci nie pozniej niz w 45 roku zycia,
(ii) prawdopodobienstwo dozycia 80 lat,

(iii) prawdopodobienstwo Smierci miedzy 45 a 80 rokiem zycia.
Uzy¢ oznaczen aktuarialnych.

2.3 Wiedzac, ze zachodzi HCFM znalezé korzystajac z TTZ-PLI7k

(i) 0.5956,
(ii) H58.75-

2.4 Na podstawie TTZ-PL97m obliczy¢ ¢spes i 151300 (przyja¢ HU).
2.5 Obliczy¢

® do, P20 1 Ga0,
e prawdopodobieristwo, ze (20)-latek umrze pomiedzy 30 i 50-tym
rokiem zycia
jesli przyszty czas zycia podlega:
TTZ-PL97m,
TTZ-PLI7k,
TTZ-HALLEY.

2.6 Obliczy¢ pig, P20, P30, Pao Przyjmujac, ze rozktad trwania zycia os-
oby nowourodzonej podlega prawu Gompertza z p.arametrami B =
0.00026155 i ¢ = 1.07826. Poréwnaé z tablicami TTZ-PL97m.
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2.7

2.8

2.9

2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

Oszacowaé ey jesli czas zycia jest opisany przez TTZ Halley’a. Jaki
jest mozliwy btad spowodowany urwaniem sie tablic na z = 83, jesli
przyjmiemy, ze w = 1007

Zakltadajac, ze natezenie Smiertelnodci jest state dla z > 50 oraz é5) =
40 obliczy¢ pgo-
Zmalezé ugs.05 przy zalozeniu:
- HU,
— HCFM,
- HB,
jesli rozktad czasu obcietego czasu zycia jest dany przez TTZ-PLI97k.

Znajdz 1, jesli l; = 1000 i:

(1) Mt = at,
W) 1 = G Fad) o+ 0u0)
Wyznacz 17P19 i 15‘13Q36, _]eéll 8(.’13) = 1(1)3—1, dla 0 S x S 100.

Obliczy¢ prawdopodobieristwo, ze (70)-latek umrze pomiedzy 70.5 i
71.5-tym rokiem zycia jesli gz = 0.04, ¢;1 = 0.05 oraz zachodzi

(i) HU,
(i) HB.
Obliczy¢ e, oraz é, gdy

(i) To ma rozktad wyktadniczy z parametrem pu,

(ii) To spelnia prawo de Moivre’a.

Obliczy¢ 5956, 2ps6.5 211956.5 zakladajac, ze prawo zycia dane jest z
TTZ-PLI97k oraz

(i) HU,
(i) HCFM.

Zaobserwowaé niewielkie r6znice wynikéw obliczonych przy roznych
hipotezach.
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2.15 Niech oy = 0.0056044 oraz uzy = 0.0132678 i Tj, spetnia prawo Gom-
pertza. Obliczy¢ 1opos.

2.16 Korzystajac z tablic TTZ-PL97m podaj oszacowanie na 158,158%,158%,
1G58, 258 OTaz 2 dsg. Uzasadnij z jakich hipotez korzystates.

2.17 Uzasadnij dlaczego mozna uzywa¢ przyblizenia p, ~ q,. Zatozyé¢ HCFM.

2.18 Uzupelnij nastepujaca tablice trwania zycia przy zatozeniu HU wiedzac,
ze pyy = 0.99969, g2 = 0.00032:

z ly
20 | 98597
20.5
21
21.5
22

2.19 Na podstawie tabelki i przy zalozeniu HU obliczy¢ spos 1 5.3p24

z Qx

24 1 0.00133
25 | 0.00132
26 | 0.00131
271 0.00130
28 | 0.00130
29 | 0.00131
30 | 0.00133

2.20 Obliczy¢ e, dla z = 107; skorzysta¢ z kolumny podajacej [, z tablicy
TTZ-PL97m.

2.21 Korzystajac z tablic TTZ-PLI7k oraz TTZ-PL97m obliczy¢ ¢5¢ss oraz
2.5450-

2.22 Na podstawie tablicy TTZ-PL97m zaprojektuj nastepujace tablice kwartalne
1 wyjaénij metode.
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2.23 Mediang przysztego czasu zycia (z)-latka nazywamy rozwiazanie row-
nania g, = 0.5. Pokaza¢, ze mediang jest rozwigzanie rownania l, 4 =
0.50,. Przedyskutowa¢ warunki jednoznaczno$c rozwigzania. Przy za-
tozeniach HU, HCFM i HB odpowiednio obliczy¢ mediane przysztego

2.24

2.25

2.26

2.27

2.28

2.29

wiek | liczba dozywajacych
T L,

liczba zmartych
1dy
4

10 98624

(Przez (d, oznaczamy liczbe z-latkow, ktorzy zmarli w przeciagu ¢ lat.)

czasu zycia (30)-latka przy uzyciu TTZ-PL97m.

Przy zalozeniu hipotezy HU napisa¢ wzor na 495 W terminach lyg, l4;.

Rodzice (25) i (35) wykupili dziecku (0) polise posagowa, dajaca dziecku
w wieku 20 lat wyplate (jednostki) tylko wtedy, gdy bedzie on zu-
pelng sierotg. Obliczy¢ prawdopodobienistwo zdarzenia, ze dojdzie
do wyptaty posagu, jesli natezenie zgondéw jest w tej populacji state

1 wynosi p > 0.

Zadania teoretyczne

Udowodni¢, ze fy(t) = Py tha]+¢-

Pokazaé, ze przy zalozeniu statego natezenia zgonéw py = p (¢t > 0) i

HJP mamy ¢, = 1 — exp(—p).

Udowodnié¢, ze przy zatozeniu HJPs ,1py = 2po tPe-

Udowodni¢, ze d(pe)/de = 1pe(tte — pre+t) (Przyjac HIP).
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2.30

2.31

2.32

2.33

2.34

2.35

2.36

Niech Tj spelnia prawo de Moivrea. Wyprowadzi¢ wzoér na ;p, oraz
pavt (HIP).

Wyprowadzi¢ wzory na prawdopodobieristwo przezycia s(x) oraz p,
dla praw Gompertza, Makehama i Weibulla.

Pokazaé, ze przy HA, dla catkowitych, nieujemnych k&, n,x
k+nDz = kPz * nPz+k = nDz * kPz+n -
Pokazaé, ze przy HA, dla kazdego n =1,2,...
nPzx = Pz *Pz+1°--- " Pztn-1 -

Zdefiniujmy
1
St = —|mS +1 2.1
ms +1], (2.1)

czyli zaokraglenie S do najmniejszej wiekszej wielokrotnosci 1/m. Zmi-
enna S przyjmuje zatem wartosci 1/m,2/m, ..., 1. Pokazaé, ze przy
HU zmienne K i S sg niezalezne oraz S ma dyskretny jednostajny
rozktad

Pr(S™ =k/m)=1/m k=1,2,...,m. (2.2)

Pokaza¢, ze S, ma rozklad ciagly z gestoscia > - fo(t + n). Znalezé
rozklad S, gdy T, ma: (i) rozklad wykladniczy z parametrem A, (ii)
rozktad jednostajny na [0, w,]. (iii) Czy jest mozliwe aby S mial rozktad
jednostajny na [0,1]?

Udowodnié, przy zalozeniu HU

Vqx
T]+u ; 2.
vq(z)+ 1= ug, (2.3)
uPrMz]l+u = dz, (24)
ktuPeliathtu = (1= U)kDeQa)+k + Uks1PeQa)+h+r - (2.5

dlaz =0,1,2,..., 0 <wv,u < 1l,v+u < 1. (Wskazowka: dotyczy-
czy (2.5); lewa strona wyraza Pr(k +u < T, < k + u + 1), sktadniki
prawej strony zinterpretowaé jako Pr(k+u < T, <k+1),Pr(k+1<
T, <k+u+1).)
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2.37 Niech x € Z . Udowodnié¢, ze
(i) przy zalozeniu HU

1 — ugg)4n
n+uPr = n+1Pe—7— (26)
* M Q[z]+n
(ii) przy zatozeniu HCFM
ntuPz = n+1pz(p[w]+n)u_1 ) (2.7)

2.38 Wprowadza sie centralne natezenie smiertelnosci lub roczny wspotczyn-
nik natezenia zgonow dla wieku x wzorem

_ Sy lotptare dt _ o

filopedt Lo

gdzie L, = [ I, dt. Udowodni¢, ze przy HU

_ dz
1—q./2

T

My

Zadania dodatkowe

2.39 [EdA16.11.96] W populacji A natezenie zgonéw dane jest wzorem

1
A
= dl < 100
He =100 -2 v ’
a w populacji B wzorem

B n
= dl < 100
He =100 - v ’

gdzie n jest parametrem. Wiadomo ponadto, ze osobniki z populacji
A maja przed sobg przecietnie o 10% wiecej zycia, niz osobniki z B w
tym samym wieku. [Odp. (A) n=1.1, (B) n =1.15, (C) n = 1.2, (D)
n = 1.21, (E) zadna z powyzszych.|

2.40 [EdA21.07.96] Natezenie zgonéw opisuje funkcja pe,; = be®tt, gdzie
parametr b > 0. Dla jakiej warto$ci parametru b prawdopodobieristwo
tego, ze 30-latek przyzyje nastepnych 10 lat, po czym umrze w ciggu
kolejnych 5 lat, wynosi r, oraz prawdopodobienistwo 19p3o = 57. [Odp.
(A) log5/(log2 - (exp(45) — exp(40))), (B) logb/(21log2 - (exp(45) —
exp(40))), (C) (log5 —log2/(2- (exp(45) — exp(40))), (D) log5/(log2-
(exp(45) — exp(40))) (E) (logb —log2)/2 - (exp(45) — exp(40)).
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2.41 |EdA5.04.97] Natezenie zgonoéw opisuje funkcja p, = x/100. Oblicz
prawdopdobieristwo tego, ze osoba w wieku 15 lat umrze miedzy trzy-
dziestym piagtym a czterdziestym piatym roku zycia. [Odp. (A) (exp(4)—
1)/ exp(8), (B) (exp(5) — 1)/ exp(8), (C) (exp(6) — 1)/exp(8), (D)
(exp(4) — 1)/ exp(9), (E) (exp(5) — 1)/ exp(9)]

2.42 [EdA05.12.1998] W danej populacji $miertelnoscia rzadzi prawo de Moivre’a
z wiekiem granicznym w. O wieku x wiadomo, ze osoby w tym wieku
umieraja w ciggu doby dwa razy rzadziej niz osoby dwukrotnie starsze.
Oblicz prawdopodobieristwo, ze osoba w wieku x dozyje wieku 2z.

[Odp. (A) 1/4, (B) 1/3, (C) 1/2, (D) 2/3, (E) 3/4.]

2.43 |EdA5.04.97] Jaka jest oczekiwana liczba oséb z populacji miliona 35-
latkéw, ktore umrag po ukoniczeniu 36 lat i 4 miesiecy zycia i przed
ukoniczeniem 37 lat i 8 miesiecy? Przyjmujemy zalozenie Balducciego
dotyczace umieralnosci w okresach utamkowych. Dane sg réwniez:

¢35 =3-107° 36 = 6- 1077, gz =9-107%.

Przyjmij, ze 1 miesiac to 1/12 roku. Podaj najblizsza wartos¢. [Odp.
(A) 9934, (B) 9944, (C) 9954, (D) 9966, (E) 9976.|

2.44 |EdA9.12.2000] Ktory z ponizszych wzoréw na E(T'(z)) (z — catkowity
wiek) jest prawdziwy przy zalozeniu o stalym natezeniu wymierania
0s6b z danego rocznika (g, 10,5 0zZnacza poziom natezenia wymierania
w przedziale wiekowym (z + k,z + &k +1))?

(A)
N kPals 1
E(T(:v)) _ kPzqz+k +o
—1 Hz+k+0.5
(B)
N kPale 1
E(T(z)) _ kPz9z+k 5 ’
1 Hz+k+0.5
(©)

E(T(z)) = Y P28tk | 1og2,
1 Mz4+k40.5
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(D) )
iy Ha+k+0.5

(E) Zaden z wzoréw nie jest prawdziwy.

2.45 |EdA26.10.96] Wyznacz prawdopodobienstwo przezycia przez osobe 55
letniag co najmniej 10 lat, jesli analogiczne prawdopodobieristwo dla
osoby 25 letniej wynosi 0.8 oraz natezenie zgonéw opisuje funkcja p, =
kx dla z > 0. [Odp. (A) 0.40, (B) 0.64, (C) 0.80, (D) 0.81, (E) 0.90.]

2.46 [SAE05.2001/14])" Wykres narys. [???7?] jest zwiazany z ludzka $miertel-
noécig. Ktora z nastepujacych funkcji od wieku z najprawdopodobniej
prezentuje ? (A) Mz (B) lw/j/:m (C) la;pz, (D) l:Ca (E) l.’% .

0 20 40 60 80 100

Age

Rysunek 2.1:

2.47 [SAE05.2001/27] Aktuariusz modeluje $miertelnos¢ grupy 1000 oséb,
kazdej w wieku 95 lat, w horyzoncie 3 lat. Korzystajac z zalozenia HU
czeSciowo wypelniona tablica $§miertelnosc wyglada nastepujaco; patrz
tablica 2.47. Jak zwykle liczy sie lgs1x = 1000xpgs, dla k = 1,2, 3.
Poléwkowe miejsca wypelnia sie korzystajac z hipotezy HU. Uzupelnij
na tej podstawie brakujace miejsca a nastepnie oblicz oczekiwang liczbe
przezywajacych wiek 97.5, przy zalozeniu, ze p, dla £ = 1,2,3 jak
wyzej, ale przy zatozeniu hipotezy HCFM dla miejsc potéwkowych.
(A) 270, (B) 273, (C) 276, (D) 279, (E) 282.

LSAE oznacza zadanie egzaminacyjne Society of Actuaries; 05.2001 ozancza date nato-
miast 14 numer zadania.



2. ZADANIA MUZ; LISTA 2 17

x ly
95 | 1000
95.5 | 800
96 | 600
96.5 | 480
97
97.5 | 288
98

2.48 [SAE05.2001/28] Zaktadamy o populacji, ze
(i) kazda osoba ma stala natezenie Smiertelnosci,
(ii) indiwidulana wielko$¢ natezenia §miertlenosci jest losowa o rozktadzie
jednostajnym na odcinku (0,2). Obliczyé¢ prawdopodobienistwo, ze os-
oba wylosowana z populacji umrze w przeciagu najblizszego roku.

2.49 [SAE11.2002/35] Dane sa R = 1 — e~ Jotort i R = 1 — = Jo arith),
Wiedzac, ze S = 0.75R obliczy¢ k. (A) log 1—1&%%’ (B)log %, (C)

log 52022, (D) log =522~ (E) log *5=2= .
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3 Zadania MUZ; lista 3

3.1 Przyjmujac TTZ-PL97m oraz wiedzac, 7e A ; = 0.8 oblicz obowigzu-

. 40:11
jaca stope procentowa.

3.2 Obliczy¢ drugi moment obecnej wartoséci ubezpieczenia Z terminowego
na 2 lata dla (65)-latka na sume ubezpieczenia 10 gdy

$miertelnosé: TTZ-PL97m,

stopa procentowa: ¢ = 5%.
3.3 Obliczyé¢ A, . zaktadajac TTZ-PL97m oraz przy
40:3
(i) i = 4%,
(i) i = 12%.
Przeprowadzi¢ powyzsze obliczenia réwniez zaktadajac TTZ-HALLEY.

3.4 Obliczy¢ wariancje obecnej wartos$ci ubezpieczenia terminowego na 3
lata na sume ubezpieczenia 20 000, dla (40)-latka, zaktadajac TTZ-
PL97m oraz i = 4%.

3.5 Jesli [, = 100 — z, dla 0 < z < 100 oraz ¢ = 0.05 oblicz (IA)yg.
Zaktadamy potrzebne hipotezy.

3.6 Zakladajac prawo de Moivre’'a przezycie dla (z)-latka z w + 1z = 4,
obliczyé¢ JSN dla ubezpieczenia na dozycie A,.3. Przeprowadzi¢ obliczenia
dla 6 = 0.06.

3.7 Pokaza¢, ze 2A, réwna sie A, obliczonej przy stopie procentowej %+ 2i.
3.8 Obliczy¢ Asp1g przy @ = 4% gdy

(i) przyszly czas zycia podlega TTZ-PL97m,
(ii) przyszty czas zycia podlega TTZ-HALLEY.
3.9 Zapisa¢ w terminach funkcji komutacyjnych JSN dla polisy dla (40)-

latka z ktorej sie wyptaca 2C na koniec roku $mierci do wieku 65 lat,
natomiast C' gdy $mieré¢ nastapita po 65 roku zycia.
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3.10 Jesli przyszty czas zycia spetnia prawo Makehama, to

A, = Adg + (pz — A)ag

gdzie A jest stala z wzoru na prawo Makehama oraz @} obliczone jest
przy specjalnej stopie procentowe;j.

3.11 Rozpatrzmy nastepujace ubezpieczenie rosnace, w ktérym suma ubez-
pieczenia rosnie kolejno w przedziatach dtugosci 1/m o 1/m poczawszy
od 1/m w przedziale [0,1/m). Wyplata jest na koniec roku $mierci.
Pokaza¢, ze JSN dla tego ubezpieczenia, przy zatozeniu HU wynosi

m—1

3.12 Zaktadajac TTZ-PL97k znalez¢ aproksymacje dla Asg oraz A, o przy
40:T0

stopie procentowg i = 4%.

3.13 [Egz98| Portfel sktada sie¢ z 1000 polis na zycie 40-latkow, z ktorych
wyplaca sie jednostke. Jaki musi by¢ zabezpieczony fundusz w chwili
t = 0 aby byly mozliwe wyptaty w najblizszym roku z prawdopodobienst-
wem .95; w ciggu roku nie wptywaja sktadki i nie bierzemy pod uwage
stopy procentowej. Skorzystaj z tablic TTZ-PL97m.

3.14 Rozpatrzmy polise dla osoby nowourodzonej na zycie, ptatna na koniec
roku $mierci wedlug skali:

wiek korzyéé
0 1000
1 2000
2 4000
3 6000
4 8000
520 10000
powyzej 21 | 50 000

Napisa¢ JSN w terminach funkcji komutacyjnych.
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3.15 Produkt jest sprzedawany z 5-letnia gwarancja, obiecujaca zwrot (100—
202)% ceny produktu, jesli sie on popsuje w ciagu z lat. Z doswiad-
czenia wiadomo, ze produkt uszkadza sie w pierwszym roku z praw-
dopodobienstwem 0.2, w drugim, trzecim i czwartym roku z praw-
dopodobienstwem 0.1 i w pigtym roku z prawdopodobienistwem 0.2.
Ponadto zaklada sie jednostajny moment uszkodzenia w przeciggu roku.
Obliczy¢ jaka cze$¢ ceny produktu stanowi cena gwarancji, ktora jest
wyliczona wedtug reguty JSN przy ¢ = 0.10.

3.16 30-latek kupuje ubezpieczenie emerytalne ptacac sktadke 1000 na poczatek
kazdego roku zycia, do ukoriczenia 60 roku. Ubezpieczenie to gwaran-
tuje wyplate emerytury, ktorej obecna warto$¢ w momencie ukoriczenia
60 lat wynosi 100000, pod warunkiem, ze ubezpieczony dozyje do 60
roku. Jezeli natomiast umrze nie osiggnawszy 60 lat zycia, to ubez-
pieczyciel zwroci cala wplacong skladke na koniec roku $mierci, bez
naliczania procentéow. Jaka jest warto$¢ oczekiwana obecnej wartosci
sumy wyplat tego ubezpieczenia. Przeprowadzi¢ obliczenia zaktadajac
TTZ-PLI7k oraz i = 4%.

3.17 Rozpatrujemy 100 cztonkow klubu w wieku (z), ktorzy wplacaja kwote
w z! na fundusz. Firma jest zobowigzana do wyptaty 1000 zt w mo-
mencie $mierci kazdego z cztonkéw. Obliczy¢ w, jesli firma powinna sie
wywiazaé¢ z obowigzku z prawdopodobieristwem 0.95, i jesli A, = 0.06
i 24, = 0.01. Przyjmujemy, ze przyszle czasy zycia czlonkow sg nieza-
lezne.

3.18 Obliczy¢ A, jedli u, = p dla kazdego z > 0. Wykonaé obliczenia dla
= 1/100 i przy rocznej stopie procentowej i = 11%.

3.19 Oblicz obecng wartosé aktuarialng 2 1000 do wyplacenia 5.0—latkowi po
15 latach. Obliczenia wykonaj dla i = 6% oraz tablic TTZ-PL97m.

3.20 (z)-latek zawarl ubezpieczenie na cale zycie platne na koniec roku
Smierci 1 z sumg ubezpieczenia wedtug tabeli przedstawionej ponizej.

2t.j. warto§é oczekiwang obecnej wartosci
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3.21

3.22

3.23

Rok $mierci &k Suma, ubezpieczenia by,
1 10
2 10
3 9
4 9
5 9
6 8
7 8
8 8
9 8
10 7
kazdy nastepny rok 7

Podaj wzor na jednorazowg sktadke netto tej polisy w terminach funkcji
komutacyjnych. Przeprowadz tez obliczenia dla z = 33 jesli rozklad
przezycia jest zadany przez TTZ-PL97k.

Dla ciagglego ubezpieczenia na calte zycie E [v?T] = 0.25. Zalézmy, ze
natezenie $miertelnoci i stopa procentowa sa state. Oblicz E [vT].

Zostata wypisana polisa dla (z)-latka:

e jesli ubezpieczony umrze w przeciggu 10 lat, ubezpieczyciel wyptaci
100 000 zt na koniec roku §mierci,

e jedli ubezpieczony przezyje 10 lat, ubezpieczyciel wyptaci 50 000
zt na koniec roku $mierci.

(i) Pokaza¢, ze jednorazowa skladka netto dla tego ubezpieczenia jest

50000 x (Ag + Ar ) .
z:10l

(i) Obliczy¢ wzor na wariancje obecnej wartosci tego ubezpieczenia.
Przeprowadzié¢ obliczenia z x = 40 korzystajac z tablic TTZ-PL97m.

Zadania teoretyczne

Udowodnié¢, ze jesli funkcja korzysci b(t) przyjmuje wartosci tylko w
zbiorze {0,1}, to n-ty moment warto$ci obecnej sumy ubezpieczenia
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3.24

3.25

3.26

3.27

3.28

3.29

3.30

E [Z™] jest rowny jednorazowej sktadce netto tego ubezpieczenia A =
E [Z] wyliczonej przy danym czynniku dyskonta v podniesionym do n-
tej potegi, albo tez przy danym natezeniu oprocentowania pomnozonym
przez n; tj.

E[Z"] ="A,

gdzie "AQu = AQv™ lub "AQ§ = AQnd.

Pokaza¢
- m T
m\Aw = mPz V Aa:+m-

Pokazac¢ przy zalozeniu hipotezy HJP, ze

(I_A)m = / / Ut tPz M+t dtds
0
A, ds

= / s| A:c
0

lim (I'™A), = (IA),.

m—0o0

Udowodnié, ze

Pokaza¢, ze A, réwna sie wartosci A, obliczonej przy stopie procen-
towej 2 + 2i.

Udowodnié
Var Z = Var Z]_ + Var Z2 — 2A1'jA j1
Udowodnié
m|Az = mpzva[w]+m
Udowodnié
(IA)w = Z m\Awa
m=0
(IA);cm = Z_O m\Ax - nm|An
n—1
= nA1 — Al .
Zn x:K

k=1
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3.31 Udowodnié

(m) _ L
(TA) = -5 (14),
oraz
(DA), = E[(n- K)v" 1 (K < n)]
= (n+ DA - A,
3.32
. i
A = 3 (31)
- i 11
I4), = 2|gA),-(=->) 4], 2
1A, = 5 |aan-(5-5) 4] (32)
(3.3)
3.33 Udowodni¢ )
Ay~ /(L +0)A, . (3.4)
oraz
Apm =~ (1+z‘)A;ﬂ+Am1. (3.6)

3.34 Udowodnié, przyjmujac hipoteze HA,
A, =00 qp + v pg 2 AL .
3.35 Udowodnié, przyjmujac hipoteze HA, wzor rekurencyjny:

(IA):E = V{qy +v- pm(Az—i—l + (IA)z—l—l) .

3.36 Pokazaé, przy zalozeniu hipotezy HCFM

o0

- U+ Gz]+k
A.r = Uk+1 k:p.’L‘/j’ +k¥< .
; RS 2]+

gdzie pijg 4 = — 108 Pl -
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Zadania dodatkowe

3.37 Udowodni¢, przy HU, ze dla 0 < u < 1

1—u UPy

A =

T T g, 1 — ug,
(Wsk.: Przyja¢ jako definicje Ay = Yoo V"™ kD] +ulla)+h+u- POI. tez
zad. 3.38.)

3.38 Udowodni¢ nastepujaca zalezno$¢ uogoélniajaca teze zadania 3.37: przy
HU, dla dowolnej funkcji 210 < u < 1, warunkowa warto$¢ oczekiwana
jest réwna

E[h(|T; — u])1(T; > u)]
Pr(T, > u)
= T ) 4+

1 —ug, 1 —ugy

E[h(T: = u))[Te = u]

E [h(Kj41)],
gdzie E [h(K[g41)] = E[M(K, — 1)1(K,; > 1)]. W tym celu zauwazy¢,

ze
K, dy Sz > u,
K,—1 gdy S; < u.

3.39 Udowodnié

Mz - Mz—i—n
Aiﬁ‘ _ T 9 (3-7)
Mm—l—n
n Az = 5 .
| D, (3.8)
Mw - Mw n D:c n

3.40 [EdA26.10.96] Na zycie piec¢dziesieciolatka wystawiono bezterminows
polise dajaca wyplate 1 na koniec roku, w ktérym nastapi $mieré.
Wyznacz jednorazowa skladke netto (podaj najblizsza wartosc), jesli
wiadomo ze: (i) analogiczna skladka dla osoby o rok mlodszej wynosi
0.6, (ii) stopa procentowa i = 10%, (iii) dane sa wartosci funkcji komu-
tacyjnych D4y = 850 oraz Dj; = 765. |Odp. (A) 0.651, (B) 0.654, (C)
0.657, (D) 0.660, (E) 0.663.]
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3.41

3.42

|[EdA18.01.97] Rozwazmy dwa rodzaje polis:

e polisa I, wystawiona na 40-latka, jest 9-letnim ubezpieczeniem
terminowym na zycie ze $wiadczeniem rosnacym z roku na rok
0 1000 zt, poczawszy od sumy ubezpieczenia 1000 w pierwszym
roku. Swiadczenia sa wyplacane na koniec roku §mierci,

e polisa II ma te same parametry, z tym ze Swiadczenie maleje co
roku o 1000 poczawszy od kwoty wyjéciowej 9000 zt.

Kowariancja wartosci obecnej wyptat z pary polis I i II sprzedanych tej
samej osobie wynosi 0.005 - 106. Wiadomo ponadto, ze

A =0.025 A, =0.006 .
40:91 40:91
Oblicz E [S] oraz Var [S] dla portfela 100 niezaleznych polis, w ktorych
wystepuje po 50 polis obydwu typow. [Odp.
(A) E(S) =12 500, Var (S) = 24 525 000,

(B) E (S) = 16 200, Var (S) = 24 525 000,
(C) E(S) = 17 900, Var (S) = 25 615 000,
(D) E (S) = 16 200, Var (S) = 26 375 000,
(E) E(S) = 12 500, Var (S) = 26 375 000,]
[EdA18.01.97] Na osobe w wieku z-lat wystawiono 30-letnig polise na

zycie, dajacag przez pierwszych 10 lat wyptate 15 000, przez nastepne
10 lat kwote 10 000 oraz 5 000 przez ostatnie 10 lat waznosSci polisy.
Swiadczenie po$miertne jest platne na koniec roku $mierci. Wyznacz
sktadke E (Z) + SD(Z) dla tej polisy (SD oznacza odchylenie standar-
dowe), jesli wiadomo ze:

e /i, /s, Z3 to wartosci obecne wyptat z 10-letnich polis wystaw-
ionych na z-latka, dajacych wyptate 1 na koniec roku $mierci, i
odroczonych odpowiednio o 0 lat, 10 lat oraz 20 lat,

e dla zmiennych 7, Z5, Z3 znane sa:
Var (Z;) = 0.007225, Cov (Z1, Zy) = —0.0033

Var(Z,) = 0.0036,  Cov (Zi,Z3) = —0.003
Var (Z;) = 0.003025,  Cov (Z, Z3) = —0.00275.
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3.43

3.44

3.45

Podaj najblizsza wartos¢ wyznaczonej skladki. [Odp. (A) 2230, (B)
2245, (C) 2260, (D) 2275, (E) 2290.]

[EdA7.12.96] Wyznacz jednorazowa skladke netto w bezterminowym
ubezpieczeniu na zycie 25-latka z suma ubezpieczenia 10 000 zl, ptatng
na koniec roku, w ktéorym nastapita Smieré, jesli wiadomo ze:

1. v=20.9,

2. qoq = 0.00180 oraz go5 = 0.00160,

3. ({A)24 = 0.64610 oraz (I A)ys = 0.68180.

Wynik zaokraglij do 10 groszy. [Odp. (A) 325.60, (B) 354.40, (C)
355.80, (D) 356.40, (E) 357.80.]

[EdA7.12.96] Na z-latka wystawiono polise, ktora po 10 latach odroczenia
daje 40-letnie ubezpieczenie na zycie ze §wiadczeniem w wysokosci 10,
platnym w momencie §émierci. Wyznacz wariancje wyplat z tej polisy
wedlug ich warto$ci na moment wystawienia polisy, jesli:

1. natezenie zgondéw jest stale: p,; = 0.05,

2. natezenie oprocentowania wynosi 0 = 0.05.

[Odp. (A) 25- ((4/3)e™'® —e 2+ 2e7% — (4/3)e™"° — e710),
(B) 50 ((4/3)e™® — =2 + 2¢7% — (4/3)e "> — e717),

(C) 25-((4/3)e™2 —e %+ (4/3)e™® — 1Y),

(D) 50 ((4/3)e? —e 5+ (4/3)e™® — e719),

(E) 25-((4/3)e™1° — 2e7% + (4/3)e™ "5 — e710) ]

[EdA16.11.96] Dla zabezpieczenia 10-letniego kredytu zawarto 10-letnie
ubezpieczenie na zycie. Wyznacz jednorazowa sktadke netto, jesli:
1. $wiadczenie jest ptatne na moment Smierci,

2. suma ubezpieczenia maleje jednostajnie wraz z upltywem czasu od

1000 do zera,
3. natezenie oprocentowania § = 0.04,

4. natezenie zgonéw opisuje funkcja p,p = (1/50).
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3.46

3.47

3.48

[Odp. (A) (2500/3)(exp(=3/5) — (1/5)),
(B) (2500/3)(exp(—3/5) — (4/9)),

(C) (5000/9)(exp(—3/5) — (1/5)),
(D) (5000/9)(exp(—=3/5) — (2/5)),
(E) (5000/9)(exp(—3/5) — (4/9)).]

[EdA16.11.96] Niech Z;, Z,, Z3 oznaczaja odpowiednio wartosci obecne
wyplat z nastepujacych polis wystawionych dla 40-latka: terminowe;j
20-letniej na zycie, 20-letniej na dozycie oraz 20-letniej na zycie i dozy-
cie. Oblicz E [Z] oraz E [Z,], jesli wiadomo, ze

1. Var (Z;) = 0.0081; Var (Z,) = 0.0625; Var (Z3) = 0.0106,

2. A40:2_0‘ == 04
[Odp. (A) E(Z)) = 0.1, E (Z) = 0.3,

(B) E(Z;) = 0.15, E (Z,) = 0.3,
(C) E(Z,) = 0.15, E (Zy) = 0.25,
(D) E(Z;) = 0.1, E (Z,) = 0.35,

|[EdA05.12.98] Dana jest liczba calkowita x oraz
A, = 0.5, pr = 0.6 v=0.95.

Oblicz A, +1 korzystajac z zalozenia o jednostajnym rozktadzie Smierci
w ciagu roku. [Odp. (A) 0.360, (B) 0.375, (C) 0.390, (D) 0.405, (E)
0.420.]

[EdA05.12.1998] W dziesiecioletnim ubezpieczeniu na zycie i dozycie
suma ubezpieczenia wynosi w pierwszym roku 10 000 zl i roénie o 1
000 zt po kazdej rocznicy wystawienia polisy. Swiadczenie §miertelne
platne jest na koniec roku $§mierci. Wyznacz jednorazowsg sktadke netto
dla ubezpieczonego w wieku 50 lat, jesli dane sa:

Podaj najblizsza wartos¢. [Odp. (A) — 7 480, (B) — 7690, (C) — 7 900,
(D) - 8 110, (E) — 8 330.]
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3.49 |[EdA16.11.96] W zwiazku z konieczno$cia obnizenia technicznego nateze-
nia oprocentowania o jeden punkt procentowy, wyznacz nowy poziom
sktadki A,, jesli dotychczasowe A, = 0.15, a dotychczasowe (IA), =
2.2.[0dp. (A) 0.161, (B) 0.172, (C) 0.183, (D) 0.194, (E) Zadna z
powyzszych.]

3.50 |[EdA3.10.98] Osoba w wieku (x) rozwaza kupno jednego z dwoch bezter-
minowych ubezpieczen na zycie. W obydwu ubezpieczeniach placi sie
jednorazowa sktadke netto. Pierwsze ubezpieczenie daje §wiadczenie 1
zt na koniec roku émierci, a drugie ubezpieczenie swiadczenie 1 zt na
koniec potrocza $mierci. Sktadka za drugie ubezpieczenie jest o 1.72%
wyzsza od pierwszej skladki. Zakladajac jednostajny rozkltad zgonow
w ciagu roku, wyznacz techniczna (roczna) stope procentows i, przy
ktorej skalkulowano obydwie sktadki. Podaj najblizsza wartosé. [Odp.
(A) 6%, (B) 7%, (C) 8%, (D) 9%, (E) 10%.]
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4 Zadania MUZ; lista 4

4.1

4.2

4.3
4.4

4.5

Obliczy¢ JSN dla nastepujacej renty dla (30)-latka: jesli zyje on pod
koniec pierwszego roku wyptata wynosi 1000, jesli zyje pod koniec
drugiego roku wyptata wynosi 3000, jesli zyje on pod kqniec trzeciego
roku wyplata wynosi 6000. Obliczenia zrobi¢ dla TTZ-PL97m oraz
1 = 4%.
Obliczy¢, zaktadajac TTZ-PL97m oraz i = 4%
(i) a0
(i)
(iii) 20/840
)
)

Q40:20

(iv) aproksymacje dla a, (zatozy¢ HU)

(v

Wsk.: w celu unikniecia obliczert mozna uzy¢ funkcji komutacyjnych.

a'40 :201-

Obliczy¢ (1a)qy4g oraz (1d)s0.29 dla TTZ-PL97m oraz i = 4%.

Podaé¢ wzor na aktuarialng zakumulowang warto$¢ w wieku 60-lat dla
(30)-latka dla nastepujacego ubezpieczenia rentowego:

(i) 1000 na koniec kazdego miesiaca w wieku 30 do 40 lat,
(ii) 2000 na koniec kazdego miesiaca w wieku 40 do 50 lat,
(iii) 5000 na koniec kazdego miesiaca w wieku 50 do 60 lat,

Poda¢ doktadny wynik dla TTZ-PL97m oraz i = 4%.

Rozpatrzmy nastepujacy portfel rent z gory:
wiek | liczba rent

60 30

70 20

80 10

Kazda renta wyptaca 1 tak dtugo jak rentobiorca zyje. Zakladamy i =
4% oraz TTZ-PL97m. Dla obecnej wartosci tych zobowigzan obliczy¢
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e wartos¢ oczekiwana,
e wariancje
e kwantyl 5% rozkladu.
Nalezy zaltozy¢, ze dlugosci zy¢ sa niezalezne. Do obliczenia wariancji

wykorzysta¢ nastepujaca tablice funkcji komutacyjnych obliczonych przy
nowe stopie procentowej ¢ = 8.16%:

wiek M, D,
60 | 232.093 | 678.143
70 | 105.770 | 220.633
80 30.825 | 49.092

4.6 Zakladajac HU, obliczy¢ Ays, wiedzac, ze
45 = 19.864 oraz Ass = 0.42143.

4.7 Korzystajac z tablic trwania zycia TTZ-PL97m, przy rocznej stopie
procentowej 1 = 4%, obliczy¢ jednorazowq sktadke netto czasowej renty
na zycie na 3 lata, osoby w wieku z = 40, wyplacane] w wysokosci
C = 1000 na poczatku kazdego roku zycia.

4.8 Zaktadajac prawo de Moivre’a przezycia z w = 4 obliczy¢ jednorazows,
sktadke netto dla nastepujacego ubezpieczenia zyciowo-rentowego: jesli
ubezpieczony x = 0 umrze przed uptywem 2 lat to wyptata 10 jednos-
tek jest ptatna na koniec roku $mierci, po uptywie 2 lat wyplacana
jest renta wysokosci 1 na poczatek kazdego roku zycia. Przeprowadzi¢
obliczenia przy 6 = 0.2.

4.9 Dane sg nastepujace wartosci przy ¢ = 0.03:

x| 72 73 74 75
az | 8.06 | 7.73 | 7.43 | 7.15

Oblicz Pr3-

4.10 Pokazaé, ze a,. obliczone dla stalego natezenie §miertelnosci y i sile
stopy procentowej ¢ jest réwne ay obliczone przy sile stopy procentowej
0+ p.
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4.11 Zalézmy, ze Y jest obecng wartoscig renty na cate zycie wyplacajaca 1
na rok dla (z)-latka. Dane jest d, = 10 przy i = 1/24 =€’ —1,d, = 6
przy i = ¥ — 1. Oblicz wariancje Y.

4.12 Udowodnij oraz powiedz przy jakich zalozeniach jest prawdziwa rownosé
(i)
nbe = By n—th—l—t
dla wszystkich t,n € Z, it <n

(ii)
nEx = th n—th—l—t

dla wszystkich n € Z,, ¢t > 0 oraz t < n.

4.13 Grupa (30)-latkow ptaci po 1000 zldo funduszu na koniec kazdego roku
przez 20 lat. Znajdz kwote przypadajaca dla jednego przezywajacego.
Obliczenia przeprowadz dla TTZ-PL97m przy i = 4%. Wsk.: mozna
skorzysta¢ z tablicy funkcji komutacyjnych.

Zadania teoretyczne

4.14 Pokazaé przy HJP, ze wariancja obecnej wartosci Y cigglej renty odroc-
zonej wynosi

2Aw—|—m - (Aw+m)2
52

Var [Y] = UQm mpw(l - mpz)(dw+m)2 + U2m mPx

4.15 Udowodnié

- m _
minz = V" mPg Alz]+m:7 »

gdzie Gy)4ymm = fon V" Pla)+m Oraz przy HIP

_ _  om _
minQz = V" mPz Cg4m:m -

4.16 Udowodnié zaleznosé

Vg, = 0y + Az .
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4.17 Udowodni¢ nastepujace zwiazki dotyczace jednorazowej sktadki netto
terminowej renty z dotu

pm = Gem—1+A 1,
Tl
Qrm = 1+ Qpin—1>
Orm = VAgqm — A ;
xnl
Opp—1 — Vaggm — A;c:m -

4.18 Przy zalozeniu HA, wyprowadzi¢ wzoér na wariancje obecnej wartosci
odroczonego ubezpieczenia na cale zycie

2Aac—|—n - (A;U+n)2
d? ’

Var [Y] = U2n npz(l - npz)(aa:—l—n)z + U2n nPx
gdzie

v 0 jesi K =0,1,...,m—1,
S lvm et 0K jesli K =m,m+1,. ...

4.19 Pokazaé, ze jednorazowa sktadka netto rosngcej renty na zycie z dotu,
tzn. o wyplatach ¢y=k (k=0,1,...) w okresie 0 < k£ < K wynosi

(Ia’)m = Z kvk kPz -
k=1

4.20 Wyprowadzi¢ nastepujace wzory na jednorazowe sktadki netto rosng-
cych rent terminowych z géry i z dotu

(Ia'):cm = Z kvk_l k—1Pzx (41)
k=1

(Ia)x:m = Z kvk lcpz . (42)
k=1

4.21 Udowodni¢ nastepujaca zalezno$c:

AT = () _ glm)

1 —dm™gm
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4.22 Udowodni¢ nastepujaca zalezno$é¢ dotyczaca renty zupelne;j
1=4malm 4 A,
4.23 Rozwazajac przeptyw kapitatu dla portfela [, rent terminowych, udowod-

ni¢ ze zakumulowane wartosci odpowiednich rent dyskretnych na koniec
okresu dane sg wzorami

Sgm = a%ﬂ,
niyg
ém:ﬁ\ = aCEﬁ‘ .
nEw

oraz, ze analogicznie dla renty ciggltej mamy

— Qg:my

Sgm = .
nEg

4.24 Dlaczego nie rozwaza sie¢ zakumulowanych wartosci rent na cale zycie?

4.25 Przyjmijmy nastepujaca definicje ciaglej funkeji komutacyjnej

NSL‘ - / D.’E+t dt.
0

Udowodnié, ze

N,
(02% Dw .
4.26 Udowodni¢ przy zatozeniu HU, ze
N id 1 —0
4.27 Pokazaé, ze
_ Nz—l—l - Nz+n+1
Sem = ’
D;c—l—n
.. Nz - Nz+n
Sem = T
" Da:-}—n
Mw - Mw n
Gk, = LT

Dz—l—n
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Zadania dodatkowe

4.28

4.29

4.30

4.31
4.32

4.33

[FAM] Obliczy¢ éifé):m, agﬁ;ﬂ, Gs0.0 Przy zalozeniu TTZ-PL97m oraz
i = 4% korzystajac z

(i) z aproksymacji DL,
(ii) zaktadajac HU.

Dla (65)-latka zaktadajac TTZ-PL97m oraz i = 4% obliczy¢ aktuari-
alng obecng wartos¢ renty na cate zycie platnej miesiecznie z gory.

[EdA16.11.1996] Niech Y bedzie obecng wartoscia renty dozywotniej
dla 70-latka, dajacej mu wyptate 100 na poczatek kazdego roku. Oblicz
Var [Y] jesli dane sg Agy = 0.55211, 2Ag9 = 0.34022, pgy = 0.97 oraz
v = 0.95 (podaj najblizsza wartos¢). [Odp. (A) 119 151, (B) 129 252,
(C) 139 353, (D) 149 454, (E) 159 555.

Obliczy¢ Ay, Gog, Poy przy i = 6% oraz TFK-PL97m.

|[EdA26.10.96| Czterdziestoletnia osoba zaciagneta kredyt na 10 lat, z
roczng ratg w wysokosci r sptacang w formie renty ciaglej z oprocen-
towaniem ¢§. Dla pokrycia dtugu wystawiono polise dajaca w momencie
$mierci dtuznika wyptate réwna pozostalej kwocie dtugu. Przyjmujac
te sama stope procentowa ¢ wskaz formute wyznaczajaca jednorazowsa
sktadke netto za te polise.

[Odp. (A) (r/9) (Al ‘10 + v'% - 10p40),

(B) (7“/5)( 0 10p40),

(€) (7/5)( % 10440),

(D) (7“/5)(14 L= Um 10940)
w010

(E) (r/0)(A 1+ 10010)-]
40:10

[EdA26.10.96] Osobie czterdziestoletniej wystawiono polise na rente

dozywotnia, odroczong na 20 lat, platnag w wysokosci 1 na poczatek

roku. Wyznacz jednorazowg sktadke netto za te polise, jesli wiadomo,
ze:

A40 =0.112 :5;40:%\ =777 20P40 = 0.78 1=0.1.

[Odp. (A) 0.76, (B) 0.80, (C) 0.84, (D) 0.88, (E) 0.92.]
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4.34

4.35

4.36

4.37

|[EdA5.10.96] Dane sg trzy formuly:
() A=t s,

(i) Aum = Agm+ (2= DA,
(i) (TA), = §(IA), .

Ktoéra z nich jest poprawna przy zalozeniu jednostajnego rozkladu
zgonéw w ciggu roku?

[Odp. (A) tylko (i), (B) tylko (ii), (C) tylko (iii), (D) tylko (ii) oraz
(iii), (E) zadna.|

[EdA5.10.96] Dane sa:
o3 =270 i=01  3p, =009

Przy zalozeniu jednostajnego rozktadu zgonéow w ciggu roku a(;;)
(podaj najblizsza warto$¢):

[Odp (A) 2.40, (B) 2.45, (C) 2.50, (D) 2.55, (E) 2.60.]

wynosi

[EdA7.12.96] Osobie 35-letniej wystawiono polise na rente dozywot-
nig, odroczong na 30 lat, ptatng w wysokosci 100 ztotych na poczatku
miesigca. Przy zalozeniu jednostajnego rozktadu zgonéw w ciggu roku
wyznacz jednorazowg sktadke netto, ptatng w momencie wystawienia
tej polisy, jesli dane sa:

(i) ALY — Ags = 0.004212,
(ii)) A 1 =0.06519,
35:301

(iv) d = 7.407%, d'? = 7.672%, a(12) = 1.0005, B(12) = 0.4713.

Wynik zaokraglij do liczby catkowite;.
[Odp. (A) 513, (B) 660, (C) 807, (D) 954, (E) 1101.]

[EdA21.06.97] Znajdz wariancje zmiennej losowej Y = ap przy stalej
intensywnosci oprocentowania § > 0, wiedzac ze:

a; = 9 przy intensywnos$ci oprocentowania d,

d, = 6 przy intensywnosci oprocentowania 26 oraz 24,/A, = 2/3.
[Odp. (A)3/2, (B) 3, (C) 9, (D) 27/2, (E) 27
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4.38 |EdA3.10.98] W pewnej populacji $miertelnoscig rzadzi prawo Weil-
bulla z intensywnoscia wymierania p, = x/400. Ponadto intensywnos¢
oprocentowania § = 0.05 oraz ®(u) oznacza dystrybuante standard-
owego rozkladu normalnego. Wyznacz ayg.

[Odp. (A) 20v27me?(1 — @(2)),

(B) 40 2me?(1 — ©(2)),
(C) gv2me’(1 - (2)),
(D) gv2me (1L — ©(2)

)
(E) goV2me!(1 - 2(2)).]
4.39 Pokazaé, ze

m?—1_, 2m*—>5m?+3

olm) =1+ 502 Tomt 0 T

m—1 m+1_. mm+1), (m+1)6m?>—4)
) 4. .
3m * 12m? * 360m3 +--
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5 Zadania MUZ; lista 5

5.1 Ponizej dane sa informacje o 3-letnim ubezpieczeniu na dozycie ptat-
nym na koniec roku $mierci zawartym przez (x)-latka:

k| brsa k| 9z
0 2 0.20
1 3 0.20
2 4 0.3

Skladka placona jest na poczatku ubezpieczenia i i = 1/9. W przy-
padku przezycia wyptacana jest kwota b3 = 4.

(i) Napisz OW sumy tego ubezpieczenia.

(ii) Napisz JSN A dla tego ubezpieczenia przy uzyciu standardowych
oznaczen.

(iii) Oblicz JSN dla tego ubezpieczenia (najlepiej bezposrednio z definicji).
(iv) Oblicz roczna sktadke netto ptacona w jednakowej wysokosci P tak
dhugo jak ubezpieczony zyje.

(v) Oblicz rezerwe netto po pierwszym roku (najlepiej bezposrednio z
definicji). Rozwazy¢ dwa przypadki: (1°) sktadka netto jest ptacona
jednorazowo w momencie wypisania polisy, (2°) sktadka jest placona
corocznie.

5.2 Wykupiono polise na cale zycie z sktadka roczng netto ptatng na poczatku
kazdego roku jak dlugo ubezpieczony zyje i wynoszaca 100 zt. Znajdz
na jaka sume ubezpieczenia zostala wypisana polisa, jesli ¢ = 4% oraz
przyjeto §miertelnos¢ wg TTZ-PL97m. Obliczy¢ rezerwe netto po pier-
wszym roku.

5.3 (i) Napisa¢ obecna warto$¢ catkowitej straty L dla renty z goéry na
cale zycie, odroczonej na 2 lata, sfinansowanej sktadka netto ptacong
w pierwszych dwoch latach; w chwili wypisania polisy w wysokosci P
oraz, je$li ubezpieczony dozyje, w nastepnym roku w wysokosci kP.
Ile wynosi P jesli k =1 (przyja¢ HJP)?

5.4 Rozpatrzmy nastepujaca rente z gory na cate zycie. Co roku wyptacana
jest kwota réwna 1 i jesli rentobiorca zmart przed uptywem 5 lat, a na
koniec roku $mierci rentobiorcy zostaje zwrécona polowa pobranej na
poczatku JSN P.
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3.5

2.6

5.7

2.8

2.9

5.10

(i) Napisa¢ wzor na catkowita strate ubezpieczyciela L.
(ii) Poda¢ wzér, w terminach standardowych oznaczen aktuarialnych,
na JSN.

(50)-latek nie moze placi¢ dalej sktadek rocznych ubezpieczenia na cate
zycie i chce zamieni¢ swoje ubezpieczenie na bezsktadkowe. Obliczyé
nowa sume ubezpieczenia jesli konwersja nastapi po 10 i 15 latach.
Przeprowadzi¢ réwniez obliczenia dla (30)-latka, gdy konwersja nastapi
po 5, 101 15 latach.

Na zycie wystawiono bezterminowsa polise dajaca wyptate 1 w momen-
cie $émierci z sktadka ptacona w formie ciggte;j.

(a) Pokazaé, ze sktadka netto P, = p, jesli przyjmuje sie state natezenie
zgondw L, = j oraz natezenie stopy procentowej o.

(b) Podaj wzor na strate ubezpieczyciela L.

(c) Pokaz, ze wariancja L jest rowna p/(u + 9).

Obliczy¢ sktadke netto ptacona na poczatek kazdego roku zycia w ubez-
pieczeniu na dozycie po 3 latach dla (50)-latka. Obliczenia przeprowadzi¢
przy i = 6% oraz dla TTZ-PL97k.

|[EdA5.10.96] Na zycie (z) wystawiono bezterminowa polise dajaca wyplate
1 w momencie §mierci, ze sktadka ptatna w formie renty ciaglej. Jesli
strate ubezpieczyciela na polisie opisuje

LZUT—P(AE)-@ﬁ

to przy zalozeniu stalego natezenia zgonéw pu, = p wariancja L wynosi:

[Odp. (A) = p/(p+26), (B) = p/(n+0), (C) = (n+0)/(n+26), (D) -
(b +20)/(2p +26), (B) = (2 + 6)/ (21 + 20) |

[EdA26.10.96] W pelni ciggtym modelu sktadki netto przyjmij state
natezenie zgondw p, = u dla wszystkich x > 0 oraz dang sume p +
§ = 0.1. Skltadka P(A,.1g) w dziesiecioletnim ubezpieczeniu na zycie i
dozycie dla osoby w wieku (z) wynosi: [Odp. (A) —e/(0.1e — 1) — 4,
(B) - (e—1)/(0.1e) = 9, (C) — (e—1)/(0.1e) — (0.1 = §), (D) — (0.1e —
1)/(e—1) — 4, (E) — zadne z powyzszych.|

Udowodnié

gtk
kvwzl_ cax

Gy
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5.11

5.12

5.13

oraz .
aw—|—t:nfﬂ
Qgz:m

Dane jest 1()V25 = 01, 10V35 = 0.2. Oblicz 20V25.

Zadania teoretyczne

W przypadku jednostkowej polisy catkowicie ciaggtej na cate zycie dla
(z)-latka, oplacanej sktadks o stalej intensywnowsci (powiedzmy P i
nie jest wazne ile ona wynosi), catkowita strata ubezpieczyciela w przy-
padku gdy ubezpieczony umrze w chwili ¢ wynosi

I(t) = vt — P(iﬂ.

Pokazaé, ze [(t) jest funkcja malejaca dlat > 0, [(0) = 1, limy_,o [(2) =
—P/5. Wywnioskowaé stad, ze istnieje dokladnie jeden moment t
taki, ze calkowita strata ubezpieczyciela jest réwna zero jesli T, = i,
dodatnia jesli T, < t; oraz ujemna gdy 7, > ;.

Udowodnié¢ bezposrednim rachunkiem, ze wyrazenia

ELL] 1

A= Pl _ A, — P(A,)yas). 1
Fay =t o L4 b))
oraz _ _
o o Al ; .3 A, ;
A,) = P(A,)35,; — —Z! = P(A,)=X — —z# 2
tV (Az) (Az)32 E, (Az) B, E, (5.2)

sg rownowazne.

Wyprowadzié¢, nastepujace wzory na rezerwe skladki netto tV(Al )

§|

oraz wariancje straty ;L dla catkowicie cigglej polisy ubezpleczenla na
dozycie na n lat oplacanej sktadka netto o stalej intensywnosci P(A,m)
(nie ma tu znaczenia ile ona wynosi) przez czas 0 <t <n

VL) = Araes(4 D)) Plhen)

)
- P(Am)
Var LT, >t] = ( o] +tn—d — A[$]+t:m)2) (1 + ( 5 1)) .
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5.14 Dla polisy o ktérej mowa w zadaniu 5.13 wyprowadzi¢ nastepujace
wyrazenie na intensywnos¢ sktadki netto

- Ay
P(Apm) = =27 (5.3)
Qg:m
oraz wzory: przy t < n
tV(Azcﬁ) = ( (IZ1 —|—t_\ A z]+t:n—1 » (54)
T = (-5 ) e (5.5
+tw

5.15 Pokaza¢, ze wariancja catkowitej straty L w ubezpieczeniach ptatnych
na koniec roku $mierci, ze sktadky platna rokrocznie z gory wynosi:
(a) dla ubezpieczenia na cale zycie

2A:c _ (Az)Q
(i)

(b) dla ubezpieczenia terminowego na zycie

Var[L] =

2A1_ _ (Al )2
Var [L] = m.(md& j);m ,

(c) dla ubezpieczenia na dozycie

2A$:ﬁ\ - (Az:ﬁ\)2
(dgm)?

Var [L] =

5.16 Rozwazy¢ ubezpieczenie terminowe dla (z)-latka na n lat, w ktérym
sktadka netto w wysokos$ci .k, jest ptacona w chwili n je§li ubezpieczony
dozyje. Podaé¢ wzor na catkowita strate L oraz pokazaé, ze

nke = Ay

xEn M

5.17 Obliczy¢ sktadke netto P dla nastepujacego czystego ubezpieczenia na
dozycie, na n lat. W przypadku Smierci przed ustalonym w umowie
czasem n suma pobranych skladek jest zwracana w wysokosci h% (ubez-
pieczenie na dozycie z refundacjq sktadek).
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5.18 Udowodni¢ nastepujaca wersje wzoru rekurencyjnego, zwang wzorem

Facklera:

1+1 ek
- Vk+1

Dla]+k e

1V = (kV + Pk)

5.19 Wyprowadzi¢ nastepujacy wzor, okre§lajacy rownowazng postaé zmi-
ennych losowych Ay

—pr dlak < K,
Ak = —PI: + (bk—l—l - lc+1V) dla k = K, (56)
0 dlak > K,

gdzie P jest tzw. sktadka na ryzyko okreslona wzorem P} = v(bgy1 —
k1Y) Q)+ k-

5.20 Pokaza¢ na przyktadzie bezterminowego ubezpieczenia na sume 1 opta-
canego skladka netto w réwnych ratach, ze zmienne losowe Ay nie sa
niezalezne. Rozwazy¢ np. zdarzenia A, =01 A, =0 dla k£ # h.

5.21 Korzystajac z twierdzenia Hattendorffa wyprowadzi¢ nastepujacy wzor
na warunkowa wariancje straty L

o0

Var[xL] = Z(bk+h+1 — btht1V) 202 Dl ek okt -
h=0

5.22 Pokazaé, ze dla h < n:
Mx - Mx—l—n + Dm—l—n

P, =

hi z:m Na:_Na:—i—h )

WPy = L
Nw_Nw—}—h

Zadania dodatkowe

5.23 [EdA16.11.96] Osoba w wieku 40 lat zakupila rente dozywotnia w wysokosci
100, ptatng raz w roku, od 65 roku zycia. Wyznacz (podaj najblizsza
warto$¢) roczng sktadke platng z gory na kolejny rok ubezpieczenia,
az do wyplaty pierwszej renty (ostatnia sktadka w 64 roku zycia), jesli
wiadomo, ze:
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1. i = 0.05,
2. Giypgy = 13.51,

3. Ggs = 9.15,

4. My — Mgz = 2 100,
5. Dy = 13 215.

[Odp. (A) - 13.20, (B) - 13.40, (C) — 13.60, (D) — 13.80, (E) — 14.00.|

5.24 |EdA26.10.96] Upros¢ wyrazenie:

5.25

5.26

(P4o:m - 10P40) * U40:70]
v10. 10P40

Y

gdzie duze P oznaczaja roczne (platne na poczatku roku) sktadki netto
w peli dyskretnym modelu, a mianowicie:

o P19 sktadke w terminowym ubezpieczeniu na zycie i dozycie,

o 3P 10-letnig sktadke w bezterminowym ubezpieczeniu na zycie.

[Odp (A) - A40, (B) -1— A40, (C) - Azll()-l_()\’ (D) - A50, (E) -1- A50.]

[EdA07.12.1996] Bezterminowa polisa na zycie z-latka daje wyptate
10 000 zt na koniec roku émierci. Kupujac te polise z-latek ma do
wyboru dwa ekwiwalentne sposoby ptacenia dozywotniej sktadki:

(i) na poczatku kazdego roku w wysokosci 500 zt,

(ii) na poczatku kazdego miesiaca w wysokosci 7 zt.

Wyznacz wysokosé (podaj najblizsza wartosé) 7 przy zalozeniu jednos-
tajnego rozkladu zgonéw w ciggu roku oraz stopie procentowej i = 4%.
[Odp. (A) 41.43, (B) 42.44, (C) 43.45, (D) 44.46, (E) 45.47.]

[EdA28.02.98] W pewnym ubezpieczeniu rentowym dla osoby w wieku
x lat ubezpieczony placi az do wieku z+w(x) lat sktadki netto w formie
renty ciagtej ze stala intensywnoscia P na rok, a nastepnie otrzymuje
dozywotnia rente ciggly z ta sama intensywno$ciag wyptat P na rok.
Oblicz w(x) jesli wiadomo, ze dlugosé zycia w tej populacji ma rozklad
wyktadniczy z parametrem p, a techniczna intensywno$¢ oprocentowa-
nia wynosi 4. [Odp. (A) — 1/(p+6), (B) — (In2)/((p + 0), (C) -
(In2)/((u+26), (D) - 1/(2(5 + w)), (E) ~ 1/(2) ]
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5.27

5.28

5.29

|[EdA18.01.97] Kupujac bezterminowe ubezpieczenie, 35-latek ma do
wyboru dwie rownowazne formuly rocznych sktadek netto, ptaconych
dozywotnio na poczatku roku:

e roczna skladka rosngca wedtug wzoru 20 +5 - (k + 1), gdzie k =
0,1,...,
e roczna sktadka rosngca wedtug wzoru 1 +b - (k + 1), gdzie k =
0,1,....
Wyznacz wartosci parametru b, jezeli znane sa:
D35 =12 260 N, =176 410 S35 = 2165 170
[Odp. (A) - 6.05, (B) — 6.55, (C) — 7.05, (D) — 7.55, (E) — 8.05.]

[EdA18.01.97] Osobie 40-letniej wystawiono 10-letnig polise na zycie
ze $wiadczeniem w wysokosci 10 000 platnym na koniec roku $mierci.
Kontrakt przewiduje ponadto zwrot sktadek netto bez odsetek w formie
renty 10-letniej w przypadku dozycia do wieku 50 lat (sktadki beda
zwracane co miesigc, nie dtuzej niz do 60 roku zycia). Oblicz (podaj
najblizsza warto$¢) miesieczng sktadke netto dla tego ubezpieczenia,
jesli zgony maja jednostajny rozktad w ciggu roku, a ponadto wiadomo,
ze

D4y =9 000 D5y =4 800 D¢y = 2500 Ny = 135000

Nso =64 500 Ngo=27700 d=0.00 «(l2)=1 p(12)~11/24
[Odp. (A) —14.90, (B) — 15.65, (C) — 16.40, (D) — 17.15, (E) — 17.90.]
[EdA16.11.96] W ubezpieczeniu na cale zycie pie¢dziesieciolatka ze $wiad-
czeniem w wysokosci 1 wyptacanym w momencie Smierci, stata roczna
sktadka optacana jest w formie renty cigglej. Wyznacz poziom rezerwy
sktadek netto po 25 latach ubezpieczenia, jesli dane sa:

1. natezenie oprocentowania § = 0.1,
2. tp50:1—%,d1a0<t§50,
3. tp75:1—%,d1a0<t§25
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5.30

5.31

5.32

9.33

[Odp. (A) (exp(—5) —2exp(—5/2
2exp(—5/2)+1)/(exp(—5)+4), (C
3), (D) (exp(—5) — 2exp(—5/2)
2exp(—5/2) +12)/(exp(—5) +4)

J(r 1)/(exp(=5) +5), (B) (exp(=5) -

)
)
T2)/(6XP( 5) +5), (E) (exp(-5)

Na 35-latka wystawiono 25-letnig polise na zycie i dozycie z wyplata
10 000 zt w momencie §mierci lub dozycia do 60 lat. Przez caly okres
ubezpieczenia ptacone sg raz w roku, na poczatku roku, sktadki netto
w wysokosci 250 zt. Wyznacz (podaj najblizsza wartosé) rezerwe netto
sktadek netto na koniec 10 roku tego ubezpieczenia, jesli dane sa

A, =0.1 A 1=03 1 =5%
45:15] 45:15]

oraz obowigzuje zalozenie o jednostajnym rozkltadzie zgonéw w ciggu

roku. [Odp. (A) 850, (B) 875, (C) 920, (D) 945, (E) 1010.]

W bezterminowym ubezpieczeniu na zycie osoby trzydziestoletniej w
pietnastym roku ubezpieczenia sktadka ptatna na poczatku roku wynosi
50, a §wiadczenie $miertelne ptatne na koniec roku wynosi 3000. Rez-
erwa netto liczona przy 10% stopie wyniosta na koniec czternastego
roku ubezpieczenia 550. Przy jakim poziomie wspoétczynnika zgondéw
rezerwa netto na koniec pietnastego roku powinna osiagnaé¢ 600. [Odp.
(A) —0.0143, (B) — 0.0167, (C) — 0.0200, (D) — 0.0250, (E) — 0.0333.]

W ubezpieczeniu na cale zycie czterdziestolatka ze $wiadczeniem 10
000 zt, ptatnym na koniec roku, w ktérym nastgpila $mieré, roczna
sktadka optacana jest w czterech kwartalnych ratach po 30 zt. Sktadke
te wyznaczono przy stopie procentowej ¢ = (0.1 oraz przy zalozeniu
jednostajnego rozktadu zgonéw w ciggu roku. Wyznacz poziom rez-
erwy sktadek netto po dziesieciu latach ubezpieczenia (podaj najblizsza
warto$¢), jesli wiadomo, ze Azy = 0.19 oraz ds = 8.90. |Odp. (A) —
0.19, (B) — 915, (C) — 1288, (D) — 1525, (E) — 1645.]

[EdA18.01.1997] Osoba 33-letnia kupita bezterminowe ubezpieczenie na
zycie ze §wiadczeniem 10000 platnym na koniec roku $mierci, pltacac
na poczatku kazdego roku sktadke netto w wysokosci P. Po 21 latach
osoba ta przerywa placenie sktadek i otrzymuje propozycje ekwiwalent-
nych aktuarialnie rozwigzan:

exp(—5)—2exp(—5/2)+1)/(exp(—5)+
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e zamiany polisy na bezsktadkows ze Swiadczeniem zredukowanym
do 6 000,

e albo wyplaty rezerwy netto w formie dozywotniej renty w wysokosci
300, ptatnej na poczatku kazdego roku.

Dysponujac tymi informacjami wyznacz skladke netto P. [Odp. (A)
200, (B) 250, (C) 300, (D) 350, (E) 400.]
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6 Zadania

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

Zalozmy, ze zycia (x) i (y) sa niezalezne. Wyrazi¢ za pomoca npy i npy:
(a) prawdopodobienistwo, ze (z : y) przezyje n lat,

(b) prawdopodobienstwo, ze doktadnie jedna osoba (z) lub (y) przezyje
n lat,

(¢) prawdopodobieristwo, ze co najmniej jedna z oséb, (z) lub (y),
przezyje n lat

(d) prawdopodobienstwo, ze oboje (z) i (y) umra w przeciagu n lat.

Wyznaczy¢ Az, przy pomocy Agzii.y41-

Dwie osoby w wieku (z) oraz (y) zakupily ubezpieczenie wyplacajace
Swiadczenie w wysokoéci 20 000 zt na koniec roku pierwszej $Smierci
oraz 10 000 zt na koniec roku drugiej §mierci. Oblicz JSN w tym
ubezpieczeniu majac dane A, = 0.07, A, = 0.4, A;,, = 0.03.

Osoby (z) i (y) chca wykupié¢ ubezpieczenie dla 2-ch oséb, ktére ma by¢
wyptacone w wysokosci C' = 2000, na koniec roku pierwszej §mierci oraz
D = 1000 na koniec roku drugiej $mierci. Majac dane A, = 0.04, A, =
0.05 oraz Az, = 0.03 obliczy¢ JSN tego ubezpieczenia.

Matzonkowie (x) i (y) chca wykupié rente, ktora ma by¢ wyplacana w
wysokosci C' = 1000, poczawszy od $§mierci jednego z nich, na poczatek
kazdego kolejnego roku zycia drugiego. Majac dane d, = 4, a, = 5
0raz (g, = 3 obliczy¢ JSN tej renty wdowiej.

Zakladajac, ze maz (45) oraz zona (40) maja zycia niezalezne, oraz ze
ich rozktady sa zgodne odpowiednio z tablicami TTZ-PL97m i TTZ-
PL97k obliczy¢ 3pis4g-

Niech X 1Y bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie wyktad-
niczym odpowiednio z parametrami « i 3. Pokazaé, ze

(i) Pr(X <Y) =a/(a+p),

(ii) Pr(min(X,Y) > z) = e (ethz 3 >0,

Natezenie zgonow dla zony (30) i meza (40) sa state i wynosza odpowied-
nio p? = 1/40 i p™ = 1/30. Oblicz wartos¢ oczekiwana dtugosci
zycia (calego zycia) tej osoby, ktora umrze wezesniej (podaj najblizsza

wartosé¢). [Odp. (A) 47.143, (B) 48.571, (C) 50, (D) 51.429, (E) 52.857.]
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6.9 WyraZié tPu PTZ€Z Py, tpzi:zja tpmi:zj:zka tPzy:moiwsima (iaj: k = 17 <. ’4)

gdy
o u=(1:29): (x3:x4),
o u=(z1:15): (z3:14),

o u=(z1:29): (T3:24).
Napisa¢ T'(u) w jezyku max, min i rownowaznie V, A.

6.10 Obliczy¢ JSN dyskretnej renty wdowie]j a,|,, ktora zaczyna wyptaty w
wysokosci 1 od konica roku $mierci (z) i koficzy sie z momentem $mierci

(y)-

6.11 Pokazaé, ze
aa:i:y:z = Qg:x + ay:z - am:y:z-

6.12 Ojciec (x) i matka (y) wykupuja renta ciagla wyplacajaca z intensy-
wnoscia 1 przez cale zycie dziecku (z) od momentu $mierci drugiego z
rodzicow az do jego Smierci. Obliczy¢ JSN az, tego ubezpieczenia.
Wsk.: skorzystaé¢ z Zad. 6.9 oraz z tego, ze

&Tw\z =y — Qg2

6.13 Obliczy¢ G|, dla niezaleznych zy¢ (x) i (y) jesli wiadomo, ze ppz4: =
0.05 oraz ppy ¢ = 0.04.

6.14 Zadanie o skojarzeniach formuluje sie nastepujaco. Zaktada sie, ze
m uczestnikdw przyjecia przy wyjsciu losowo zabiera swoje parasole.
Niech N bedzie liczba parasoli, ktére wrocity do swojego wlasciciela.
Pokazaé, ze

Zadania dodatkowe

6.15 [EdA05.04.1997|Bezterminowe ubezpieczenie na zycie dwojga oséb w
wieku x oraz y lat daje wyplate w wysokosci 5 000 po $mierci pier-
wszej osoby oraz wyplate 2 000 po $mierci drugiej osoby. Swiadczenia
poSmiertne platne s na koniec roku $mierci. Wyznacz jednorazowa
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6.16

6.17

6.18

sktadke netto za to ubezpieczenie, jedli dane sa: a, = 18.5, a, = 8.5,
Agy = 2Azw, v = 0.95. Podaj najblizsza wartos¢. [Odp. (A) 2 600 (B)
2625 (C) 2 650 (D) 2 800 (E) 2 825.]

[EdA05.12.1998|Polisa grupowa ubezpiecza na zycie czterech oso6b okreslona

jest w nastepujacy sposob. Swiadczenie wyptacane jest na koniec roku
kazdej z trzech pierwszych Smierci, wszystkim pozostajacym przy zy-
ciu w chwili tej $mierci (ewentualnie innej osobie uprawnionej w przy-
padku nie dozycia korica roku), kazdemu po 1 zl. Jednoczesna $mieré
dwojga lub wiecej oséb nie jest mozliwa. Nie ma zadnej wyplaty za
$mier¢ ostatniej osoby. Smiertelnosé w tej populacji ma stala intensy-
wno$¢ wymierania p, = 0.04, natomiast 6 = 0.05. Oblicz jednorazowsg
sktadke netto za to ubezpieczenie. Podaj najblizsza wartos¢. [Odp.
(A) 3.3 (B) 3.4 (C) 3.5 (D) 3.6 (E) 3.7.]

|[EdA18.01.1997|Maz (z-lat) i zona (z-lat) maja do wyboru:

e kupié¢ bezterminowe ubezpieczenie na zycie meza, ze $wiadczeniem
w wysokosci 10 000 zt ptatnym na koniec roku $mierci,

e kupi¢ bezterminowe ubezpieczenie na zycie obojga, ze Swiadcze-
niem 10 000 zt ptatnym na koniec roku §mierci.

Jesli wybiora pierwszy sposob ubezpieczenia, to roczna sktadka netto,

platng na poczatku roku, bedzie wynosi¢ 100 zt. Wyznacz roczng

sktadke netto, ptatna na poczatek roku, dla drugiego typu ubezpieczenia,
jesli wiadomo, ze Smiertelnoscia w tej populacji rzadzi prawo Gom-

pertza, z natezeniem zgonow

Hort = B - 27+

oraz p, = 0.995, v = 0.95. Wskaz najblizsza wartos¢. [Odp. (A)
103.20, (B) 103.35, (C) 103.50, (D) 103.65, (E) 103.80.]

[EdA28.02.1998|Maz (x) i Zona (y) rozwazaja zakup ubezpieczenia ren-
towego typu A — B. Wyptaca ono A tysiecy zlotych w kazda rocznice
polisy (od zaraz) az do pierwszej §mierci, a potem dozywotnio B tysiecy
ztotych w kazda rocznice polisy owdowialej osobie. Dla pary matzenskiej
rownowazne s3 dwa przypadki takiego ubezpieczenia: 12 — 7 14 — 4.
Oblicz jednorazowg sktadke netto w takim ubezpieczeniu, jesli: a, = 11
oraz g, = 13. |Odp. (A) 130 tys., (B) 135 tys., (C) 140 tys., (D) 145
tys., (E) 150 tys.]
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6.19

6.20

6.21

6.22

Rozpatrujemy rente wdowia dla pary (z) i (y). Renta wyptaca w
nastepujacy sposob:

1. gdy (x) umrze jako pierwszy, (y) zaczyna otrzymywaé rente dozy-
wotnig ciggla z intensywnoscig 2 na rok,

2. gdy (y) umrze jako pierwsza, (z) zaczyna otrzymywaé rente dozy-
wotnig ciggla z intensywnoscig 1 na rok.

Skladki za to ubezpieczenie sa placone w postaci renty ciaglej az do
pierwszej Smierci z odpowiednio dobrang stala intensywnoscia netto P.
Podaj rezerwe 1oV obliczong na jedna polise. Dane s3:

C_LT\ - ].3, 6/@ == 17, C_I/:E_y\;
C_Lac—l—lo = 1057 C_7/3/—{—10 = 15, az—f—lO:y—i—lO = 6a

10Pz = 085, 10py = 0.97.

Wskaz najblizsza odpowiedz. [Odp. () 11.6, (B) 12.2, (C) 12.8, (D)
13.4, (E) 14.0.]

[EdA15.01.2000|Trzy osoby w wieku (), (y), (2) zakupily beztermi-
nowe ubezpieczenie na zycie, wypltacajace 20 000 zt na koniec roku
pierwszej Smierci oraz 10 000 zt na koniec roku drugiej Smierci. Roczna
skladka ptacona jest w stalej wysokosci na poczatku kazdego roku ubez-
pieczenia do drugiej Smierci. Podaj roczng sktadke w tym ubezpiecze-
niu. Dane sa: gy = 7, Ay = 10, Gyy = 11, dgy, = 8, d = 6%. [Odp.
(A) 472, (B) 660, (C) 1 100, (D) 1 220, (E) 1 533.]

|[EAA08.04.2000]|Ubezpieczenie dla dwoch niezaleznych osob (z tej samej
populacji) w wieku (z) oraz (z + 1) placi 1 000 z! na koniec roku
pierwszej §mieci. Wyznacz skladke netto dla tego ubezpieczenia, ptatng
w stalej kwocie na poczatku kazdego roku az do pierwszej Smierci, jesli
wiadomo, ze p, = 0.9, py41 = 0.85, Azi1 242 = 0.24, v = 0.95. [Odp.
(A) 29, (B) 31, (C) 33, (D) 35, (E) 37.]

[EdA14.010.2000]Zona (30) i maz (35) rozwazaja zawarcie umowy ubez-
pieczenia ich wspdlnego zycia, z suma ubezpieczenia 1 zl, wyptacang
na koniec roku pierwszej §mierci osobie pozostajacej przy zyciu lub
innym uprawnionym. Regularna sktadka roczna Psg.35 ptatna do pier-
wszej $mierci jest o 1% mniejsza niz odpowiednia sktadka Psy.36, ktora



a0

6.23

6.24

6.25

6.26

musieliby ptacié, jesli sie ubezpieczg za rok. Dane ponadto: ¢z =
0.00055, ¢35 = 0.003, v = 0.95. Obliczy¢ Psp.35. [Odp. (A) 0.003, (B)
0.004, (C) 0.005, (D) 0.006, (E) 0.007.]

[EdA03.10.2000]

o v, =1—1%q, t€]0,1]

o py,=1-— t3qy, t€[0,1]

e g, =02

e q, =04

e T'(z)iT(y) sa niezalezne.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze osoba () umrze w ciagu 9 miesiecy
oraz jej Smier¢ bedzie poprzedzona przez $mier¢ osoby (y). Podaj na-

jblizsza wartosé. |Odp. (A) 0.001, (B) 0.003, (C) 0.005, (D) 0.007, (E)
0.009.]

[EdA24.11.1997|Maz (30) wykupuje dla zony (20) rente wdowia ciagta,
placaca z intensywnoscig 12 000 zt na rok od momentu jego $mierci.

Sktadki ptacone s3 do momentu pierwszej Smierci w formie renty ciggte;j
z intensywno$cig P na rok. Oblicz P jesli dane sa

P =002 ., =001 §=0.05
[Odp. (A) 3800, (B) 4000, (C) 4200, (D) 4400, (E) 4600.]

[EAA07.12.1996]Rodzice (25) i (35) wykupili dziecku (0) polise posagowa,
dajaca dziecku w wieku 20 lat wyplate tylko wtedy, gdy bedzie ono
catkowity sierotg. Oblicz prawdopodobienistwo zdarzenia, ze dojdzie
do wyptaty posagu, jesli natezenie zgonoéw jest w tej populacji stale i
wynosi 4 > 0. [Odp. (A) exp(—45u)+exp(—55u)—1, (B) (exp(—45u)+
exp(—55u))/2, (C) exp(—20u)—2 exp(—40u)+exp(—60u), (D) (exp(—20mu)—
2 exp(—40p)+exp(—60u))/2, (E) (exp(—45u)+exp(—55u)+exp(—100u))/3.]

[EdA214.10.2000]Oblicz €49.50, jesli wiadomo ze:

e osoba w wieku 50 lat jest niepalgca,

e osoba w wieku 40 lat jest palaca,

o iy =2 iy,
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e I"=100- (100 — z) dla 0 < & < 100,

gdzie indeks gérny n oznacza osobe niepalaca, natomiast p osobe palaca.
[Odp. (A) 11, (B) 14, (C) 17, (D) 20, (E) 24.]
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7 Zadania

7.1 W nastepujacym fragmencie tablicy szkodowosci dla obu plci tacznie
TSZ-PL99 z dodatku dla x = 50, ..., 54 uzupetni¢ brakujace kolumny.

| 17 [dD 1 d? [V 7] gD
50 | 91708 | 661 | 85
51 | 90961 | 656 | 85
52 | 90221 | 650 | 84
53 | 89487 | 645 | 83
54 | 88759 | 640 | 83
55 | 88037 | 991 | 80

Korzystajac z tej tablicy policzyé kpg)), dla k = 2,3, 4, 2(1%)’ 2|q§,§). Ile
wynosi [Zs7

7.2 Na podstawie tablicy 7.1 obliczy¢ (i) prawdopodobienstwo zgonu w
ciggu roku z powodu przyczyny 1 w wieku 24 lat, (ii) prawdopodobieri-
stwo, ze (25)-latek umrze w ciggu roku z dowolej przyczyny, (iii) prawdo-
podobieristwo, ze (26)-latek umrze w ciagu dwoch lat z powodu przy-
czyny 2.

Tablica 7.1: Tablica na 2 ryzyka

z 1) dV d?
24 | 97526 33 102
25 | 97391 35 105
26 | 97251 37 110
27 | 97104 39 115
28 | 96950 39 122
29 | 96789 42 126

7.3 [EdA13.04.2002] Osoba, ktora 1 stycznia konczy 50 lat, nalezaca do
populacji de Moivre’a z granicznym wiekiem 80 lat bedzie 1 pazdziernika
uczestniczyla wraz z grupa os6b w krotkotrwalej imprezie (ekstremalny
sport), ktora przezywa 90 % uczestnikow. Obliczyé qéé) i qég), gdzie 1
oznacza $Smier¢ naturalng, a 2 $mier¢ podczas wspomnianej imprezy.
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7.4

7.5

7.6

7.7

7.8

7.9

Obliczy¢ o ile procent wzrosnie sktadka na ubezpieczenie jednoroczne
dla osoby, koniczacej 1 stycznia 40 lat, planujacej 1 pazdziernika uczest-
niczy¢ wraz z grupa osob w krotkotrwalej imprezie (ekstremalny sport),
ktora przezywa 90 % uczestnikow. Przyja¢ czas rozklad przyszlego
czasu zycia tej osoby jest dany przez TTZ-PL97m oraz i = 3%. Z
polisy jest wyptacona suma ubezpieczenia 1 jedynie z powodu $mierci
nie bedacej nastepstwem branie udziatu w imprezie.

Osoba, ktora 1 stycznia koriczy 50 lat, nalezaca do populacji de Moivre’a
z granicznym wiekiem 80 lat bedzie 1 lipca oraz 1 pazdziernika uczest-
niczyla wraz z grupa oséb w krotkotrwalych imprezach (ekstremalny
sport), kazda z nich przezywa 80 % uczestnikow. Obliczy¢ qéé) i qé?)),
gdzie 1 oznacza $mier¢ naturalng, a 2 Smier¢ podczas wspomnianej

imprezy.

Rozwazmy ubezpieczenie od $émierci, ktorej natezenie jest state i réwne
0.05 oraz od nieszcze$liwego wypadku powodujacego trwate kalectwo,
ktorego natezenie wystapienia rowna sie 0.01. W chwili §mierci wypta-
cona jest suma ubezpieczenia 1, natomiast od momentu inwalidztwa az
do $mierci ptacona jest ciggla renta z intensywnoscig 1. Obliczy¢ JSN.

Dla 1000 os6b w wieku 25 lat obliczy¢ oczekiwang liczbe oséb ktore
umra w przeciggu roku z powodu przyczyny 1. Réwniez policzy¢ oczeki-
wang liczbe osob, ktoére przezywszy pierwszy rok umrg w nastepnym
z powodu przyczyny 1. Obliczenia przeprowadzi¢ dla dwuszkodowe]
tablicy 7.1.

Odejscia z pracy moga by¢ z dwoch powoddéw: $mieré (1) lub zmiana
pracy (2). Zmiana pracy moze nastepowac jedynie w dniu 1 pazdziernika.
Zakladajac, ze w ciggu roku $miertelnosé jest jednostajna oraz TTZ-
PLm97 oraz z powodu zmiany pracy opuscza 5% pracownikow, obliczy¢
prawdopodobienstwo qég), ze (50)-latek w ciagu roku przestanie pra-
cowaé (przyjaé, ze 1 stycznia jest dniem urodzin pracownikow).

Zadania teoretyczne

Opisa¢ przy pomocy 7, i J, dopetnienie zdarzenia {7, < t,J, = j}.
Zauwazy¢, ze og6lnie 1— tq,(f) # Pr(T, > t,J, = 7). Czy znajac historie



o4

7.10

7.11

7.12

7.13

zycia (z)-latka od chwili zawarcia umowy do czasu t da sie rozstrzygnac,
czy w jego przypadku zaszlo zdarzenie { T, > t, J, = j }? A zdarzenia
{Tz < taJw :j}a {Tz > t}?

Udowodnié, ze

. (4)
Pr(J, =j|T, =1) = Fa(t) - ET]) )
e Fiz] 4t

(Formalna definicja tego warunkowego prawdopodobienstwa, ktorego
warunek ma prawdopodobienistwo 0, wymaga aby byta to funkcja dwu
zmiennych j, ¢ spelniajaca

b
Pr(J, = j,a < T, < b) = / Pr(J, = jIT, = ) fo(t) dt

dla kazdego j =1,...,m,0<a <b.)
Udowodnié¢ tozsamosc¢

g
() — 22 ()
th d(T) tq;c .

tWx

Udowodnié¢ przy zatozeniu HCFM-D

SFx

(5 r ;g;j) r gr)
2D = () E I g<s<1,0<r<1 (T)
Stad przechodzac z r — 1 mamy

I(J) _ (spgr)) qg(cj)/ Qg(cT)

oD , 0<s<1. (7.2)

Pokaza¢, ze (7.2) jest rowniez prawdziwe przy HU-D. Przeksztalcajac
udowodnié, ze .
o _ logwa” o)

sqy ——q. (7.3)
log rp(zT)

Udowodnié¢, ze przy zalozeniu HU'-D mamy

2
gt = gD (t - q;@)%), 0<t <1,

skad wywnioskowaé¢, ze HU-D nie moze wtedy by¢ prawdziwa.
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7.14 Udowodnié¢, ze jesli T}, jest skoniczone, to warunek fooo /J,E;])+S ds = oo
musi by¢ spelniony. Poda¢ przyklad i intepretacje gdy nie zachodzi

fooo Hiz]+s ds = OO(] =1,... am)'

Zadania dodatkowe

7.15 [EdA14.10.2000] W modelu o dwdch ryzykach wspotbieznych [double

decrement model/ niech qg(f), ,ug) oznaczaja odpowiednio prawdopodobienstwo

zajécia zdazenia oraz natezenie zdarzenia w stowarzyszonym modelu
pojedynczego ryzyka [associated single decrement modell. Przyjmijmy
nastepujace oznaczenia: s —§mieré¢ oraz n — $mier¢ w wyniku nieszczesli-
wego wypadku. Dane jest:

1. q;(f) = (.6 oraz jest rownomiernie roztozone w ciggu roku,

2. 1, =0.04dla0<t<1.

Wyznacz sktadke netto za ubezpieczenie na okres 1 roku (bez uwzgled-
nienia oprocentowania) z ktérego w przypadku zajscia zdarzen objetych
umowg wyplacane sg nastepujace $wiadczenia:

— 1000 w przypadku $mierci naturalnej (zajsScie zdarzenia s),

— 2000 w przypadku $mierci w wyniku wypadku (zajScie zdarzenia n).
Podaj najblizsza wartos¢. [Odp. (A) 133, (B) 134, (C) 135, (D) 136,
(E) 137/

7.16 [EdA05.12.1998] Maz, obecnie w wieku z, ubezpiecza sie na wypadek
$mierci i na wypadek inwalidztwa. Natezenia obu rodzajow szkodowosci
wynosza, odpowiednio ) = 0.015, ™) = 0.005. Jesli maz zostanie
inwalida, to nie ma szans na wyjscie z inwalidztwa i przechodzi do pod-
populacji 0 wyzszej $miertelnosci %) = 0.04. Natezenie wymierania
kobiet wynosi /Lﬁt. Jesli maz umrze (nie bedac inwalida), to jego
zona, obecnie w wieku y, bedzie pobiera¢ dozywotnio rente ciagla z
intensywnogcia roczng P. Je$li natomiast maz zostanie inwalida, to do
korica zycia bedzie pobierat rente ciagla z intensywnoscig roczng 2P.
Maz placi sktadki w formie renty ciaglej z intensywnoscia roczna 7, az
do wystapienia jednego ze zdarzen: wtlasnej Smierci, inwalidztwa lub
$mierci zony. Intensywno$¢ oprocentowania wynosi 6 = 0.05. Oblicz
7/ P. Podaj najblizszg wartosé. [Odp. (A) 0.377, (B) 0.431, (C) 0.452,
(D) 0.486, (E) 0.547.]
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7.17 |[EdA26.10.1996] W ubezpieczeniu na zycie z terminem 20 lat §wiad-

7.18

czenie jest platne w momencie §mierci i wynosi:

(1) 1.50 zl, gdy przyczyna $mierci byl wypadek,

(2) 1 zt, gdy $mier¢ spowodowala inna przyczyna.

Natezenie zgonéw wedtug obydwu przyczyn opisuja odpowiednio:
m _ 1 @ _ 1

Mgyt = 60’ Kt = E
Wyznacz jednorazows skladke netto za te polise przy zerowej stopie
procentowej. [Odp. (A) 1 —exp(—5), (B) 2(1—exp(—20/3), (C) 3(1—
exp(—20/3)), (D) £(1 — exp(—25/3)), (E) 3(1 — exp(—25/3)).]

Pokazaé¢, 7e jesli b(t) = 5 i II jest stala intensywnoécig sktadki netto,
to tV = Hga.?’

3Z7a Bowers et al, str. 253.



