
227 ZadaniaZadania laboratoryjneZadania na wykorzystanie instruk
ji MATLAB-owski
h: rand, rand(m,n),rand('state', 0), randperm, randn.7.1 Napisa¢ program na sprawdzenie generatorów MATLABowski
h przyu»y
iua. testu Koªmogorowa�Smirnowa,b. testu serii z t = 3. Obli
zy¢ pr (patrz 2.2) dla d = 4, n = 2m;
(m = 10, 11, . . . , 20).7.2 [Savi
ky℄ Uru
homi¢ pro
edur�Z=rand(28,100000);
ondition = Z(1,:)<1/16;s
atter(Z(16,
ondition),Z(28,
ondition),'.');Uzasadni¢, »e w przypadku teorety
znym gdy Z jest ma
ierz¡ skªa-daj¡
¡ si� z zmienny
h losowy
h niezale»ny
h o rozkªadzie jednostaj-nym to na rysunku powinni±my otrzyma¢ 
hmur� par (U1i, U2i) (i =
1, . . . , 100000), gdzie Uij s¡ niezaleznymi zmiennymi losowymi o jedna-kowym rozkªadzie jednostajnym U(0,1). Rysunek powinien wi�
 wy-gl¡da¢ jakZ=rand(2,100000);
ondition = Z(1,:)<1/16;s
atter(Z(1,:),Z(2,:),'.');Ró»ni
� ªatwo zauwa»y¢. A 
o si� dzieje gdyby u»y¢ metody 'twister'.Wyja±ni¢ jak powinna wygl¡da¢ 
hmura w wypadku 'idealnym'.7.3 Dla przykªadu 2.9, przy n = 214 i k = 220 uzupeªni¢ tabelk�:

liczba kolizji ≤ 100 110 120 130 140 150 160 170
z prawdopodobiestwem ? ? ? ? ? ? ? ?



7. ZADANIA 237.4 Uzasadni¢, »e pro
edura generowania losowej permuta
ji z wykªadudaje losow¡ permuta
j� po rozwi¡zaniu nast�puj¡
ego zadania z ra-
hunku prawdopodobie«stwa, w którym induk
yjnie de�niujemy 
i¡g
n permuta
ji zbioru [n]. Zerow¡ permuta
j¡ π0 jest permuta
ja iden-ty
zno±
iowa. Dla k = 1, 2, ..., n − 1 de�niujemy induk
yjnie πk-t¡ z
πk−1-szej nast�puj¡
o: zamieniamy element k-ty z Jk-tym gdzie Jk jestlosowe (tj. o rozkladzie jednostajnym) na {k, . . . , n}, niezale»nie od
J1, . . . , Jk−1. Pokaza¢, »e πn−1 jest permuta
j¡ losow¡.7.5 Napisa¢ pro
edur� na losowanie1. z n obiektów wybieramy losowo k ze zwra
aniem,2. z n obiektów wybieramy k bez zwra
ania.3. wybieraj¡
¡ losowy podzbiór k elementowyz {1, . . . , n}.7.6 Napisa¢ pro
edur� generowania losowej permuta
ji randpermmy na pod-stawie algorytmu z podrozdziaªu 3.1. Porówna¢ szybko±¢ swojej pro
e-dury z matlabowska randperm.7.7 Obli
zy¢ przez symula
je prawdopodobie«stwo pn tego, »e w permuta
jilosowej li
zb 1, . . . , n, »adna li
zba nie jest na swoim miejs
u. Zrobi¢obli
zenia dla n = 1, . . . , 10. Do 
zego mo»e zd¡»a¢ pn gdy n → ∞.7.8 Napisa¢ pro
edur� n rzutów monet¡ (ξ1, . . . , ξn).Je±li orzeª w i-tym rzu
ie to nie
h ξi = 1 je±li reszka to ξi = −1. Nie
h
S0 = 0 oraz Sk = ξ1+. . .+ξk. Obli
zy¢ pierwszy moment i warian
j� ξ1.Zrobi¢ wykres S0, S1, . . . , S1000. Na wykresie zazna
zy
 linie: ±Var(ξ)

√
n,

±2Var(η)
√

n, ±3Var(ξ)
√

n.Zrobi¢ zbior
zy wykres 10 replika
ji tego eksperymentu.7.9 Rzu
amy N razy symetry
zn¡ monet¡ i generujemy bª¡dzenie przy-padkowe (Sn)0≤n≥N . Napisa¢ pro
edury do obli
zenia:1. Jak wygl¡da absolutna ró»ni
a pomi�dzy maximum i minimum bª¡-dzenia przypadkowego gdy N ro±nie?7.10 Rozwa»amy 
i¡g (Sn)0≤n≥2N . Przez prowadzenie w od
inku (i, i + 1)rozumiemy, »e Si ≥ 0 oraz Si+1 ≥ 0. Nie
h X b�dzie ª¡
zn¡ dªugo±
i¡prowadze« dla N rzutów.1. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e jeden gra
z b�dzie przewa»aª



24 pomi�dzy 50% a 55% 
zasu? Lub wi�
ej ni» 95% 
zasu? Zrobi¢ ob-li
zenia symula
j¡. Eksperymentalnie sprawdzi¢ ile powtórze« nale»yzrobi¢ aby osi¡gn¡
 stabilny wynik.3. Nie
h N = 200. Zrobi¢ histogram wyników dla 10000 powtórze«tego eksperymentu.7.11 Napisa¢ pro
edur� do zadania dni urodzin.1.Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e w±ród n losowo wybrany
h osóbprzynajmniej dwie maj¡ ten sam dzie« urodzin?2. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e w±ród n losowo wybrany
h osóbprzynajmniej dwie maj�a urodziny w prze
i�agu r dni jeden od drugiego?3. Przypu±¢mi, »e osoby pojawiaj¡ si� kolejno. Jak dªugo trzeba 
zeka¢aby pojawiªy sie dwie maj¡
e wspólne urodziny? Zrobi¢ histogram dla1000 powtórze«.7.12 [Test odst�pów dni urodzin℄ U»ywaj¡
 symula
ji znale¹¢ funk
j� praw-dopdobie«stwa statystyki R. Sprawdzi¢ 
zy wyniki si� pokrywaj¡ je±lido obli
ze« u»ywa sie ró»ny
h generatorów.7.13 [Zagadnienie komiwoja»era℄ Komiwoja»er opusz
za miasto 0 i musi od-wiedzi
 wszystkie miasta 1, . . . , n przed powrotem do punktu wyj±
io-wego. Odlegªo±
i pomi�dzy miastem i a miastem j jest cij . Je±li nie madrogi do kªadziemy cij = ∞. Jest n = 100 miast do odwiedzenia, któ-ry
h odlegªo±
i s¡ zadane w nast�puj¡
y sposób. Za
z¡¢ od rand('state',0). Przydzieli¢ odlegªo±
i kolejno wierszami cij gdzie i = 0, . . . , 100 oraz
j = 0, 1, . . . , 100 - odlegªo±¢ mi�dzy adresem i oraz j. (W ten sposóbwszys
y b�d¡ mieli tak¡ sam¡ ma
ierz odlegªo±
i). Znale¹¢ jak najlep-sz¡ drog� 0, π1, . . . , π100, 0 minimizuj¡
¡ przeje
han¡ tras�. Czy uda si�odnale¹¢ najkrótsz¡ tras�. Znale¹¢ najkrótsz¡ po 100, 200, itd. loso-wania
h.



7. ZADANIA 25ProjektProjekt 1 Bob sza
uje, »e w »y
iu spotka 3 partnerki, i z jedn¡ si� o»eni.Zakªada, »e jest w stanie je porównywa¢. Jednak»e, b�d¡
 osob¡ honorow¡,(i) je±li zde
yduje si� umawia¢ z now¡ partnerk¡, nie mo»e wró
i¢ do ju» od-rzu
onej, (ii) w momen
ie de
yzji o ±lubie randki z pzostaªymi s¡ niemo»liwe,(iii) musi si� zde
ydowa¢ na któr¡± z spotkany
h partnerek. Bob przyjmuje,»e mo»na zrobi¢ mi�dzy partnerkami ranking: 1=dobra,2=lepsza, 3=najlep-sza, ale ten ranking nie jest mu wiadomy. Bob spotyka kolejne partnerki wlosowym porz¡dku.Napisz raport jak¡ stategi� powinien przyj¡
 Bob. W sz
zególno±
i wrapor
ie powinny si� znale¹¢ odpowiedzi na nast�puj¡
e pytania.(a) Bob de
yduje si� na ±lub z pierwsz¡ spotkan¡ partnerk¡. Obli
z praw-dopodobie«stwo P (teorety
zne), »e o»eni si� z najlepsz¡. Obli
z te»o
zekiwany rang� r(b) U»yj symula
ji aby okre±li¢ P i r dla nast�puj¡
ej strategii. Bob nigdynie »eni si� z pierwsz¡, »eni si� z drug¡ jesli jest lepsza od pierwszej, wprze
iwnym razie »eni si� z trze
i¡.(
) Rozwa»y¢ zadanie z 10-
ioma partnerkami, które maj¡ rangi 1, 2, . . . , 10.Obli
zy¢ teorety
znie prawdopodobie«stwo P i o
zekiwan¡ rang� r dlastrategii jak w zadaniu (a).(d) Zde�niowa¢ zbiór strategii, które s¡ adapta
j¡ strategii z zadania (b)na 10 partnerek. Poda¢ jesz
ze inn¡ strategi� dla Boba. Dla ka»dejstategii obli
zy¢ P i r.



5210 ZadaniaZadania teorety
zne10.1 Nie
h F ∼ Exp(λ) i Z1 = F−1(U), Z2 = F−1(1 − U). Pokaza¢, »e
IE Zi = 1/λ, IE Z2

i = 2/λ2,oraz
corr (Z1, Z2) = −0.6449.Wsk. ∫ 1

0
log x log(1 − x) dx = 0.3551.10.2 Obli
zy¢ warto±¢ o
zekiwan¡ i warian
j� rozkªadu Pareto Par(α).10.3 Nie
h Z1 = F−1(U), Z2 = F−1(1−U). Obli
zy¢ korela
j� corr (Z1, Z2)gdy F jest dystrybuant¡:(a) rozkªadu Poissona; λ = 1, 2, . . . , 10,(b) rozkªadu geometry
znego Geo(p).10.4 Nie
h X ma dystrybuant� F i 
h
emy wygenerowa¢ zmienna losow¡ owarunkowym rozkªadzie X|X ∈ (a, b) gdzie IP(X ∈ (a, b)) > 0. Nie
h

V = F (a) + (F (b) − F (a))U.Jaki rozkªad ma V . Pokaza¢, »e Y = F−1(V ) ma »adan¡ warunkow¡dystrybuant� G, gdzie
G(x) =







0 x < a,
F (x)−F (a)
F (b)−F (a)

, a ≤ x < b,

1 x ≥ b10.5 Poda¢ pro
edur� generowania li
zb losowy
h o rozkªadzie trójk¡tnymTri(a,b), z g�sto±
i¡
f(x) =

{

c(x − a), a < x < (a + b)/2,
c((b − a)/2 − x), (a + b)/2 < x < b,gdzie staªa normuja
a c = 4/(b−a)2. Wsk. Rozwa»y¢ najpierw g�sto±¢

U1 + U2.



10. ZADANIA 5310.6 Pokaza¢, »e
X = log(U/(1 − U))ma rozkªad logisty
zny o dystrybuan
ie F (x) = 1/(1 + e−x).10.7 Poda¢ pro
edur� na generowanie li
zby losowej z g�sto±
i¡ posta
i

f(x) =

N
∑

j=1

ajx
j , 0 ≤ x ≤ 1,gdzie aj ≥ 0. Wsk. Obli
zy¢ g�sto±¢ max(U1, . . . , Un) i nast�pnie u»y¢metody superpozy
ji.10.8 Poda¢ pro
edur� generowania zmiennej losowej X z g�sto±
i¡ f(x) =

n(1 − x)n−1.10.9 Poda¢ pro
edur� generowania li
zby losowej o rozkªadzie Cau
hego.10.10 Nie
h F jest dystrybuant¡ rozkªadu Weibulla W(α, c),
F (x) =

{

0 x < 0
1 − exp(−cxα), x ≥ 0 .Pokaza¢, »e
X =

(− log U

c

)1/αma rozkªad W(α, c).10.11 Poda¢ przykªad pokazuj¡
y, »e c w metodzie elimina
ji (zarówno dlaprzypadku dyskretnego jak i 
i¡gªego) nie musi istnie¢ sko«
zone.10.12 a) Udowodni¢, »e IP(⌊U−1⌋ = i) = 1
i(i+1)

, dla i = 1, 2, . . ..b) Poda¢ algorytm i obli
zy¢ prawdopodobie«stwo ak
epta
ji na wy-generowanie metod¡ elimina
ji dyskretnej li
zby losowej X z funk
j¡prawdopodobie«stwa {pk, k = 1, 2, . . .}, gdzie
pk =

6

π2

1

k2
, k = 1, 2, . . . .



5410.13 Podaj metod� generowania li
zby losowej z g�sto±
i¡:
f(x) =

{

e2x, −∞ < x < 0
e−2x, 0 < x < ∞10.14 Rozkªad beta Beta(α, β) ma g�sto±¢

f(x) =
xα−1(1 − x)β−1

B(α, β)
, 0 < x < 1.gdzie beta funk
ja jest zde�niowana przez

B(α, β) =

∫ 1

0

xα−1(1 − x)β−1 dx .Przy zaªo»eniu α, β > 1 poda¢ algorytm wraz z usadnieniem gene-rowania li
zb losowy
h Beta(α, β) metod¡ elimina
ji. Wsk. Przyj¡¢
g(x) = 1(0 < x < 1).10.15 Nie
h (X, Y ) b�dzie wektorem losowym z g�sto±
i¡ f(x, y) i nie
h B ⊂
IR2 b�dzi� obszarem takim, »e

∫

B

f(x, y) dx dy < ∞.Pokaza¢, »e X|(X, Y ) ∈ B ma g�sto±¢
∫

y:(x,y)∈B
f(x, y) dy

∫

B
f(x, y) dx dy

.10.16 [Marsaglia [?℄℄ Nie
h J ma funk
j� prawdopodobie«stwa (pm)∞m=0 z
pm = 1/(cem+1) i c = 1/(e − 1). Nie
h I ma funk
j� prawdopodo-bie«stwa (qn)∞n=1, gdzie qn = c/n!. Zakªadamy, »e I, J oraz U1, . . . s¡niezale»ne. Pokaza¢, »e X = J + min(U1, . . . , UI) ma rozkªad wykªad-ni
zy Exp(1). Powy»sza wªasno±¢ rozkªadu wykªadni
zego daje mo»-liwo±¢ napisania algorytmu na generowanie wykªadni
zy
h zmienny
hlosowy
h bez u»y
ia kosztownej funk
ji log.33A jak szybko generowa¢ li
zby losowe I, J?



10. ZADANIA 55Zadania laboratoryjne10.17 Poda¢ wraz z uzasadnieniem jak generowa¢ li
zb� losow¡ X o rozkªa-dzie U[a,b℄. Napisa¢ MATLABowska funk
j� Unif(a,b) na generowanieli
zby losowej X.10.18 W literaturze aktuarialnej rozwa»a si� rozkªad Makehama przyszªego
zasu »y
ia Tx dla x-latka z ogonem rozkªadu
IP(Tx > t) = e−At−m(ct+x−cx).Napisa¢ pro
edur� Makeham(A,m,
,x) generowania li
zb losowy
h otakim rozkªadzie. Przyj¡¢ A = 5 · 10−4, m = 7.5858 · 10−5 oraz c =

log 1.09144(tzw. G82). Wsk. Zinterpretowa¢ probabilisty
znie jakaopera
ja prowadzi do faktoryza
ji e−At−m(ct+x−cx) = e−Ate−m(ct+x−cx).Zastanowi¢ si� 
zy rozkªad z ogonem dystrybuanty e−m(ct+x−cx) mo»naprzedstawi¢ jako warunkowy.10.19 Napisa¢ pro
edure Poi(lambda)) generowania li
zb losowy
h o rozkªa-dzie Poi(λ). Uzasadni¢ jej poprawno±¢.10.20 Napisa
 funk
j� Gamma(a,b) na generowanie li
zby losowej o rozkªa-dzie Gamma(a, b). Wsk. Algorytm musi si� skªada¢ z dwó
h 
z�±¢i:
a < 1 oraz a ≥ 1.10.21 Przeprowadzi¢ nast�puj¡
y eksperyment z MATLABowskimi genera-torami. Obli
zy¢ obj�to±
 kuli k = 30 wymiarowej o promieniu 1 iporówn¡
 z wynikiem teorety
znym na obj�to±
 takiej kuli:

Vk =
2

k

πk/2

Γ(k/2)
.10.22 Porówna¢ dwie pro
edury generowania rozkªadu wielomianowegoM(n, a).Pierwsza metoda jest uogólnieniem metody ad ho
 dla rozkªady dwu-mianowego (patrz podrozdziaª 4). Polega na generowaniu niezale»ny
hwektorów losowy
h przyjmuj¡
y
h warto±
i (0, . . . , 1, . . . 0) (jedynkana i-tym miejs
u) z prawdopdobie«stwem ai i nast�pnie zsumowanieli
zby jedynek na ka»dej koordyna
ie. Natomiast druga metoda wy-korzystuje unikaln¡ wªasno±¢ rozkªadu wielomianowego wektora X =

(X1, . . . , Xd): rozkªad Xj+1 pod warunkiem X1 = k1, . . . , Xj = kj) jest



56 dwumianowy B(n− k1 − . . .− kj, aj+1/(a1 + . . . + aj) i X1 ma rozkªadB(n, a1). Do generowania rozkªadu dwumianowego wykorzysta¢ pro
e-dur� ITR. Przeprowadzi¢ eksperyment z n = 10 i a1 = 0.55, a2 = . . . =
a10 = 0.05. Porówna¢ szybko±¢ ty
h pro
edur mierz¡
 wykonanie 100000 replika
ji dla ka»dej z ni
h.10.23 Napisa¢ pro
edur� generowania li
zb losowy
h z g�sto±
i¡

f(x) = pe−x +
(1 − p)

0.2

(

1

1 + (x/0.2)

)1.2

.Zrobi¢ wykªadni
zy i paretowski wykres kwantylowy dla 300 zmienny
hlosowy
h wygenerowany
h z p = 0.05 i p = 0.95.



10. ZADANIA 57Projekt10.24 Napisa¢ pro
edur� MATLAB-owsk¡ generowania li
zby losowej N(0,1)(tabli
y li
zb losowy
h N(0,1))(i) metod¡ elimina
ji (randnrej),(ii) 1-sz¡ metod¡ Boxa-Mullera (randnbm�rst),(iii) 2-g¡ metod¡ Boxa-Mullera (randnbmse
). Przeprowadzi¢ test z po-miarem 
zasu 100 000 replika
ji dla ka»dej z ty
h metod oraz MATLAB-owskiej randn. U»y¢ instruk
ji TIC i TOC. Ka»dy eksperyment za
z¡¢od rand('state',0). Sporz¡dzi¢ raport z eksperymentów. Zrobi¢ wy-kresy kwantylowe dla ka»dej z pro
edur z 1000 replika
ji.10.25 U»ywaj¡
 rozwa»ania z ¢wi
zenia 10.16 napisa¢ algorytm na genero-wanie li
zb losowy
h o rozkªadzie wykªadni
zym Exp(1). Zastanowi¢si� jak optymalnie generowa¢ li
zby losowe I, J z zadania 10.16. Prze-prowadzi¢ test z pomiarem 
zasu 100 000 replika
ji dla tej metody imetody ITM (− log U). Ka»dy eksperyment za
z¡¢ od rand('state',0).Sporz¡dzi¢ raport z eksperymentów.



II.10. ZADANIA 69Zadania teorety
zne1.1 Przypu±¢my, »e 
h
emy obli
zy¢ I metod¡ Monte Carlo, gdzie I = I
′

I
′′oraz wiemy, »e I

′

= IE Y
′, I

′′

= IE Y
′′ . Nie
h Y

′

1 , . . . , Y
′

R b�dzie R nieza-le»ny
h replika
ji Y
′ oraz niezale»nie od ni
h nie
h Y

′′

1 , . . . , Y
′′

R b�dzie
R niezale»ny
h replika
ji Y

′′ . Pokaza¢, »e nast�puj¡
e estymatory s¡nieob
i¡»one dla I:
Ẑ1 =

(

1

R

R
∑

i=1

Y
′

i

)(

1

R

R
∑

i=1

Y
′′

i

)

Ẑ2 =
1

R

R
∑

i=1

Y
′

i Y
′′

i .Pokaza¢, ze Ẑ1 ma mniejsz¡ warian
j�.1.2 Zanalizowa¢ przykªad I.2.8 pod k¡tem odpowiednio±
i li
zby replika
ji.Jak dobra¢ δ aby poza k = 27 na wykresie I.2.2 trudno byloby rozró»ni¢krzyw¡ wysumulowan¡ od teorety
znej. Czy lepiej byªoby przyj¡¢ δ =
0.05.1.3 [Igªa Bu�ona a li
zba π℄ W zadaniu Bu�ona o li
zbie π obli
za si�prawdopodobie«stwo

p =
2L

πprze
i�
ia jednej z równolegªy
h prosty
h oddalony
h od siebie o 1 przezigª� o dªugo±
i L. Wiadomo, »e przeprowadzaj¡
 niezale»ne ekspery-menty mamy nieob
i¡»ony estymator p̂ prawdopodobie«stwa p. Wtedy
π = (2L)/p. Zaplanowa¢ obli
zenie f(I) z dokªadno±
i¡ b = 0.01 napoziomie α = 0.05, gdy f(x) = (2L)/x oraz I = IE Y , gdzie Y = 1, gdyigªa prze
ina lini�, natomiast Y = 0 w prze
iwnym razie.1.4 Ile nale»y zrobi¢ replika
ji na poziomie ufno±
i α = 0.05 aby bª¡d b =
σ/50.1.5 Wiadomo, »e je±li Y1, . . . , Yn s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi ojednakowym rozkªadzie N(0,1) to

(n − 1)Ŝ2/σ2 − n + 1√
2n − 2

D→ N(0, 1) ,



70 gdy n → ∞; patrz [?℄, str. 27. Natomiast je±li zmienne s¡ o rozkªadziedowolnym , to √
n
(

Ŝ2
n − σ2

)

D→ N(0, µ4 − σ4)gdzie µ4 = IE (Y −IE Y )4 jest momentem 
entralnym rz�du 4. Ile nale»yzrobi¢ prób aby wyestymowa¢ σ2 z dokªadno±
i¡ do 5-
iu % na poziomie
α = 0.05.Zadania laboratoryjne1.6 a. Napisa¢ algorytm na wygenerowanie punktu losowego o rozkªadziejednostajnym U(∆) w trójk¡
ie∆ o wierz
hoªka
h (1, 1), (−1,−1), (1,−1).Poli
zy¢ ±redni¡ li
zb� li
zb losowy
h U1, U2, . . . do wygenerowania jed-nej li
zby V o rozkªadzie U(∆).b. Napisa¢ algorytm na obli
zenia 
aªki

∫

∆

e−(x2+y2) dx dyzgrubn¡ metod¡ MC.1.7 Wyprodukowa¢ 10 000 przedziaªów ufno±
i posta
i (Ŷn ± z1−α/2Ŝn√
n

) dla
Y = 1(U ≤ u), n = 1000 oraz I = IE Y nast�pnie sprawdzi¢ jakipro
ent ty
h przedziaªów pokryje I = 0.5, 0.9, 0.95 gdy odpowiednio
u = 0.5, 0.9, 0.95. Wyja±ni¢ otrzymane wyniki.



II.10. ZADANIA 71Projekt1.8 Obli
zy¢ skªadk� netto z dokªadno±
ia do 
ztere
h miejs
 po prze
inku,dla 40-latka w ubezpie
zeniu na 
aªe »y
ie, gdy te
hni
zna stopa pro-
entowa wynosi r = 0.05, przyszªy 
zas »y
ia T = T40 ma rozkªadMakehama (mo»na u»y¢ funk
ji Makeham z zadania II.10.18). Wzórna skªadk� netto gdy suma ubezpie
zenia wynosi 1 zª jest
π =

IE e−rT

IE
∫ T

0
e−rt dt

.



II.10. ZADANIA 89Zadania teorety
zne5.1 W sz
zelinowym modelu ALOHA z λ = 0.31 oraz h = 0.1 poli
zy¢funk
j�
φ(k) = IE [Xn+1−Xn|Xn = k] = λ−b1(k)a0−b0(k)a1, k = 0, 1, . . . ,gdy Ai maj¡ rozkªad Poissona. Zrobi¢ wykres. Czy mo»na na podsta-wie tego wykresu skomentowa¢ rys. 3.3 i 3.4.Zadania laboratoryjne5.2 Wygenerowa¢ A1, A2, . . ., w od
inku [0, 1000], gdzie A0 = 0 oraz A1 <
A2 < . . . s¡ kolejnymi punktami w niejednorodnym pro
esie Poissonaz funk
j¡ intensywno±
i λ(t) = a(2 − sin(2π

24
t)). Przyj¡¢ a = 10. Nie
h

A(t) b�dzie li
zb¡ punktów w od
inku [0, t]. Zastanowi¢ si� jaki marozkªad A(t) i znale¹¢ jego ±redni¡. Poli
zy¢ z symula
ji A(1000)/1000� ±redni¡ li
zb¡ punktów na jednostk� 
zasu, zwan¡ asymptoty
zn¡intensywno±
ia λ̄. Porówna¢ z
∫ 24

0

λ(t) dt/24 .5.3 Kontynua
ja zad. refzad.pro
.Poissona. Wygenerowa¢ τ1, τ2, . . . , τ1000,gdzie τi = Ai − Ai−1, A0 = 0 oraz A1 < A2 < . . . s¡ kolejnymipunktami w niejednorodnym pro
esie Poissona z fun
k
j¡ intensyw-no±
i λ(t) = a(2 − sin(2π
24

t)). Przyj¡¢ a = 10. Obli
zy¢ ±redni odst�pmi�dzy punktami τ̂ =
∑1000

j=1 τi/1000.5.4 Zbada¢ jak szybko P (L(t) = 1) w alternuj¡
ym pro
esie on � o� zbiegado wspól
zynnika gotowo±
i. Rozpatrzy¢ kilka przypadków:
• Fon Foff s¡ wykªadni
ze,
• Fon Foff s¡ Erlanga odpowiednio Erl(3,λ) i Erl(3,µ),
• Fon Foff s¡ Pareto.Przyj¡¢ IE T on = 1 i IE T off = 2.



905.5 Obli
zy¢ ±redni¡ IE L(i) (i = 1, . . . , 10) w systemie M/M/1 za. λ = 1/2 i µ = 1,b. λ = 1 i µ = 1, je±li L(0) = 0.5.6 Przeprowadzi¢ symula
je dobro
i 
zystego protokóªu ALOHA. Bardziejdokªadnie, przypu±¢my, »e pakiety przybywaj¡ zgodnie z pro
esem Po-issona z intensywno±
i¡ λ i wszystkie s¡ dªugo±
i 1. W przypadkukolizji, ka»dy z pakietów jest retransmitowany po 
zasie wykªadni
zymz parametrem µ. Zakªadamy, »e wszystkie zmienne s¡ niezale»ne. Wmodelu musimy obli
zy¢ nast�puj¡
e zmienne. Na podstawie symula
jizastanowi¢ si� nad przepustowo±
i¡ γ przy tym protokóle.5.7 Napisa¢ algorytm na symula
j� protokóªu ETHERNET.5.8 Obli
zy¢ ±redni 
zas do awarii systemu skªadaj¡
ego si� z N elemen-tów poª¡
zony
h równolegle z jednym konserwatorem, je±li 
zas »y
iaelementu ma rozkªad wykªadni
zy Exp(1/2), natomiast 
zas naprawyprzez konserwatora Exp(1)). Poli
zy¢ dla N = 1, . . . , 10. Porówna¢z ±rednim 
zasem do awarii systemu skªadaj¡
ego si� z N elementówpoª¡
zony
h równolegle, ale bez konserwatora.



II.10. ZADANIA 91ProjektProjekt 3 Zbada¢ dobro¢ protokóªu sz
zelinowa ALOHA ze wzgl�duna parametr λ. Przez symula
j� znale¹¢ warto±
i kryty
zne dla λ iokre±li¢ typowe za
howanie si� protokóªu. Zbada¢ inn¡ mody�ka
j�protokóªu sz
zelinowa ALOHA, w której dopusz
za si�, »e u»ytkow-ni
y maj¡ te» dodatkow¡ wiedz� o stanie Xn, i wtedy w n-tej sz
zelinieprzyjmowa¢ h = 1/Xn. Czy ten protokóª mo»e by¢ stabilny, tzn. ma-j¡
y przepustowo±¢ γ > 0; je±li tak to kiedy.Projekt 4 Produkt jest skªadany z komponentów na dwó
h stanowi-ska
h. Po zako«
zeniu pra
 na pierwszym stanowisku jest dalej opra-
owywany na drugim, z którego wy
hodzi gotowy produkt. Produk
jatrwa ka»dego dnia przez 8 godzin. Na po
z¡tku dnia w magazynie jestprzygotowane n1 komponentów, które suk
esywnie s¡ dostar
zane nastanowisko pierwsze. Przed stanowiskiem drugim mo»e o
zekiwa¢ 
onajwy»ej k1, w prze
iwnym razie pra
a na stanowisku pierwszym jestzablokowana. Ile nale»y przygotowa¢ komponentów n1 i jak du»y bu-for k1 aby z prawdopodobie«stwem nie mniejszym 0.9 byªa zapewnionaproduk
ja przez 
aªy dzie«, tj. 8 godzin. Jak du»y nale»y przygotowa¢magazyn n1 + k1. Przyj¡¢, »e
• 
zas pra
y na pierwszym stanowisku ma rozkªad Erlanga Erl(2,10),
• natomiast na drugim stanowisku jest mieszank¡ rozkladów wy-kªadni
zy
h z g�sto±
i¡ 0.8 × 9e−9x + 0.2 × 3e−3x,
• koszty magazynowania przed rozpo
z�
iem pra
y 
zy w o
zekiwa-niu na pra
e na drugim stanowisku s¡ liniowe od n1 + k1.Projekt 5 Mamy dwa nast�puj¡
e warianty pra
y 2-
h pro
esorów.1. Dwa pro
esory pra
uj¡ osobno. Zadania napªywaj¡ do i-tego pro-
esu zgodnie z pro
esem Poissona z intensywno±
i¡ λi i maj¡ rozkªadrozmiaru G(i). Nie
h D(i)(t) b�dzie li
zb¡ zada« obsªu»ony
h przez i-typro
esor to 
hwili t. Zakªadamy, »e λi <

∫∞
0

xdG(i)(x), i = 1, 2. Wtedyprzepustowo±¢
lim
t→∞

D(i)(t)/t = λi,



92 a wi�
 dwa pro
esory, je±li pra
uj¡ osobno maj¡ przepustowo±¢ λ1 +λ2.2. Mo»emy tak zmieni¢ konstruk
j�, »e w przypadku gdy jeden z pro-
esów nie ma pra
y, to drugi pra
uje z szybko±
i¡ 2.Zbada¢ o ile efektywniejszy jest zparowany pro
esor, w zale»no±
i odintesywno±
i wej±
ia i rozkªadów rozmiarów zada«. Przyj¡
 λ1 = 1.Projekt 6 W banku jest c stanowisk obsªugi. Klien
i zgªaszaj¡ si�zgodnie z pro
esem Poissona z intensywno±
i¡ λ i i
h 
zasy obsªugimaj¡ rozkªad G. Zbada¢ nast�puj¡
e protokóªy kolejkowania.1. Przed ka»dym okienkiem jest osobna kolejka. Klien
i wybieraj¡okienko w sposób losowy.2. Przed ka»dym okienkiem jest osobna kolejka. Klien
i wybieraj¡ ko-lejne okienko, tj. 1, 2, . . . , c, 1, 2, . . ..3. Jest jedna kolejka i gdy nad
hodzi 
zas klient idzie do akurat uwol-nionego okienka.


