Rozdzial XI

Zarys teoril ubezpieczen
wielostanowych

! Dotychczas mieliémy do czynienia z prostymi modelami, gdzie po wys-
tapieniu zdarzenie (wyjscia ze statusu) jest wyplacone §wiadczenie i na tym
ubezpieczenie sie konczy. Istnieje jednakze potrzeba wyceny bardziej skomp-
likowanych ubezpieczen lub rent, gdy to czy jest ptacona sktadka, wyptacana
renta lub ubezpieczenie zalezy od sytuacji w danej chwili, ktérag dalej nazy-
wamy stanem. Przejscia pomiedzy stanami moga by¢ dozowlone lub zabro-
nione w zaleznosci od kontekstu zadania. Stany zmienaja sie z czasem w trak-
cie ubezpieczenia. Bedziemy na razie? zajmowac sie tylko modelami ze skoric-
zong liczba stanéw, ponumerowanymi od 0,1, ..., m a przestrzen stanéw oz-
naczaé¢ przez £. OczywisScie w konkretnych modelach jest tez mozliwe oz-
naczanie stanow literami. Przez J(t), t > 0 3 bedziemy oznaczali przebieg
zmian stanéw zyciowych wraz ze zmiang parametru czasu t. Parametr ¢
moze przebiega¢ na przyktad liczby nieujemne jak to jest wyzej, moze by¢
z przedziatu [0,n]| lub liczba nieujemna calkowita. Na przyktad dla (z)-
latka rozpatrujemy proces stanow zycia J,(t) z parametrem ¢ nalezacym do
[0,w — z], ale podobnie jak to bylo w przypadku prawa $miertelnosci Make-
hama w modelowaniu teoretycznym przyjmowaé bedziemy czas t > 0. Jesli

'Rozdziat przygotowany przez T. Rolskiego, stanowi w zamierzeniu rozdziat 10 ksigzki
Blaszczyszyna i TR, (2004).

2Na przyktad w ubezpieczeniach chorobowych intensywno$c powrotu do aktywnosci
jest zalezna od wieku osoby w momencie zachorowania jak i od czasu od momentu za-
chorowania.

3A moze zamiast J(t) pisaS(t).
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J(t) = j, to oznacza 7ze w chwili ¢ Zycia osoba jest w stanie j. Smier¢ jest
tylko jednym ze standéw i jesli nie rozroézniamy jej powodu przypisujemy jej
stan o numerze 0. Nietety nie ma mozliwosci deterministycznego opisu zmian
stanow w czasie zycia. Dlatego tez przyjmuje sie, ze J(t) jest zmienng losowa,
dla kazdego t. Wtedy J(t), t > 0 jest procesem stochastycznym. A wiec prze-
bieg procesu jest funkcjg od zdarzenia elementarnego z przestrzeni zdarzen
elementarych. Jesli to zdarzenie elementarne ustalimy, to wtedy ten przebieg,
jako funkcja od t nazywa sie realizacjqg procesu. Wszystkie rysunki przebiegu
zmian stanéw, ktoére tu przedstawimy sa wiec realizacjami.* Bedziemy za-
kladaé, ze realizacje sa kawaltkami stale, tj. z definicji ® ze skoriczong liczba
skokéw w przedziatach skoriczonych prawostronnie ciggle i z lewostronnymi
granicami. Takie zalozenie jest mozliwe do przyjecia dla proceséw rozpatry-
wanych w tym rozdziale. Stan z ktérego nie ma wyjécia nazywamy stanem
pochtaniajgcym lub absorbujgcy. Zbior wszystkich stanéw absorbujacych oz-
naczamy przez Eups. Pozostale stany nazywamy przechodnimi® i oznaczamy
je przez Ei,. Stan $mierci — D jest oczywiscie stanem pochtaniajacym.

Najlepiej bedzie jak rozpatrzymy na poczatku znane juz sytuacje ale w
nowym ujeciu. Z przyszlym czasem zycia 1" = T, bedziemy wigza¢ proces
stochastyczny

0 jesli T, <t,
To(t) = { 1 jeshi T, > t. (0.1)

Ten model bedziemy zwali “aktywny—S$mieré”, w skrocie AD. Rownolegte
mozemy rozwazy¢ proces z czasem dyskretnym. Niech K = K, bedzie ob-
cietym przyszlym czasem zycia (z)-latka. Wtedy definiujemy

{0 jesli K, <k,
Ja(k) = { 1 jesli K, >k,

k = 0,1,.... W tym przykladzie Eus = {0}, Ewra = {1}. Na przyklad
ubezpieczenia/renty rozpatrywane w rozdziatach od 3 do 7 sa zwigzane z
przej$ciem procesu J(t) ze stanu 1 do stanu 0. Natomiast co sie dzieje dalej
w wczesniejszych rozdziatach juz nas nie interesowato. Ten model bedziemy
nazywaé zycie — Smier¢. Jednakze istnieja polisy, z ktérych wyplaca sie
Swiadczenia po Smierci ubezpieczonego; patrz zadanie 5.3 gdzie rozpatruje
sie tzw. ubezpieczenie zaopatrzenia rodzinnego [family income insurance].

(0.2)

4Trzeba da¢ jaki§ przykladowy przebieg realizacji. TR

5Jedli tylko uzywamy slowa “kawatkami’ to bedzie oznaczaé, ze tych kawalkow jest
skoniczona ilo§¢ w skoniczonych przedziatach.

6A moze tranzytywnymi. TR
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W przypadku wielu ryzyk 7 = 1,..., m rozwazamy T, J, jak w rozdziale
X. Wprowadzamy proces J;(t) przyjmujacy wartosci 1,04, ..., 0,,, gdzie

1 jesliT, >t
0, jesiT, <t J,=1
Jo(t) =< 0o jesliT, <t J, =2 (0.3)

O0p jesiT, <t J,=m

W tym przyktadzie Eups = {01, ...0m}-

Celem tego rozdziatu jest przegladniecie pojeé¢ i metod zwigzanych z ubez-
pieczeniami opartych o przebieg zmian stanéw. Przykladem takich zmian jest
proces J(t) dla modelu “aktywny — niesprawny — §mier¢”, ktory bedzie w skro-
cie oznaczony AID. W tym modelu stany sa “aktywny” (na przyklad moze
placié skladke), “niesprawny” (na przykltad nie moze ptaci¢ sktadki lub nalezy
mu sie renta) oraz “Smier¢”. Bedziemy tez oznaczaé te stany odpowiednio A,
I oraz D lub 2,1 oraz 0. Bedziemy rozwaza¢ dwa typy modelu AID

e bez uzdrowieniami, w ktérym jedynymi mozliwymi przejsciami sa z A
dol,z A do D, zIdo D; jest mozliwosci uzdrowien, tj. przejs¢ ze stanu

inwalidztwa do uzdrowien; patrz %zhemat na rys. 0.1.
1

21 10

aktywny — 2

inwalida — 1 $mieré¢ — 0

Y

Rysunek 0.1: Schemat przejsé w ubezpieczeniu na zycie i inwalidztwo bez
uzdrowien

e 7 uzdrowieniami, w ktorym dopuszcza sie tez jest mozliwosci uzdrowien,
tj. przejsé ze stanu inwalidztwa do uzdrowien; patrz schemat na rys. 0.2.

Niech bedzie dany przebieg zmian stanow zycia J,(t), t > 0 dla (z)-latka.
Na tej bazie definiujemy proces
Ii() = 1 jedli w chwili t stan zycia jest ¢
210 W przeciwnym razie
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aktywny — 2 inwalida — 1 ——| &mieré¢ -0

-—

Rysunek 0.2: Schemat przejsc w ubezpieczeniu na zycie i inwalidztwo (AID)
z uzdrowieniami

Przez N¥(t) bedziemy oznaczali inng wazna wielko$é liczaca wszystkie prze-
jScia ze stanu i do j do czasu t; 1 # j. Zauwazmy, ze N¥(t) jako funkcja
od t jest niemalejaca, kawatkami stata, ze skokami jednostkowymi. Na bazie
procesow I%(t) oraz N¥(t), t > 0 mozna wyrazi¢ wielkoSci aktuarialne.

Przez (p/ oznaczamy prawdopodobienstwo, ze (z)-latek bedac w stanie i
po czasie ¢ bedzie w stanie j. W szczegolnosci p¥ oznacza prawdopodobieristwo,
ze (z) latek bedac w stanie ¢ po roku bedzie w stanie j. Rowniez przez sp?fc It
oznaczamy prawdopodobienstwo tego, ze wchodzac do systemu jako (z)-latek
bedac po czasie ¢t w stanie ¢ jeszcze po czasie s bedzie w stanie j.Formalnie

i = Pr(Jo(t) = j17:(0) = 0),

oraz N
Py =Pr(Ja(t+5) = jl1a(t) =) .

Ponadto wprowadza sie intensywnosci przejscia,
hpE;Jc]+t - 1(2 = .7) = h’:u’E;Jc]+t + O(h)a

jesli tylko ¢ jest punktem cigglosci ,ufi] 4+ Nalezy zauwazy¢, ze istnienie
wielkosci ug] ¢ Die jest w ogélnosci oczywiste. W szczegdlnym przypadku
przyjecia modelu Markowskiego mozna pokaza¢, ze pojecie intensywnosci
ma sens. Bedziemy tez zaktadaé, ze funkcje ,uffc] 4 sa kawaltkami ciagle, przez
co rozumiemy, ze sg prawostronnie ciagle z lewsotronnymi granicami i skoric-
zong liczba skokow w skoniczoncy przedziatach.

Przyklad 0.1 Rozwazmy ubezpieczenie terminowe na n lat dla (z)-latka,
ktorego zycie podlega zmianom jak w modelu AID z uzdrowieniami. Stanami
wiec beda A, T oraz D. Bedziemy przyjmowaz, co jest zresztg naturalne, ze w
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momencie wystawienia polisy ubezpieczony jest w stnaie A, tzn. J,(0) = A.
W umowie ubezpieczenia, jest on zwolniony z placenia sktadki w okresach
inwalidztwa, natomiast w momentach przejécia ze stanu aktywnosci do stanu
inwalidztwa wyplacane jest $wiadczenie jednostkowe. Jedli II jest stalg inten-
sywnoscia sktadki, to OWA pobranych sktadek wynosi, przy natezeniu stopy
procentowej 6,

g = B / A () di]
0

= / " e ""Pr(J,(t) = A|J,(0) = A) dt

n
= /e_‘”tprA dt.
0

Zajmiemy sie teraz napisaniem wzoru na OW wyptaconych $wiadczen. Na-
jproéciej byloby wypisa¢ wszystkiem kolejne momenty 72! < 72! < ... prze-
jSc procesu J;(t) z A do I, jednakze nie jest to wygodne, cho¢by z powody,
ze liczba tych przej$é, choé¢ skonczona, jest losowa. Wtedy OW wynositaby
> i1 N/ pewnych wzgledow jest wygodniejsze zapisanie OW $wiadczen
przy uzyciu catki Riemanna-Stieltjesa:

/ Cen AN(t) = lim e AN (K +1)/0) = N(k/0) - (04)

Ze wzgledu na zalozenie o skoniczonej liczbie skokow w skoriczonych przedzi-
atach, stad mozna pokazaé (to nie jest formalny argument tutaj), ze

E N*([t,t + h])

= iEPr(NAI([t,t + h]) = ¢)
= f: D Pr(NA([t,t + h)) = £, Jo(t + h) = ' Jo(t) = A)Pr(J,(t) = A|J:(0) = A)

= Pr(N*([t,t + h]) =1, J,(t + h) = 1|J,(t) = A)Pr(J,(t) = A|J,(0) = A)

+ i N Pr(NA([t t 4 B]) = £, To(t + h) = 5T (t) = ))Pr(Jo(t) = AlJ,(0) = A)
>1 j'£A
= PMPr(J(E+ h) = T1T(2) ='A) + o(h),
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skad mamy - -

ENY(dt) = tpfA,uEi]H dt .
A wiec, OWA wyptaconych §wiadczen wynosi

AN || / e o ANAT(p)]
0

Teraz biorac pod uwage, ze J,(t) jest kawatkami stale mamy

AAT
= Bllim Y e NNk +1)/0) — NN (k/0)
0<k<nt
= Bllim, Y e MALk/0 = A, L((k+1)/0) = DI(0) = A
0<k<nt
= lim ; 3 B = A L5+ /0 = D0 = A

n
_ /0 e pAA L dt

Nalezy zauwazy¢, ze pierwsza rowno$¢ wynika z tego, ze J,(t) ma kawatkami
stale realizacje, natomiast druga jest uzasadnoiona przez twierdzenie Lebesgua
o ograniczonej zbieznosci, a trzecia wynika z definicji ([??mudef??]) oraz
twierdzenia I1.1.7. Stad mamy, ze jesli II jest skladka netto, to musi by¢
spelnione rownanie rownowaznosci

n n
/ e 0 phh ,u‘[ﬁﬁ dt — H/o e % pit dt
0

skad
n _
Jo €% pe® iy, dt

I =
fon et ,pAA dt

Jak sie okaze procesy stochastyczne J(t) z wzoréow 0.1 i 0.3, sa niejed-
norodnymi w czasie tancuchami Markowa; patrz przyklad 2.3 oraz zadanie
5.4. Natomiast w zadaniu 5.5 proponujemy czytelnikowi udowodnié, ze jesli
T =X = ... = Ty, to J(t) z praykladu (5.1) jest réwniez tanicuchem
Markowa. Jest to jednym z powodéw, ze naturalnym narzedziem do mode-
lowania przebiegu stanéw zycia sg niejednorodne w czasie taricuchy Markowa.
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W nastepnym podrozdziale przedstawimy zarys teorii taricuchéw Markowa,
zarowno w dyskretnym jak i w cigglym czasie. 7 Uzycie tej teorii wydaje
sie naturalne, jesli przyjmiemy za naturalne uzycie metody ryzyk konkuruja-
cych® z rozdzialu X.1.3 Natomiast w podrozdziale 3 beda podane réwnania
rekurencyjne i uktady réwnan rézniczkowych Thielego dla polis ubezpieczeniowo-
rentowych zmieniajacych sie w zaleznoSci od stanow.

1 FLancuchy Markowa i wielostanowe tablice tr-
wania zycia

1.1 FLancuchy Markowa w czasie dyskretnym

Przez macierz stochastyczng rozumie sie macierz P = (rij)zljzo, ktorej ele-
menty s3 nieujemne i taka, ze 7" (7 = 1 dla wszystkich i = 0,1,...,m. W
zadaniu 5.4 polecamy czytelnikowi pokazaé, ze iloczym macierzy stochasty-
cznych jest macierzg stochastyczng.® Moéwimy, Ze cigg zmiennych losowych
Ji, k =0,1,...jest taricuchem Markowa zdefiniowanym przez rodzine macierzy
stochastycznych zwanych tutaj macierzami przejscia:'® P(k) = (r'(k))i_,,
k=0,1,..., jedli dla dowolnego k =1,2,...,0raz ¢,5,5, =0,1,...,m

Pr(J(1) = ji,..., J(k) = jx|J(0) = jo) = 77 (0)r79>(1) ... pdk-19k (k — 1),
(1.5)
JesliP(0) =P(1) = ..., to mamy przypadek lasicucha jednorodnego w czasie.
Dla naszych celéw rzadko taki przypadek jest potrzebny, w odréznieniu od
wiekszo$ci zastosowarn, gdzie wystepuja prawie wyltacznie jednorodne w czasie
laficuchy Markowa.!!

Fakt 1.1

Pr(Jy =jlJo=14) = Y r9(0)...rH (k-1
jlv'"vjk—leg

= (PO)P(1)...P(k—1))".

"Niektérzy autorzy przy rozpatrywaniu w czasie ciagglym méwia proces Markowa.
8wspolzawodniczacych. TR

9Bedziemy wykorzystywali notacje macierzowa. A wiec (P)¥ = ri,

10Przewaznie méwi sie o macierzach prawdopodobienstw przejscia.

NWyjagnié. TR
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Fakt 1.2 Cigg zmiennych losowych jest taricuchem Markowa zadanym przez
rodzine macierzy przejscia P(k), k = 0,1,... wtedy i tylko wtedy gdy dla
dowolnych 1, j,1, € € oraz k =1,2,...
Pr(Jy = jlJo = jJo, J1 = j1,- -, Je—1 = 4)
= Pr(Jy =jlJy1=1) =r7(k —1). (1.6)
jesli tylko
Pr(JOZjo,Jl :jl,...,Jk_]_:'l:) >0. (17)

Dla k < k' definiujemy P(k, k") = P(k)P(k +1)...P(k' —1). Mozemy
zauwazy¢, ze Pr(J(k') = jlJ(k) = i) = (P(k)P(k +1)...P(k' — 1))4.
Odpowiednik rodziny macierzy stochastycznych P(k, k') deZle odgrywal
wazng role w teorii w czasie cigglym.

Przyklad 1.3 Pokazemy, ze ciag zmiennych losowych J,(k), kK = 0,1,...
zdefiniowany w (0.2) jest lancuchem Markowa i wyjasnimy role hipotezy
HA. Zauwazmy wpierw, ze ciag jo,---,Jjk_1,% musi by¢ niemalejacy, bo w
przeciwnym razie warunek (1.7) nie jest spelniony. Biorac to pod uwage
piszemy:

Pr(Jy(k) = 1|J5(0) = yJa(k—1) =1)
= Pr(Jy(k )—HJ( ) 1) = pPjik-1 -
Pr(Jy(k) = 01,(0) = 1,...., Ju(k — 1) = 1)
— Pr(J,(k )—ou( D)= 1) = s
W przypadku, gdy ¢ =0
Pr(Jo(k) = 1|J5(0) = 1,..., Jo(k — 1) = 0)
PR = 1) =0

oraz

Pr(Jz (B} olkJoAO) ol k. = 1) ok0y +)1= 1)

Stad mamy, ze macierz przejscia

P(k‘ _ 1) — ( Plzl+k-1  Gz]+k-1
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2 Lancuchy Markowa w czasie cigglym

2.1 Definicja i podstawowe wlasnoSci

Bedziemy mowié, ze proces stochastyczny J(t), 0 < ¢ jest taricuchem Markowa
z czasem cigglym, jesli dla dowolnego ciggu 0 = ¢ty < t; < ..., ciag Jy =
J(ty), k = 0,1,... jest lanicuchem Markowa z czasem dyskretnym. Przy
definicji tancucha Markowa z czasem ciaglym J(t), gdzie parametr czasowy
nalezy do przedziatu yo <t < y; w definicji powyzej musimy ograniczy¢ sie
d0y0§t0<t1<...§y1.

Rozpatrzmy rodzing macierzy stochastycznych P(t,t') = (r(t,t'))

gdzie 0 < ¢t < t', spelniajacych e
e P(¢,t) =1 dla wszystkich ¢ > 0,
e dla wszystkich 0 <t < s < ¢,
P(t,t)=P(t s)P(s,t) . (2.8)

Kazda taka rodzina macierzy P(¢,t'), 0 < ¢t < t' nazywa sie macierzq
funkcji przejscia. Natomiast réwnanie macierzowe (2.8) nazywa sie réw-
naniem Chapmana-Kolmogorowa. Jesli P(0,y) = P(t,t + y), dla wszyst-
kich t,y > 0, to méwimy, ze tancuch Markowa jest jednorodnym w czasie
taricuchem. Dla naszych celéw potrzebne jednak beda niejednorodne w cza-
sie tanicuchy Markowa i dlatego dalej nie bedziemy tego zaznaczali. Mozna
pokaza¢ nastepujacy fakt.

Fakt 2.1 Proces stochastyczny J(t), t > 0 jest taricuchem Markowa jesli
istnieje macierz funkcji przejscia P(t,t'), 0 <t <t

PI‘(J(tl) = 7;1, ceey J(tk) = Zk‘J(to) = 20)
= 7'1021 (to, tl)T“Zz (tl, tg) e T‘Zk_lzk (tkfl, tk) y (29)

dla k=0,1,..., ig,%1,...,i €E, 0 <ty <...<t.

Dowod zostawiamy czytelnikowi w zadaniu [?72t10.2.177]. Podobnie do
faktu 1.2 mozemy udwodni¢ nastepujace warunek réwnowazny.
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Fakt 2.2 Proces stochastyczny J(t),t > 0 jest taricuchem Markowa wtedy i
tylko wtedy gdy istnieje macierz funkcji przejscia P(t,t'), 0 < t <t taka, ze
dla wszystkich k> 1, ig,21,...,1. =0,1,....m 0 <ty < ... <1y,

PI'(J(tk) = ’ik | J(tk_l) = ik—l, PPN J(tl) = il, J(t()) = Z())
= Uk (1), (2.10)

jes’lz tylkO PI'(J(tk_l) = U1y, J(tl) =1, J(to) = Z()) > 0.

Dowdd podobny do dowodu faktu 1.2 zostawiamy czytelnikowi w zadaniu
2.3.

Przyklad 2.3 Niech 7' = Tj bedzie przysztym czasem zycia osoby nowourod-
zonej i definiujemy proces J(t) jak w (0.1). Bedziemy zaktadac hipoteze HJP.
Przypomnijmy, ze Pr(T > z) = exp (— fom w(s) ds). Pokazemy, ze proces
J(t) jest tancuchem Markowa. Mianowicie dla n > 1, ig,i1,...,i, € {0,1} i
to <t < ...<t,,

PI'(J(tn) = Zn | J(tn—l) = in—la ey J(tl) = 7;1, J(t()) = ’L())
= Pr(J(tn) = in | J(tnot) = in1), (2.11)

_]eéll ty]kO PI'(J(tn_l) =lp_1,---, J(tl) =1, J(t()) = ’Lo) > 0. Dalej mamy

) ) - 1 -1 zn =1
Pr(‘](t’n) = Zn ‘ J(tn—l) = Zn—l) — { tn—tn— ptn

tn—th—1 Qtn—l z’n = 0

Bedziemy zaktadaé¢ nastepujaca rézniczkowalnos¢ macierzy funkcji prze-
jécia: dlat >0
P(t,t") -1 Pt t)-1
p=tim PG =T P 1 (2.12)
i th—t vt t—t
istnieje poza by¢ moze przeliczalng liczba punktéow. To zalozenie pociaga ze
macierz funkcji przejécia P(t,t') jest cigglta w ¢ dla wszystkich ¢ > 0, tj.1?
limtli’o P(O, t,) = I i
limP(t, ') = limP (¢, t) =1 2.13
tl,rﬁl(,) JIT?(’) (2.13)
dla ¢t > 0.

12A cowt. TR
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Fakt 2.4 Dlai# 7, u? >0, pi <0 oraz dlai € £ orazt >0,

Z“‘? =0. (2.14)

jeE
Ponadto, jesli i € Equs jest stanem pochtaniajgcym, to ' =0, j € £.

Dowod
Bedziemy dalej pisaé¢
=
J#t
Rozpisana macierz intesywnosci przejécia wyglada wiec nastepujaco: W dal-
szej czeSci w przyktadach bedziemy numerowaé wiersze i kolumny od m do
0:

_1%? Mgll M?m
_ m
el R

e

Zauwazmy, ze w jezyku tanicucha Markowa J(t) mamy 1 — Pr(J(t + h) #
i|J(t) = i) = hui + o(h), jesli tylko p, jest ciagta w t. Podobnie, dla i # j
mamy Pr(J(t+ h) = j|J(t) = 1) = huy + o(h).

Funkcje p,, t > 0 nazywa sie macierzq intensywnosci przej$cia tancucha
Markowa J(t). Ze wzgledu na po6zniejsze potrzeby bedziemy zaklada¢ nastepu-
jace wlasno$ci macierzy intensywnosci przejécia:

(A.i) p, jest tez kawatkami ciggta, przez co rozumiemy funkcje prawostron-
nie ciggla z lewostronnymi granicami i w skonczonych przedziatach
skoriczong liczba skokow.

(Addi) dla i # j )
r(t,t + h)
sup ———>

< o0,
a<t<b,h>0 h

co pociaga, ze ,uij jest lokalnie ograniczona.

Zalozenia (A.i) oraz (A.i) pozwalaja na udowodnienie w teorii proceséw
stochastycznych, ze realizacje s kawatkami stale, prawostronnie ciggle i z
lewostronnymi granicami.!?

13RSST ?



362ROZDZIAL XI. ZARYS TEORII UBEZPIECZEN WIELOSTANOWYCH

Przyktlad 2.5 Kontynuujac przyktad [??proces1B??] znajdziemy macierz
intesywnosci u; dla procesu Markowa z (0.1). Bedziemy zaklada¢, ze funkcja
gestosci f,(t) jest kawalkami ciggla. Zauwazmy, ze korzystajac ze wzoroéw
(II1.1.7) oraz (I11.1.14) mamy *

t’
APt t)=Pr(Ty <t |Ty>t)=1-— exp(—/ s ds) : t'>t
t
i stad
AD ! v
AD T (t’t) : ft s ds
=lim——= = Jt 77—
T T

gdzie ostatnia rownosé¢ jest prawdziwa tylko wtedy gdy u; jest ciagta w .
Podobnie mozemy pokazaé, ze

:<0 0 )
Hy Mt —H ’

dla wszystkich punktow ciggtosci ¢ funkcji u;. W punktach niecigglosci
definiujemy wartosci p tak aby powstala funkcja byta prawostronnie ciggta z
lewostronnymi granicami. Zauwazmy na koniec, ze wiersz zwigzany z stanem
pochtaniajacym 0 jest zerowy.

Przyklad 2.6 Do modelowania teoretycznego probleméw aktuarialnych
stosuje si¢ macierz intensywnosci Makehama, ktora ma wejscia py’ = A+ Bc',
gdzie jak w podrozdziale I11.2.2 postuluje sie B >0, A> —Bic > 1.

Przyklad 2.7 Rozwazmy teraz proces 5.1 zdefiniowany przez 17, J, z rozdzi-
atu X i przyjmujemy hipoteze HJP-D. Mozna pokazaé, ze macierz intensy-
wnoSci przejsécia

10 10, 1
S (R s AT AT
T T B i 0 0 ... 0
. . o = . e (219)
Mot Mol o Mol 0 0 ... 0

Uwaga Naturalne w praktyce aktuarialnej jest przyjecie maksymalnego
czasu zycia. Wtedy dla (z)-latka proces stanow zycia J,(t) jest rozpatrywany

Daé wiegcej detali. TR
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na [0,w — z], co pociaga za soba aby do czasu w — x proces doszedl do stanu
pochlaniajacego. Zakladamy hipoteze HJP-M ktora mowi, ze py,y = fypyy-
W przypadku jedynego stanu pochlaniajacego 0 musi byé¢ spelnione'®

w
/ p dt = oo, j=1,...,m.
w—e

Pozornie to sie ktdci z zalozeniem lokalnej ograniczonodci, ale przez odpowied-
nig zamiane czasu (trik matematyczny), mozna model rozpatrywany w tym
podrozdziale sprowadzi¢ do analizy modelu na skoriczonym przedziale czasu.

Twierdzenie 2.8 W punktach ciggtosci p, istniejg pochodne czgstkowe
0/(0t)r(t,t') oraz /(0t)r¥(t,t') i funkcje przejicia spetniajg nastepujgcy
uktad rownan rozniczkowych:

8
o ==kt ) (2.16)
keE
oraz
at' It t) =) e ) (2.17)
ke&

Dowdd Niech h > 0 bedzie takie, ze t + h < t'. Z (2.8) mamy

ri(t+ ') — () =Tt + ht') = > r(tt+ B (t + b, t)

ke&
= 9+ ht) (L =1 (t,t+ k) =t t+ R)rM(t+ b t) .
k#i
Korzystajac z cigglosci mamy'6
limh™! (r(t + h,t') — ikpki(t,¢)
lim i~ (r( ) kezg i
W ten sam sposob,
zlimh™ (9 (t — h,t') — kI (t, 1)
lim h™" (7 ) % i

15Czy to wystarczy L.TR
16Rozpisa¢. TR
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co dowodzi (2.16). Dowod (2.17) jest podobny. O

Roéwnania (2.16) i (2.17) sa nazywane odpowiednio retrospektywnym réw-
nantem Kolmogorowa i prospektywnym rownaniem Kolmogorowa. W notacji
macierzowej mozemy te rOwnania zapisa¢ nastepujaco:

OP(11) =~ Pl 1) (2.18)
oraz a
P11 = P(t, )y (2.19)

z warunkiem brzegowym P(¢,¢) = I dla ¢t > 0. Mozemy po scatkowaniu tych
rOwnania otrzymaé nastepujacy rezultat:

Przyklad 2.9 Kontynuujemy przyklad [????] i dla modelu AD napiszemy
prospektywny uktad rownan Kolmogorowa

0
S A t) = M) + AP (8 )

ot

= ) (2.20)
%TAD(t, ) = ) + P ) g

= Mt w (2.21)
%TDA(t, ) = P e + PP )t

= Pt ) (2.22)
%TDD(t, ) = Pt up® + PPt ) g

= rPAE )y (2.23)

Teraz musimy jeszcze napisa¢ warunki brzegowe

rAA (1) =1 (2.24)
rAP(t, 1) = 0 (2.25)
rPA(t, 1) =0 (2.26)
rPP(t,t) =1 (2.27)

Rozwigzujac rownania Kolmogorowa otrzymujemy
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Twierdzenie 2.10 Spelnione jest nastepujgce rownanie catkowe: P(t,t')

tl
P() =1+ / 1, P(s, ) ds (2.29)
t

tl
P(t,t)=1 +/ P(t, s)u,ds. (2.29)
t
dla wszystkich 0 <t < t'.

Mozna pokazaé, ze istnieje jedyna macierz funkcji przejscia P(t, t') rozwiazu-
jaca (2.28) i (2.29). Wynika¢ to bedzie z nastepujacego twierdzenia, ktore
podajemy bez dowodu.

Twierdzenie 2.11 Przy zatozeniach twierdzenia 2.10 mamy 0 <t < ¢/,

o) t pt! t
P(t,t'):I+Z//.../ By, -y, dsp .. dsy (2.30)
n=1 t Js1 Sp—1

lub

0 t' psy Sn—1
P(t,t'):1+2// / B, -y, dsp .. ds. (2.31)
n=1Jt Jt t

Uwaga Zalézmy, ze p, = p 4, dla wszystkich ¢. To zalozenie jest odpowiada-
jace hipotezie HCFM dla przypadku modelu wielostanowego. Wtedy mamy
dado<u<l1

Pz, z+n+u) =Pz, +n)(P(x+n,z+n+1))";

por. wzor (II1.3.10). Ponadto

n—1

P(z,7+n) =exp(— Y Hous) ;

k=0

por. wzor I111.3.9. Aby to pokazaé¢, rozwazmy

Jesli ¢ € E,s to ,uij = (. Jesli proces do czasu w jest w E,,s to musi by¢
spelnione

/ u; ds = o0, i 7é Eabs-
0
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2.2 Wielostanowe tablice trwania zycia

2.3 Spojrzenie na ewolucje laicucha Markowa

Rozpatrzmy laricuch Markowa J(t) z zadang macierzg intensywnosci prze-
jécia p,. Zaktadamy hipoteze HJP-M. Tutaj podamy opis ewolucji tego
tancucha. Wprowadza sie

r(t,t') = Pr(proces jest w stanie i w odcinku [¢,#']|J(t) = 1).

Mozna pokazac, ze

() = ¢ I

Stad mamy, ze jesli proces w chwili z jest w stanie ¢ oraz T! jest cza-
sem wyjscia z tego stanu, to ta zmienna ma gestosé u_, exp[— fw”t pi ds).
Wzorem rozdziatu X wprowadzamy zmienng J;, ktora jest numerem stanu
po wyjsciu ze stanu 4. Mozna pokazaé, ze gestosc T, J. = j jest dana przez
piveexpl— [ i ds].

Niech 71, 79,... beda kolejnymi momentami skokéw procesu J(t) oraz
Z; = J(r;) bedzie stanem tuz po skoku (pamietajmy o zatozeniu prawostron-
nej ciaglodci i granic z lewej strony). Okazuje sie, ze ciag zmiennych losowych
(15, Z;), 5 =1,2,... jest lanicuchem Markowa. Zauwazmy, ze ze wzgledu na
kawalkami ciagle realizacje, mamy J(1; —0) = Z;_;.

2.4 Procesy liczace zdefiniowane przez laricuch Markowa

Zaczniemy od przypadku czasu dyskretnego. Niech Ji bedzie lancuchem
Markowa. Definiujemy dwa procesy: dla i # j

i 1 jesli w chwili k stan zycia jest ¢
E71 0 W przeciwnym razie
7 — 1 jesli w chwili k jest przejscie z ¢ do j
k 0 W przeciwnym razie

W jezyku indykator6w mozemy to precyzyjnie zapisaé I ,gi) = 1(Jx, = i) oraz
I =1y = 4, Jpar = §).-
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Lemat 2.12 Niech Jy =ig oraz i # j. Jesli Y, |cx] < 00, to

o0 o0
11 10t
E[E cely] = E CToh
oraz

B ald] =) er™(0,k)r (k, k+1),
k=1 k=0

Dowdd

O
Ciggiem liczgeym przejscia z i do j (w przypadku ciaglym to bedzie miato
sens gdy 7 # j) do czasu k nazywa sie

k—1

Ne=> 17

£=0

Rozpatrzmy teraz taricuch Markowa J(t) w czasie ciaglym i zdefiniujmy
proces liczacy N¥(t) przejscia z i do j do chwili t. Musimy oczywiscie zalozy¢
1 # j. Formalnie procesem liczacym jest

o0
Nit)=> 1(re<t), t>0.
=1

Lemat 2.13 Niech c(t), 0 < t < n bedzie funkcjq kawatkami ciggtq (i stqd
ograniczong). Niech J(0) = iq. Witedy

B[ 170 =) i) = [ clori’ o

B / ) AN (1 / (8 (08) 4 dt.
0

Dowdd Bedziemy rozpatrywaé rodzine tancuchéw Markowa w czasie dyskret-
nym Ji(¢) = J(%, k =0,1,. ..z macierza przejscia (r/(¢€))™_,. Dowod bedzie
wynikat po pokazaniu nastepujacych réwnosci:

lim 7 > c(k/f)rioi(o,%)u

oraz

ENE

:/ c(t)ro (0, )l dt, (2.32)
0
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lim %( ST elk/Ori0,k/0)r (K /e, (k+1)/€)—% > clk/0)re o, %)uiﬁ/ﬁo,

£—00

0<k<nl 0<kn<nl 2.33)

lim Z (k/O1(J(k/€) = 3, (k) = §) = /O CB)ANT (), (2.34)

Im B[ Y clk/OL(I(k/0) = J(k/ﬁ)—]]_E[/ B AN ()], (2.35)
0<k<nt

2.5 Dalsze przyktady

Zajmiemy sie teraz modelem Markowskim zmian stanéw zycia AID dla (z)-
latka bez uzdrowiei. W modelu mamy trzy stany: 2 - aktywny (zdolny
do placenia skladek), 1 - inwalida oraz 0 - $mier¢ i macierz intensywnosci
przejscia jest'” z pi' = s, 7 = Potty Hi0 = Hayt 1 H° = Vays; patrz
schemat przejs¢ na rys. 0.2. W szczegélnosci jesli p;> = 0 to mamy tak
zwany model AID bez wyzdrowien; patrz schemat przejsé na rys. 0.1.

Dla tego procesu jeszcze mozna znalezé jawna postac¢ P(¢,t'). Mianowicie

24 4) = o Ji mds (2.36)
Pt t) = e Jiowds (2.37)
t ’
2t t) = / ,uile’fts pdve— [ uydv g (2.38)
t
PO, ¢) = 1—¢ Ji whds (2.39)
Jesli ponadto przyjmiemy p?' = pgyy and o,y = p2® = p° dla pewnych

nieujemnych funkeji pyis 1 0444, to

tl
21 = exp(—/ (prs + Oprs) ds) ,
t

() = exp(— /t’ Opts ds) (1 — exp(— /t’ Wzt s ds)) ,
t t

ll(tt,) = exp (— /t’ Og+ts dS) -
t

'7A moze p2',. TR
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Uwaga Pokazemy teraz jak zaprojektowa¢ nastepujace ubezpieczenie ter-
minowe na n lat dla (x)-latka na sume ubezpieczenia 1. Dane sa: funkcje in-
tensywnosci: $mierci gdy jest aktywny pP oraz $émierci podczas inwalidztwa
P, Ponadto dana jest intensywno$é przejscia ze stanu aktywnosci do in-
walidztwa ! oraz wyzdrowienia ul*. Ubezpieczony placi sktadki w stalej
wysokosci II w stanie aktywnosci, ale jest z tego obowiazku zwolniony za
pierwszym byciem w stanie “I”. Przy wszystkich pozostatych okresach in-
walidztwa ubezpieczony musi pokrywaé sktadke. W celu analizy tego ubez-
pieczenia proponujemy nastepujace stany zycia: Al — aktywny w momencie
zawarcia ubezpieczenia, I1 — pierwszy raz w stanie inwalidztwa, A2 — akty-
wnos$¢ po pierwszym ozdrowieniu, 12 — inwalidztwa po raz drugi, itd., D -
$mieré. Bedziemy te stany numerowaé nastepujaco: Al=4, 11=3, A2=2,
[2=1, D=0. Zakladamy, ze stany zycia przebiegaja zgodnie z procesem
Markowa J,(t) ze stanami &€ = {A1, A2,11,12, D}. Schemat przej$¢ jest dany
na rysunku 2.3. Aby obliczy¢ OWA sktadki piszemy

,U'AD
MAI MID
Al I D
‘/IA
ID
,LLAI M
A2 o 12

Rysunek 2.3: Schemat przejsc w AID z wyrdéznionym pierwszym stanem
inwalidztwa
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Mo = HE[/nvtl(Jm(t)e{Al,AQ,IQ}) dt|J,(0) = A1]

n

_m /O o (Pr(J(t) = A1|J,(0) = A1) dt
+ /On v"Pr(J,(t) = A2|J,(0) = Al) dt)
+ H/On v"Pr(J,(t) = 12]J,(0) = A1) dt) .
Teraz policzymy OWA wyplaconych swiadczen. Mamy
A= B [/n ot d(NALD() 1 NA2D (1) 4 NI D(5) 4 N2D ()]
— /n Zt(tp“;l Allu?l D + tpﬁl AQM?Q D + tpfxu HM? D + tp?l IZM? D) dt .
0

gdzie w drugiej rownoéci skorzystaliémy z Lematu 2.13. Teraz jesli chcemy
aby II bylo skladka netto, to z rownania rownowaznosci mamy IT = A/a.

Zadania teoretyczne

2.1 Pokazaé, ze iloczyn dwoch macierzy stochastycznych jest macierzg stochasty-
czny.

2.2 Udowodnié fakt 2.1.
2.3 Udowodnié fakt 2.2.

2.4 Pokazad, ze jesli tanicuch ma doktadnie jeden stan pochtaniajacy 0, to
na to aby z prawdopodobieristwem 1 nastapito pochtonigcie wystarczy
aby pi’ > 0oraz [ pf dt =00, j=1,...,m.

3 Wielostanowe modele ubezpieczeniowo ren-
towe

Przez ;pJ oznaczamy prawdopodobieristwo, ze (z)-latek bedac w stanie 7 po
czasie t bedzie w stanie j. W szczegdlnosci p¥ oznacza prawdopodobiefistwo,
ze x latek bedac w stanie ¢ po roku bedzie w stanie j. W tym podrozdziale
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bedziemy zaktadac, ze stany zycia sg Markowskie, i dla utatwienia ze odpowied-

nio HJP-M lub HA-M jest w mocy. To zalozenie nie jest potrzebne do napisa-

nia warunku na skladke netto, ale tzw. réwnanie Chapmana-Kolmogorowa

jest uzyte do wyprowadzenia odpowiednio réwnania rekurencyjnego lub rézniczkowego
Thielego.W oznaczeniach poprzedniego podrozdziatu ;p¥ = r"(z,x + t).

3.1 Model dyskretny

Rozpatrujemy nastepujacy model dyskretny. W chwili £ = 0,1,... po za-
warciu ubezpieczenia (z)-latek jest w stanie J;(k). Przyjmujemy HA-M,
tzn pfi It = p?.,. Rozpatrzmy teraz wielostanowy model ubezpieczeniowo
rentowy. Bedziemy wiec rozpatrywali nastepujaca polise:'®

e stany 0,1,...,m, gdzie 0 jest stanem pochlaniajacym (Smier¢),
e na okres n,

e jesli migdzy k a k +1 nastepuje zmiana stanu z 7 na j, to w chwili £+ 1
wyplacone zostaje Swiadczenie by ,; zauwazmy, ze b} = 0,

e jesli J,(k) = i, to wyplacona jest renta z intensywnoscia ct,
e jesli J,(k) = i, to wplacona jest skladka z intensywnoscia IT¢,

e jesli ubezpieczony przezyt do momentu 7, to wyptacone jest jednora-
zowe $wiadczenie w wysokosci b},

e obowiazuje czynnik dyskonta v.

Poniewaz w jednym momencie, teoretycznie mozliwe sa wplaty i wyplaty,
wiec wprowadzamy wielkos¢ wynikows:
i c}'c—'ch 0<k<n
k b, n==k

Zauwazmy pewng logiczng trudno$¢, ze nie rejestrujemy w modelu dyskret-
nym przej$¢ w ciggu roku. Jak zwykle wypiszmy najpierw prospektywna

8K omentarz o skladkach i rentach.
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strate
n—k—1
fL=>0 3 v (e + ) = G, Jo(k + £+ 1) = §)
J'#i £=0
n—k
3Nt HL A (Ju(k + 0) = ).
je€ =0

Prospektywng rezerwe sktadki w chwili £ nazywamy
= E[yL|J:(k) = il k=0,1,...,n
Twierdzenie 3.1

n—k—1
_ l+1 g’
= E : E : v b]+e+1épm+k T-+k+e
Jj#j’ =0
n—k
Lrri ij _
+ V' H e, kE=0,1,...,n (3.40)
€& =0

.

Ponadto mamy nastepujgce rownanie rekurencyjne Thielego

W' —Hi = Z picj—l—k(k+lvj + bi:j-l-l)’

jEE
dla 0 <k<mnoraz V' =bl dlajeéE.

Dowod Korzystajac z tego, ze

E[l( (k+£)_3,‘](k+€+1):j’)“] (k):Z] = Zp;]:_}.kpﬁl_k+g
E[1(Jo(k+0) = j)|Jo(k) =1 = w7
n—k—1
Vo= ED DY o Lk + 0) = 5, Jo(k + 0+ 1) = )| Jp(k) =]
Jj#j =0
n—k
+ ER Y v HL 1k + 0 = ) Ja(k) = ]
jeE =0
n—k—1 n—k

_ 441135 ij i’ Lrri  ij
= v b?H—H—l Pyiyk p§c+k+z + E : E :v Hy gy,
j£§ €=0 je€ =0
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Aby udowodni¢ réwnanie rekurencyjne Thielego piszemy

n—k—1

i __
KV = E : E : vt k+£+1€pm+k p;+k+e

J.J' €€’ #) £=0

n—k
+ )0 W' H],, poikis

jEE =0
n—k—1
= v z (bﬁl (= zc—l—k Z e+1 ép;c+k p?c+k+e)
4.4 €€ #] =1
+ Z(lel(j =1i)+v Z UZ_IHIZH Pask)-
je€ =1

Teraz korzystamy z rownania Chapmana-Kolmogorowa dla £ =1,2, ...

ij o _ i’ i'j
Pyif = E :pm-l—k 1=1Pz3 p+1>
i€

oraz podstawienia ¢' = ¢ — 1, skad dalej mamy

n—k—2
.o ZI+1 Z’j ~jl
UE :bk—|—1pz+k + v E Dz4k2? E E v b/c+1+e'+1e'+1pw+k+1p;+k+1+e,
i'e€ =3 33 €EG'#] €=0
n—k—1
i'j
+Hj + v E Pat kit E E , vt Hiiiie Pobes
€€ jeEg U=
i p (! i’
= H+v E Poktd (b1 + k1 V).

i'e€

O

Przyklad 3.2 Rozwazmy ubezpieczenie ogélne na zycie na n lat dla (z)-
latka, z funkcja korzysci b, sktadka Il;, £ = 0,1, ... oraz wyplata b; wypla-
cang jesli ubezpieczony przezyje n lat. Jesli zaktada sie hipoteze HA, to jest
rownowazne zalozeniu, ze zycie ma dwa stany £ = {0,1}. Wtedy

peV I = o(pa eV + 00 + Dotk (e’ + B00)
k+1V0 + Hg = U(p (k+1V + bk+1) + pz+k(k+lv + bk+1)'
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1 _ 0 _ 1 _ 10 _ 0 _
Oczywiscie mamy p, . = Dotks Pyrp = Goth> O = 0, by’ = by, ppny = 1,

pdl, = 0 oraz warunki brzegowe: V' = b}, ,)° = 0. Wtedy powyzszy
uktad rekurencyjny Thielego sprowadza sie do

iV AL = v(PrrrktV' A+ Gork (k10 + besr)
VIR = v’

Stad korzystajac z warunkéw brzegowych otrzymujemy, ze V° = 0, dla
k=0,...,n oraz

k+1V1 + Hllc = V(Dp+k 1c+1V1 + Goikbri1),

co zostalo wcze$niej wyprowadzone w rozdziale VII.1.4.

3.2 Model ciagly

Jesli dla osoby nowourodzonej zmiany stanéw podlegaja tancuchowi Markowa
J(t) z macierzg intensywnosci przejscia g, to dla (z)-latka, zmiany stanow
zyciowych podlegaja tancuchowi Markowa J,(t) z macierza intensywnosci
przejscia pigyy; przyjmujemy HJP-M. Przypomnijmy, ze

WP —1(i = 5) = hpll,, + o(R),

jesli tylko ¢ jest punktem ciaglosci uij . Rozpatrzmy teraz wielostanowy model
ubezpieczeniowo rentowy. Bedziemy wiec rozpatrywali nasepujaca polise:**

e stany 0, 1,...,m, gdzie 0 jest stanem pochlaniajacym (Smier¢),

e na okres n,

jesli w chwili ¢ nastepuje zmiana stanu z 7 na j, to wyplacone zostaje
$wiadczenie b% (t); zauwazmy, ze b™(t) = 0,

jesli J,(t) = 4, to placona jest renta z intensywnoscia c*(t),

jesli J,(t) =4, to placona jest sktadka z intensywnoscia IT¢(¢),

jesli ubezpieczony przezyl do momentu n, to wyptacone jest jednora-
zowe $wiadczenie w wysokosci b (n),

YKomentarz o skladkach i rentach



3. WIELOSTANOWE MODELE UBEZPIECZENIOWO RENTOWE 375

e obowigzuje stale natezenie stopy procentowej § oraz zmiany stanéw
podlegaja macierzy intensywnosci pt, ;.

W dalszej czeéci zakladamy, ze funkcje c'(t) oraz IT°(¢) sa kawatkami ciggle.
Piszemy H'(t) = c'(t) — IT%(¢).
Jak zwykle wypiszmy najpierw prospektywng strate

L= Z/ v (s) AN (s)

J#J
I QUCAQES)
+2 / v HI(5)1(Ja(s) = j).

Prospektywna rezerwe sktadki w chwili £ nazywamy
V' =E[L|J,(t) =14, 0<t<n.

Pokazemy, ze rezerwy spelniaja uklad réwnan rézniczkowych Thielego.
Nieformalnie mozna ten uktad dostac¢ rozpatrujac model dyskretny z krokiem
h =1/¢, tj. tancuch Markowa J(k/¢), k = 0,1,.... Wtedy zamiast czynnika
dyskonta v musimy rozpatrzy¢ exp(d/£).

Twierdzenie 3.3 Dia 0 <t <n

n
V' = Z / vt W (s ds
t

J,J'€E

+Z/ . tHJ s— tpz—|-t ds
JEE

-i-Zv" b tpw+t v (n) . (3.41)
JEE

Ponadto rezerwa V¢, i € £, 0 < t < n spetnia nastepujgcy uktad réwnan
rozniczkowych Thielego
d L
dt tVZ —HZ + 5tV Z M:H»t tVZ - tV’ + b (t)) (342)
’751

dla 0 <t <noraz V) = (n), dlaje€é.



376ROZDZIAL XI. ZARYS TEORII UBEZPIECZEN WIELOSTANOWYCH

Uktad rownan rézniczkowych 3.42, pamigtajac, 7e pl., = > . p
mozemy przepisa¢ nastepujaco:

dtf}i i i i’ i’
= —HO oV - D HE (V6 (1)) (3.43)

i'e€

Przepisujac rownanie rézniczkowe Thielego w postaci

Hi(t) = ttw SV 4+ (V= V(1)

d 2
mamy
e —H'(t) jest intensywnoscia sktadki,

Vi jest sktadkg oszczednosciowg,

o Yo L (67 () + VT — V) jest sktadkq na ryzyko (potrzebng do
pokrycia ryzyka zwigzanego z zmianami stanow).

Bedziemy uzywaé zapis macierzowy:

tPz = (tpfcj)zg':o
B(s) = (07 (s)udll,)jee
Vo= (Y, V0T

e = (1,...,0)7,
H(t) = (H'(t),...,H™1)"
b(n) = (b'(n),...,b"(n))"

Korzystajac z réwnanie Chapmana-Kolmogorowa mamy?

s—tPz4+t = (tpz)il sPz -

20Co z singularno$cig?
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Wtedy (3.41) mozemy zapisa¢ w zapisie wektorowo macierzowym:

V= / vt Peys B(s) dse
t

+/ v iPaH(s) ds
¢
+0" _Priib(n)
= (0 7gpw)l/ v’ spe B(s) dse
¢

+(v* tpm)_l/ v*sp.H(s) ds
¢
= +(Ut tpw)_lnpwb(n)
Réwniez rownanie ([??777?]) w zapisie macierzowym jest

d
atpx = tPzH; -

W dowodzie twierdzenia potrzebujemy nastepujace fakty z rachunku macier-
ZOwego.
Lemat 3.4 Niech A(t), B(t) bedg macierzami m x m ktdrych elementy sq
rozniczkowalne. Wtedy

L(AWB() = (S-AWD)B() + A()(LB(1).

dt dt dt
Ponadto jesli A(t) jest niesingularna to

d

o 4, d ~1
A0 =—AW) (G AB)AM)

JesteSmy teraz przygotowani na pokazanie dowodu twierdzenia 3.3.
Dowdd Rozniczkujac

V= (opa) / v*,p.B(s) dse + / v*H(s) ds + v",psb(n)),
t t

i pamietajac, ze dv '/ dt = v ! mamy
d d

Etv = (5U7t(tpac)71_Uit(tpz)il(atpz)(tpm)il)

< / v ,poB(s) ds e + / w*H(s) ds + ", psb(n))
t t

+07(1ps) " (—0" 1P B(t) € — v'yp. H(t))
= 6,V —pV-B(t)e-H().
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4 Modele chorobowe

Rozpatrzmy model AID z nastepujaca modyfikacja prowadzaca do modelu
ASD ze stanami: A — aktywny, S — chory, D — $mier¢. Bardziej realisty-
czny model chorobowy musi zaktada¢, ze zar6wno intensywnosé wyleczenia
jak 1 intensywnos¢ $§mierci podczas choroby zalezy od czasu trwania choroby.
Definiujemy wiec: o, — intensywno$¢ zachorowania dla (z)-latka, p, s — inten-
sywano$¢ wyleczenia dla (z)-latka i dlugosci choroby s, u, — intensywnosé
$miertelnosci dla zdrowego (x)-latka, v, — intensywno$¢ $miertelnosci dla
(z)-latka chorego przez czas s. Schemat przej$¢ jest podany na rys. 4.
Model sie komplikuje i zeby uzyska¢ markowsko$é¢, stan S nalezy rozpatry-
Mg

Ox
> Vw,t
A-2 Pot|  S-1 | D-0

Rysunek 4.4: Schemat przejs¢ w modelu ASD

wac tacznie z czasem przebywania w tym stanie, tj. (S,s). Przestrzen stanow
& ={A,D,(S,v),v > 0} jest wiec nieprzeliczalna.

Rozpatrzmy wiec proces J(t) i niech 71, 79, . . . beda kolejnymi momentami
skokoéw procesu J(t) oraz Z; = J(7;) bedzie stanem tuz po skoku (pamieta-
jmy o zalozeniu prawostronnej ciaglosci i granic z lewej strony). Zauwazmy,
ze ze wzgledu na kawatkami ciggle realizacje, mamy J(7; —o0) = Z;_;. Dorzu-
camy jeszcze 7o = 0. Definiujemy teraz proces

Ut)=)Y (t—m)llr; <t <7jp1), t>0.

J=0
Zauwazmy, ze znajomoS¢ przebiegu procesu J(t) do chwili s pozwala wyz-
naczyc przebieg procesu U(t) do chwili s. Podobnie do tego jak robilismy to
w podrozdziale [????] definiujemy intensywnosé przejscia
ey PRI =3 =i, U ) = 9)

h—0 h
dla 7,5 € £ oraz s > 0. Powstaje pytanie dla jakich proceséw taka granica

istnieje dla wszystkich ¢, 7, i dla wszystkich s,t by¢ moze poza skoriczong
liczba punktow.
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4.1 Funkcje chorobowe

Uwagi bibliograficzne Pierwotny pomyst zastosowania niejednorodnych
proceséw Markowa do modelowania przebiegu stanéw w ubezpieczeniach zy-
ciowych pochodzi od Hoem (1969,1988). Dalsze pracy to jak np. Nor-
berga (1995) gdzie podane sa wzory na liczenie wyzszych momentow przysztej

straty lub Watersa (1984) (pochodza oznaczenie ,p¥ oraz ;py) . Teoria
laficuchow Markowa jest klasyczna, wiecej mozna znalez¢ w Rolski et al (1999).
Polecamy tez wybor tekstow pod redakcja Ostasiewicza (2004). Teorie pro-
cesow liczacych na tle analizy stochastycznej w zastosowaniu do wnioskowa-

nia statystycznego w ubezpieczeniach mozna znalez¢ w interesujacej przegla-
dowej pracy A.S. Macdonalda (1996C). Modelowanie ubezpieczen wielostanowych
za pomoca procesow Markowa znalezé mozna w pracy Norberga (1991) oraz

w skrypcie Norberga (2000). W literaturze polskiej modelowaniu takiemu
poswiecony jest rozdzial ksiazki pod redakcja Ostasiewicza (2000).
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5 Zadania

5.1 Napisa¢ macierz intensywnosci przejscia dla modeli: AID z uzdrowieni-
ami, AID bez uzdrowien.

5.2 Napisa¢ macierz intensywnosci przejscia dla modeli: AID z uzdrowieni-
ami, AID bez uzdrowien. Napisa¢ prospektywne i retrospektywne row-
nanie Kolmogorowa dla modeli: a) AD, b) AID bez uzdrowieri, AID z
uzdrowieniami.

5.3 Rozpatrzmy nastepujaca modyfikacje ubezpieczenia terminowego na
okres n dla (z)-latka. Zamiast ptaci¢ pojedyncza kwote w chwili $mierci,
z polisy od chwili §mierci wyptaca sie z jednostkowa intensywnoscig od
chwili Smierci do chwili n, jesli tylko §mieré¢ nastapita do momentu n.
Takie ubezpieczenie nosi nazwe family income insurance. Zaktadamy,
ze sktadka jest ptacona z stalg intensywnoscig II do momentu $mierci
ubezpieczonego lub h < n. Znalezé wzor na sktadke netto oraz rezerwe
sktadki netto w odcinku [0, n].

5.4 Pokazaé, ze proces 0.3 jest tancuchem Markowa oraz napisa¢ funkcje
przejscia Pr(J(t') = i|J(t) = 1). Pokaza¢, ze przy zalozeniu hipotezy
HJP-D postaé¢ macierzy intensywnosci przejscia jest taka jak w (2.15).

5.5 W przypadku grupy m os6b w wieku x4, . . ., x,, lat mozemy wprowadzi¢
proces liczacy liczbe os6b zyjacych w chwili ¢, tj.

([ m jesli 0 <t < T(l)

m—1 jesli T(l) <t< T(g)

J)=¢ (5.1)
1 jesli T(m—l) <it< T(m)

0 jesli T(m) <t

\

Udowodnié, ze jesli z = z1 = ... = ©y,, to J(t) jest rowniez tancuchem
Markowa.

5.6 Niech J(t) bedzie laicuchem Markowa z

22 21
_ o My My
My (M12 M%l ) )

Znalez¢ 7 (t,1') = Pr(J(t') = j|J(t) = 4), i,j = 1,2
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5.7 Rozwazy¢ tancuch Markowa typu AID z macierzg intesywnosci przejs-
cia py 2 P = Ogts W2 = Putts B = fays i fy° = Vyye. Podaé macierz
funkcji przejscia R korzystajac z funkcji 7 (¢, ¢') z zadania 5.6.

5.8 2! Zanalizowa¢ nastepujacy taricuch Markowa J(¢) z stanami {0, 1, 2, 3, 4}
1 macierza intesywno$ci przejscia

x pp 0 o Ky
0 x o 0 kK
00 0 =x N\
00 0 0 O

Stany maja znaczenia 4 — nieubezpieczony, zdrowy, 3 — ubezpieczony
zdrowy, 2 — ubezpieczony chory, 1 —nieubezpieczony, chory, 0 - Smier¢
oraz p, jest intensywnoscig zawierania ubezpieczen dla (z)-latka, o, jest
intensywnoscia zachorowania (z)-latka, k, jest intensywnoscia $miertel-
nosci wsrod zdrowych dla (z)-latka oraz A, jest intensywnoscia $miertel-
nosci wéréd chorych (z)-latkow. Znalezé¢ R(t,t).

5.9 Rozwazmy ubezpieczenie terminowe na zycie na n lat dla (z)-latka,
ktorego zycie podlega zmianom jak w modelu AID z uzdrowieniami. W
momencie $mierci jest wyplacone §wiadczenie w wysokosci 1. Wedlug
umowy, ubezpieczony jest on zwolniony z ptacenia sktadki w okresach
inwalidztwa. Policzy¢ sktadke netto tego ubezpieczenia, jesli dana jest
macierz intensywnosci przejscia pii,),, oraz przy natezeniu stopy pro-
centowej 0. [Wsk. Patrz przyktad .|

5.10 Pokazaé, ze jesli ze stanu ¢ wszystkie strzatki wychodza na zewnatrz,
to ,
.. .. t i
ri(t, ) = ri(t, ) = e Jo mdv

21Na podstawie zadanie 6.3 z Exercises in Life Insurance Mathematics pod red. Bjarne
Mess i Jakob Christensen, University of Kopenhagen, Laboratory of Actuarial Mathemat-
ics, 1996.
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