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Czego bedziemy sie uczy¢ ?

o Czes¢ 1. Elementy matematyki ubezpieczen na zycie.
o Czes¢ 2. Wybrane zagadnienia z ubezpieczen niezyciowych.

W ubezpieczeniach na zycie mamy dwa mechanizmy:
@ mechanizm procentu sktadanego; akumulacja i dyskontowanie.

@ w czasie trwania ubezpieczenia, polisa moze by¢ zakonczona w
losowym momencie. Na przyktad przez smier¢ lub inne losowe
zdarzenie.
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Przyktadowe zadania

Portfel sktada sie z 300 polis na cate zycie dla 37 latkéw ptatnych w chwili
$mierci. Kazda polisa jest wystawiona na sume ubezpieczenia 2000 zt.
Zatézmy, ze czas trwania zycia 37-latka jest jednostajny na odcinku (0, 37)
oraz mamy dane state natezenie stopy procentowej § = %.

Jaka minimalna kwote nalezy zainwestowaé w chwili t=0 aby byty mozliwe
wyptaty wszystkich polis z tego funduszu z prawdopodobieristwem 0,97
Wiadomo, ze $(1,28) =0,9.
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Przyktadowe zadania

Modelujemy wielko$¢ odszkodowania za btedy lekarskie rozktadem z

dystrybuanta

0, x < 0,
Fala) = { 1 —0.3¢”0:00001x >,
) -

Dla ryzyka z rozktadem Fj4 obliczy¢ oczekiwang wyptate na szkode jesli jest
wspétptacenie w wysokosci 20% przez ubezpieczonego i dopuszczalny limit
w wysokosci 20000.
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Elementy analizy przezycia

o (Q,Pr)

° L czas zycia osoby nowourodzonej; T ~ F, z gestoscia f;
o Funkcja przezycia S(t) =1 — F(t) = Pr(T > t)

o Zauwazmy, ze f(t) = —S'(t)

——
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Elementy analizy przezycia

@ Przyszty czas zycia x-latka; Ty

S

T« =4 T — x pod warunkiem, ze T > x

=

e T, ~ Fy, gestos¢ ; funkcja przezycia

e Zauwazmy, ze na tym wyktadzie

t
Sx(t) = Pr(Tx > t) = Pr(T > x 4+ t|T > x) = S(§(+))
- - T-x >% *
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Oznaczenia aktuarialne

Przyjete podczas “Second International Actuarial Congress”; London Maj
1898 i potem rozwijane.

o Plr(Ti > t); w szczegdlnosci jesli t =1 to

1Px = Px

° @: Pr(Tx <t); w szczegdlnosci jesli t =1 to 1gx = gx,

® sGx - prawdopodobiefistwo, ze x-latek przezyje jeszcze t lat i
nastepnie umrze w przeciagu czasu s.

Fakt Mamy

t\sqx = t+sqx — sqx-

—
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Oznaczenia aktuarialne

{,1’7‘14

Tylko dla info: Pojawia sig oznaczenie ¢p|,)4., - prawdopodobiefistwo, ze
osoba, ktéra weszta do systemu w wieku x, przezyje u lat i nastepnie
jeszcze t lat,

podobnie ¢q[+, - prawdopodobiefstwo, ze osoba, ktéra weszta do
systemu w wieku x, przezyje u lat i nastepnie umrze w przeciggu t lat. My
bedziemy zaktada¢ tzw. hipoteze jednorodnej populacji (@ ze

tP[x]+u = tPx+u-
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Mate zadanko

Pokazaé, ze

(*) Ltp[x]—i—s = tPx+s
jest réwnowazne
() S«(t) =Pr(Tx > t) =Pr(T >x+t|T >x) = S(;<(+)t)'
——— —— X
—77

Rozwigzanie: (x) — (xx) Podstawi¢ w (x) s = 0.
(%) — (*) Lewa strona w (x)

~— —
Pr(Ty >s+t
tp[X]+S = PI’(TX > s+ t|T-)ﬁ_S_) = r( )

e U
ceflxts+1)
25 Wserr

S(x+s+t)
S(X + t) - th+$'
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Oznaczenia aktuarialne

Jesli nie jest powiedziane inaczej to zaktadamy HJP.

Fakt
t+sPx = sPx * tPx+s; _iig_’_\

t|sdx = sPx * tQx+s; ()
- - — - A=t
< * n
Dowad (*). v G s
— T TV
Pr(Ty >s+t) = Pr(Ty>s+t|T, >%)Pr(T, >s) ™=
= x * tPx+s-
P 3
‘;a'*),l — _—
t|spx—PI"/<T <t+s) = Pr(t <Tx <t+s|Tx > t)Pr(Tx > t)

£ =T < Ct Sheh AT = <"6LJ// SSh>e )
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Oznaczenia aktuarialne

o+ T =&,
éx — Srednia przysztego czasu zycia.
Fakt - -
l:/ the(t) dt:/t.
. o S22 S(t) de ”
Whiosek &, = 500 _
o~
- l» * g
K~F Xzo @Ex=Sa-Fes=]
° ®
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Natezenie Smiertelnosci

Niech T bedzie czas zycia osoby nowonarodzonej funkcja przezycia S(t) i
gestoscia f(t). Funkcje

——

nazywamy natezeniem Smiertelnosci.
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Natezenie Smiertelnosci

;F + a4
Heurystyka:
Gw-sea) | -5
Iir(T§t+MT>t)—*:_ B0 h
= plt

Korzystamy z twierdzenia o wartosci $redniej

S(t) - S(t+h) = M_A_)_

musi by¢ by¢ ciagta w ot(ﬁczeniu punktu t).

(=S

—
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Natezenie Smiertelnosci

Dla x-latka z przysztym czasem zycia T, z funkcja przezycia Sy i gestoscia

fx

/Mn.'l‘g?-e-uu' S.'levH‘laJ-‘ o%n X - AL

T T.>€ )
g, (g TTE T i
-
Avo A
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Natezenie Smiertelnosci

Fakt -}gf

Dowdéd Pamietamy, ze T
Wited
e £l — d S(x+t)
L—L—f) Tt S0
i stad
) = (_%S(g(j)t))/ S(g(j)t)) - _ss(ixﬁ)t) plasl]
7, 4 5);0,
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Natezenie Smiertelnosci T Ao

Formalnie mozna zdefiniowa¢ funkcje hazardowa DC/{: ?
H(t) = — log 5(t) i TH &)
i wtedy p jest taka funkcja, ze dla x > 0
= X
H(x) = / w(t) dt. 4
—_— 0 S &
Wazny wzér 7—————7
Fakt — , N — ——
S0 = exp(— [ ) o).
0 —=

Logarytmujac stronami mamy

—_— t
'_\—IogS(t)=/0 w(u) du.

=

t
e,P{_ of,.‘ﬁ,,.yﬁa- \

Ponadto . xet™
e el
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Analityczne prawa Smiertelnosci A TQOS
. . > w
R T o
- . - (9,0
Prawo de Moivre’a /" wveiefs’ Jeames~i'g he /
v T
t
S(t)=1——, 0<t<w.
Wtedy e e
1 0 -1
t)= —— t < w.
,u’(_l w—t’ St

\
Mamy =
— (S(x+ 1) @
(P = S(x) w—x_~ -
Uwaga. To sa wszystko rozktady jednostajne: odpowiednio na [0,w] i
[0,w — x]

5 pazdziernika 2020 19/24



)( ~ a,{_[olw7

()(—):’”K')( ) =



Analityczne prawa Smiertelnosci

Ten rozktad nie pasuje do danych demograficznych, ale uzywamy go w

zadaniach bo jest fatwy do manipulacji analitycznych.
Rozktad wyktadniczy
s

- A% d
M)' /L) S(t) = exp(—At), t > 0.

Wtedy

p(t) =A
Zauwazmy !
_ Sx(t) = exp(—At), t>0

i wobec tego ux(t) = A.
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Analityczne prawa Smiertelnosci

Prawo GompertzalPostuIat:
G r——————

[_ ) U(t) — Bc',

: + L
gdzie B >0, ¢ > 1. . \
W konsekwencji J'BC s :'bs- e w"sg
o 5)
g’t:exp—mct—l , S e
W0 -eratd D) g, S

gdzie m = B/ log ¢ oraz

| -

Qz exp(—m(ct — ¢¥)).
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Analityczne prawa Smiertelnosci

() =A+@
=
gdzie B >0, A> —B,

c>1
W konsekwencji - |
-

S(t) = exp(—=At — m(c" — 1)), d

—

gdzie m = B/ log c. oraz

! tpx = exp(—At — m(ct™* — ¢¥)).

Prawo Makehama
Postulat:
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Analityczne prawa Smiertelnosci

B e GRe0 i S s Te (2f
MJ*—:}yfn—._a,__;,—xa > /\7&;25—‘

CJé) ¢«J7r=¢r
V™

’/7—5——- =" 2,
>~ :

S ST 2 o mee oo

/el o bhs -~V

A
e /,q(-\ = qu'--,,'u

_

:::fo — 4. , G ° "'Pré— >

Rysunek: Prawo Gompertza z wyestymowanymi B = 5.2967 x 105,_c__: 1.0926.
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Analityczne prawa Smiertelnosci

Jo FoLu

Rysunek: Prawo Gompertza z wyestymowanymi B = 5.2967 x 10°, ¢ = 1.0926.
'
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