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Z poprzedniego wykªadu

T ∼ S , Tx ∼ Sx

HJP - zwiazek pomi¦dzy S i Sx .

Sx(t) =
S(x + t)

S(x)
.

Je±li nie jest powiedziane inaczej to zakªadamy HJP.
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Powtórka

Fakt

t+spx = spx · tpx+s , (∗)

t|sqx = tpx · sqx+t , (∗∗)

Dowód (*).

Pr(Tx > s + t) = Pr(Tx > s + t|Tx > u)Pr(Tx > s)

= spx · tpx+s .

(**)

t|sqx = Pr(t < Tx ≤ t + s) = Pr(t < Tx ≤ t + s|Tx > t)Pr(Tx > t)

= tpx · sqx+t .
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Elementy analizy prze»ycia

(Ω,Pr)

T - czas »ycia osoby nowourodzonej; T ∼ F , z g¦sto±ci¡ f ;

Funkcja prze»ycia S(t) = 1− F (t) = Pr(T > t)

Zauwa»my, »e f (t) = −S ′
(t)

Przypomnijmy
a = bac+ {a}

K = bT c - obci¦ty przyszªy czas »ycia osoby nowourodzonej

Kx = bTxc - obci¦ty przyszªy czas »ycia x-latka.
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Elementy analizy prze»ycia

Funkcja prawdopodobie«stwa Kx :

Pr(Kx = k) = Pr(k ≤ Tx < k + 1) = k|qx = kpxqx+k.

Oznaczenie : ex = EKx - ±redni obci¦ty oczekiwany przyszªy czas »ycie dla
x-latka.

Zadanko

ex =
∞∑
k=1

kPr(Kx = k) =
∞∑
k=1

kpx .
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Tablice trwania »ycia

ω maksymalny czas »ycia

W dost¦pnych tablicach przyjmuje si¦ np. ω = 100, ω = 120.
TT� -

lx , x = 0, . . . , ω − 1

lx jest przeci¦tn¡ liczb¡ osób do»ywaj¡cych wieku x ,

l0 zwie si¦ redix; pocz¡tkowa wielko±¢ kohorty,

bez straty ogólno±ci przyjmuje si¦ okr¡gª¡ liczb¦; np. l0 = 100000

dx = lx − lx+1 - liczba zmarªych w [x , x + 1).
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Tablice trwania »ycia

Uwaga: czasami wygodne jest rozszerzenie poj¦cia na funkcj¦: lt , dla 0 ≤ t

Wa»ne zwi¡zki:

lt = l0S(t) (∗)

St¡d mamy:

qx = 1− S(x + 1)

S(x)
=

S(x)− S(x + 1)

S(x)
.

Teraz podstawiaj¡c z (*) : S(x) = lx/l0 mamy

qx =
lx − lx+1

lx
=

dx

lx
.
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Przykªady

Zad. 1 T speªnia prawo de Moivre'a z ω = 100.
a. Obliczy¢ Pr(Kx = k), dla k = 0, . . . , ω − 1.
b. Obliczy¢ kpx dla k = 1, . . . , ω − x − 1.
Rozwi¡zanie ad a: Tx ma rozkªad jednostajny na [0, ω − x). A wi¦c

Pr(Kx = k) = Pr(k ≤ Tx < k + 1) =
1

ω − x
,

dla k = 0, . . . , ω − x − 1.

ad b. Mamy

kpx =
ω − x − k

ω − x

dla k = 0, . . . , ω − x − 1.
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Przykªady

Zad. 2 Obliczy¢ 10p30 maj¡c tylko pierwsz¡ kolumn¦ tablicy TT�-PL97k.
Mamy

10p30 =
S(40)

S(30)

Teraz korzystaj¡¢ z S(k) = lk/l0 mamy

S(40)

S(30)
=

97432
98235

.
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Interpolacje

Dane s¡ TT� lx , x = 0, . . . , ω − 1
Jak obliczy¢

2.5px =
lx+2.5 − lx

lx

Idea: Pomi¦dzy punktami (k , lk) robimy interpolacje liniow¡.

16 pa¹dziernika 2020 10 / 16



interpolacje

Def. Hipoteza jednostajno±ci (HU)
∀x ∈ Z+, 0 ≤ u < 1

uqx = uqx
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Interpolacje

Fakt

tpx = (1− {t})npx + {t}n+1px , n ≤ t < n + 1

Dowód Niech n ≤ t < n + 1

tpx = npx · {t}px+n

= npx · (1− {t}qx+n)

HU
= npx · (1− {t}qx+n)

= npx · (1− {t}(1− px+n)) = . . .

= (1− {t})npx + {t}n+1px
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Interpolacje

K = bT c, U = {T}

Przypomnienie z rach. prawd.

Kx independent Ux wtedy i tylko wtedy

Pr(Kx = k,Ux ≤ u) = Pr(Kx = k) · Pr(Ux ≤ u)

16 pa¹dziernika 2020 13 / 16



Interpolacje

Fakt HU jest równowa»na

∀x ∈ Z+, Kx independent Ux

i Ux ∼ U(0, 1).

Wniosek

ETx = EKx +
1
2
, VarTx = VarKx +

1

12
.
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Interpolacje

Dawód Faktu

Zaªó»my HU. Wtedy

∞∑
j=0

Pr(Kx = j,Ux ≤ s) =
∞∑
j=0

j |sqx =
∞∑
j=0

jpx · sqx+j

=
∞∑
j=0

jpx s · qx+j = s

∞∑
j=0

jpx · qx+j = s

Sk¡d Pr(Ux ≤ u) = u. Dalej

Pr(Kx = j,Ux ≤ u) = jpx · uqx+j = u · jpx · qx+j = Pr(Kx = j)Pr(Ux ≤ u)
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Interpolacje

Zaªó»my ∀x ∈ Z+, Kx independent Ux i Ux ∼ U(0, 1). Wtedy
∀x , 0 ≤ u ≤ 1

Pr(Kx = j,Ux ≤ u) = Pr(Kx = j)Pr(Ux ≤ u) = Pr(Kx = j) · u
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