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Akumulacja

Sytuacja: dzi± (n = 0) mamy kapitaª k0
za rok (n = 1) mamy kapitaª k1.

Wtedy i = k1
k0
− 1 - stopa zwrotu

Przeksztaªcamy
k1 = (1 + i)k0

Mamy

1 + i � czynnik akumulacji,

i � efektywna stopa procentowa (w podstawowej jednostce czasu; rok).
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Akumulacja

Mamy

k1 = (1 + i)k0

k2 = (1 + i)2k0
... =

...

kn = (1 + i)nk0

Zadanko Zaªó»my, »e j-tym roku efektywna stopa procentowa wynosi ij .
Pokaza¢, »e wtedy kapitaª po n latach

kn = k0

n∏
j=1

(1 + ij)
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Dyskontowanie

Ile jest wart dzi± (n = 0), kapitaª k1 w roku 1. Poniewa» k1 = (1+ i)k0 wi¦c

k0 =
1

1 + i

Mamy

v = 1

1+i
- czynnik dyskonta

Ogólnie. Ile jest wart dzi± (n = 0) kapitaª kn w roku n:

k0 = vnkn
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Dyskontowanie

Strumie« pieni¡dza; cash �ow - k0, . . . , kn.

Obecna warto±¢ (OW) strumienia

k0 + vk1 + . . .+ vnkn

Zakumulowana warto±¢ (ZW) strumienia

k0(1 + i)n + k1(1 + i)n−1 + . . .+ kn

Aktualna warto±¢ (AW) strumienia w chwili m

km + vkm+1 + . . .+ vn−mkn

+k0(1 + i)m + k1(1 + i)m−1 + . . .+ km−1(1 + i)

Mo»na mówi¢ zamiast AW o
�zdyskontowana warto±¢ strumienia na moment m�.
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Nominalna vs efektywna stopa procentowa

Rok dzielimy na m równych okresów.
i - stopa procentowa, (efektywna) s.p.
i (m) - (nominalna) stopa procentowa z m-krotn¡ kapitalizacj¡, nominalna
s.p.
�eby na koniec roku to samo, musimy je uzgodni¢.

1 + i =

(
1 +

i (m)

m

)m

sk¡d mamy

i =
(
1 + i (m)

m

)m
− 1 - efektywna s.p.

oraz
i (m) = m((1 + i)1/m − 1)

16 pa¹dziernika 2020 6 / 13



Stopa procentowa z góry
d � jest miar¡ odsetek pobieranych z góry.
Je±li po upªywie roku mamy odsetki i , to ich OW wynosi

iv =
i

1 + i

Oznaczenie d = i
1+i

Inne wyprowadzenie:

1 → d

2 → d2

...
...

...

Sumuj¡c prawe strony mamy

d + d2 + . . . =
d

1− d

Uzgadniaj¡c d
1−d = i otrzymujemy d = i

1+i
.
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Przykªadowe renty

[renta z góry]

k0 = 1, k1 = k2 = . . . = 1

OW = ä∞ = 1

d

[renta z doªu]
k0 = 0, k1 = k2 = . . . = 1

OW = a∞ = 1

i
.
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Renty pewne

[renta pewna z góry]

k0 = . . . = kn−1 = 1

OW = än = 1 + v + . . .+ vn−1 = 1−vn
d

ZA w chwili n = s̈n = (1 + i)n + (1 + i)n−1 + . . .+ (1 + i) = (1+i)−1
d

[renta pewna z doªu]

k0 = 0, k1 = . . . = kn = 1

OW = an = v + v2 + . . .+ vn = 1−vn
i
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Siªa stopy procentowej

δ - siªa stopy procentowej, nat¦»enie oprocentowania

eδ = 1 + i

sk¡d mamy δ = log(1 + i).
Uzasadnienie
Liczba okresów m→∞. Z wzoru

1 + i =

(
1 +

i (m)

m

)m

przechodz¡c z m→∞ otrzymujemy i (m) → δ.
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Kapitalizacja ci¡gªa

Kapitaª pocz¡tkowy k(0)

k(t) = k(0)eδt

sk¡d

k(0) = k(t)e−δt

eδ = 1 + i v = e−δ

OW 1 w chwili t

v t = e−δt .
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Strumienie pieni¡dza w modelu ci¡gªym

c(t) - intensywno±¢ wpªywu pieni¡dza w chwili 0 ≤ t ≤ n

C (t) =
∫ t

0
c(s) ds � ª¡czna ilo±¢ pieni¡dza która wpªyneªa do chwili t.

Wpªyw w odcinku (t, t + ∆) równa si¦ ≈ ∆c(t).

OW wynosi
e−δt∆c(t)

Wysumowanie i przej±cie z ∆→ 0 daje∫ n

0

e−δtc(t) dt
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Przykªadowe renty ci¡gªe

[ci¡gªa renta bezterminowa]
Strumie« c(t) = 1 dla 0 ≤ t <∞
OW = ā∞ =

∫∞
0

e−δt dt = 1

δ
[ci¡gªa renta pewna]

Strumie« c(t) = 1 dla 0 ≤ t < n

OW =

ān =

∫ n

0

e−δt dt =
1
δ

(1− e−δn)

ZW =

s̄n =

∫ n

0

eδ(n−t) dt = . . .
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