Rachunek prawdopodobieiistwa 1B; zadania egzaminacyjne.

1. Niech p bedzie rozktadem probabilistycznym na (0,1) x (0, 1):
u(B) = 1({x € (0,1) : (z,1 — ) € B}),

dla B € B((0,1) x (0,1))), gdzie [ jest miara Lebesgue’a na prostej.
(i) Napisa¢ dystrybuante tego rozktadu.

(ii) Niech (X, Y') bedzie wektorem losowym o rozkladzie p. Jaki rozklad
ma zmienna losowa X. Obliczy¢ £]Y — X|.

2. Niech Xi, X5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi dla ktérych
istnieje stata C' > 0, taka ze P(|X;| < C) =1 (j = 1,2,...). Niech
S, = X1+ ...+ X,. Pokaza¢, ze jesli 3, D?X,, = oo, to istnieja ciagi
a, i b, takie, ze

Sn —0anp D

b — N(0,1).

3. Niech Xj, Xs,... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi z P(X, =
1) =p, i P(X,, =0) =1—p,. Pokazac, ze
(i) X,, — 0 wg prawdodobienstwa iff p, — 0.
(ii) X, — 0 pn. iff 3, p, < 0.

4. Wiadomo, ze w pewnym kilkumilionowym kraju 60% dorostych oséb
ma wyksztatcenie podstawowe, 30% srednie 1 10% wyzsze. Przyblizy¢
prawdopodobienistwo, ze wéréd 10000 losowo wybranych mieszkaricow
kraju, os6b z wyksztalceniem Srednim jest przynjamniej o 2060 wiecej
niz z wWyzszym.

5. Czy nastepujace funckcje sa funkcjami charakterystycznymi:
(i) $(1+e")?,
(i) =
2
(i) e~ T cos(2t) (jesli tak to nalezy podaé odpowiadajacy rozklad!)

6. a) Niech Xj, X5, X3 beda probami Bernoulliego, t.j. niezaleznymi zmi-
enne losowe o jednakowym rozkladzie B(1/2). Niech

Yi=X1— X5, Yo = X — Xs.



10.

Policzy¢ funkcje prawdopdobienstwa p;; = P(Y; = 4,Y> = j) (tj. po-
da¢ mozliwe wartosci 4, j dla ktorych p;; sa SciSle dodatnie i wartosci
odpowiadajacych im prawdopdobieristw).

b) Pokaza¢ istnienie ciagu zmiennych losowych Y7, Y5, ... na przestrze-
nie probabilistycznej ((0,1),58(0,1), A) o nastepujacych wtasnosciach:

o P(Y, =14, Y1 =J) =y,

e zmienne Y7, Y5, Y3, ... sa dwuzalezne tj. Yj,Y; sa niezalezne jesli
|k —1] > 1.
Niech Xji,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi loswymi o rozktadzie

normalnym N (m;,1). Niech a = (a1,...,a,) 1 b = (by,...,b,) beda
wektorami. Pokazaé, ze zmienne losowe W = Z?Zl a; X, Z = Z?Zl b; X;
sa niezalezne iff wektory a, b sa ortogonalne.

Czy nastepujace funckcje sa funkcjami charakterystycznymi:
(i) 1(1+e")?,
(i) =
2
(iii) e~ cos(2t) (jesli tak to nalezy poda¢ odpowiadajacy rozktad!)

Rzucono 1000 razy szeScienna kostka. Znalezé przyblizone prawdopdo-
biefistwo tego, ze suma oczek bedzie miedzy 3410 a 3590. Wsk. Oczeki-
wana warto$é¢ oczek wynosi 3.5 a odchylenie standardowe 1.7. Pokazaé
skad sie biora te liczby, ale nie trzeba wykonywaé¢ rachunkéw w celu
policzenia wartosci oczekiwanej i wariancji! /1000 = 31.6. Natomi-
ast nalezy wykonaé¢ rachunki potrzebne do skorzystania z zataczonych
tablic rozktadu normalnego.

Btad pomiaru dtugosci bokéw prostopadioscianu jest
X = (X1, Xy, X3) ~N(0,X),

gdzie
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Koszt zwiazany z popelnieniem btedu jest Y = X; + X5 — X3. Obliczy¢
prawdopodobienstwo

>

P(Y > V10).

2



11.

12.

13.

14.

15.

Obliczy¢ kowariancje Cov(X; + Xo, X3).

Niech Xi,Y7, Xo, Y5, ... beda niezaleznymi zmiennym losowymi o jed-
nakowym rozkladzie jednostajnym U(0,1). Niech f : [0,1] — [0,1]
bedzie funkcja mierzalna oraz

Zj =Yy J=12,..

Udowodni¢ | ,
lim — Y Z; :/ f(x)dx p.n.
0

n—oo n, j:l
Niech X, X, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, o jednakowym
rozktadzie i E|X;| = co. Pokaza¢, ze

a) dla kazdego a mamy > >° | P(|X,| > na) = oo,
b) sup,>; n | X,| = oo p.n.

Niech &1, &, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozkladzie; P(§; = 1) = P(§; = 0) = 1/2. Definiujemy
XIZZ—SQj_1’ XQZZ@

J J -
j=1 2 j=1 2

Udowodni¢, ze X, X5 sa niezalezne o jednakowym rozktadzie jednos-
tajnym U(0,1).

Niech X; ~N(m;,0?) (i = 1,2, ...) beda niezaleznymi zmiennymi losowym.
Podac¢ wraz dowodem warunek konieczny i dostateczny na to aby 37,5, X;
byt zbiezny p.n.

Niech X7, X3 beda zmiennymi losowymi o tacznym rozktadzie N'((0,0), X)

gdzie
11
s-(11)

Yi =aX; + Xo+ 1, Yo =X +aXy+2

Dla jakiego a,

sa niezalezne.



16. Niech Xi, Xs,... beda niezaleznymi zmiennymi losowym z P(X, =
—a") = P(X, =a") =1/21 85, = X1+ ...+ X,. Korzystajac z
nierownosci Kotmogorowa oszacowac z gory

P( sup |Sm — Su| > ),
M<m<N

gdzie € > 0. Pokazaé, ze jesli a < 10, to

e AP 20 19m = Sl > 9 =0

17. Niech N, Xi, X5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, X7, Xo, . ..
sa o jednakowym rozktadzie z funkcja charakterysyczng ¢x(t) oraz N
ma rozktad Poissona Poi(\). Niech

N
= Z X
j=1

(i) Znalez¢ funkcje charakterystyczna Y.
(ii)Niech Fy bedzie rozkladem Y. Pokaza¢, ze F) x F,, = F4,,.

18. Niech X3, Xy, ..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, o jed-
nakowym rozkladzie jednostajnym na odcinku [1,a] gdziea > 1,1Y,, =
min(Xy, ..., X,). Znalezé¢ granice wedtug rozktadu i prawdopodobieristwa
ciagu Y1, Y5, .. ..

19. Niech X;,Y7, X5, Y5, .. beda niezaleznymi zmiennymi losowymi, X; ma
rozklad wykladniczy Exp()\;) z parametrem \; oraz Y; = +1 z jed-
nakowym prawdopodobienstwem 1/2. Niech

e (i) Poda¢ rozktad (dystrybuante lub gestos¢ zmiennej losowej Z;.
Policzy¢ £[Z;] oraz D?|Z;].
e (ii) Pokaza¢, ze jesli
1o
A2

Jj=1



to szereg

AN

<
Il
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jest zbiezny p.n.
20. Niech X ~ N (1,4) i
Y1 = 1ixasy), Yo=1(x>1y.

a) Podaj liczbowa wartosé

b1 = P(Y1 = 1)7 P2 = P(Y2 = 1), P11 = P(Y1 =1,Y, = 1)-

b) Oblicz £Y;, D?*Y; oraz cov(Y,Ys) oraz funkcje charakterystyczna
(Y1,Y3) w punkcie (1,2) tj.

gei(Y1+2Y2) )
(wystarczy poda¢ wzory w terminach p;, p;;, nie trzeba obliczen liczbowych

prowadzi¢ do korica).

21. Zmienna losowa Y,,, gdzien = 1,2, ..., marozktad gamma Gamma(n, \).
Pokazaé zbieznos¢ wg rozktadu

_ 2,
Yn:\/ﬁ< "
n

—1> 2 N(0,1).

Poda¢ do czego zbiega ciag
P(|Y,| <1.96), n=1,2,...
Mozna wykorzystaé¢ nastepujace informacje:
e Dla rozktadu Gamma(a, b)
f. char.

(-9

srednia | wariancja

a

b

a

b2

o jesli N ~ N (0,1), to P(N < 1.96) ~ 0.975.



22. Niech X, Xs, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie
Poissona odpowiednio z Srednig A1, Ag,. ... Zakladamy, ze }°;51 \; <
00.

a. Udowodni¢, ze Y = 37,1 jX; < oo p.n.

b. Wyprowadzi¢ wzor na funkcje charakterystyczna zmiennej Y.



