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Zadania

Zadania teoretyczne

1.1

1.2

1.3

1.4

Niech X, X, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozktadzie U (M), gdzie M jest liczba naturalng oraz M = {0,1,..., M—
1}. Niech M = 2* oraz b(z) dla z € M bedzie rozwinieciem dwéjkowym
przedstawionym w reprezentacji k cyfr zero lub jeden. Pokazaé, ze ciag
zmiennych losowych zero-jedynkowych zdefiniowany przez

517527 ce e = b(Xl),b(Xg) A

jest ciagiem prob Bernoulliego. Pokazaé na przyktadzie, ze tak nie musi
by¢ jesli M nie jest potega dwojki.

Uzasadnié¢, ze procedura generowania losowej permutacji z wyktadu
daje losowa permutacje po rozwiazaniu nastepujacego zadania z rachunku
prawdopodobienstwa, w ktérym indukcyjnie definiujemy ciag n permu-
tacji zbioru [n]. Zerowa permutacja m jest permutacja identycznos-
ciowa. Dla k =1,2,...,n — 1 definiujemy indukcyjnie mp-ta z m_1-sz€j
nastepujaco: zamieniamy element k-ty z Ji-tym gdzie Ji, jest losowe (tj.

o rozkladzie jednostajnym) na {k, ..., n}, niezaleznie od Jy, ..., Jp_1.
Pokazaé¢, ze m,_; jest permutacja losowa.

Dla przykladu [??przyklad:zad.o.kolizjach??], przy n = 24 i k =
229 uzupemic¢ tabelke:

liczba kolizji < 100 110 120 130 140 150 160 170
z prawdopodobiestwem 7 ? ? ? ? ? ? ?

Dany jest nastepujacy ciag zero jedynkowy : 101011011111100001010100
0101100010100010101110110
1001010100110101010111111
0111000101011000100000001
0011100111101001111001111
0001110110001011100111000

!Poprawiane 13.10.2017



1.5

1.6

1.7

1011000001111001110001011
0100110110100101011010100
1111000010011011001000001
0001010001100100001100111
1111011110011001001001110

Przeprowadzi¢ testy sprawdzajace zgodnos¢ z hipoteza, ze pochodzi z
ciggu symetrycznych prob Bernoulliego.

Przez funkcje bledu erf(x) rozumie sie

erf(x) = %/0 e dt,

oraz przez uzupetniajgcq funkcje bledu erfe(x)

2 e
erfe(z) = — e dt.
7

Pokaza¢, ze jesli ®(x) jest dystrybuanta standardowego rozktadu nor-
malnego, to

O(z) = % + %erf(:c/\/ﬁ) = %erfc(—x/\/i).

Udowodnié¢ nieréwnosé Czernowa. Niech S, = & + ... + &, gdzie (&)
sa probami Bernoulliego Ber(p). Pokaza¢, ze dla § < 1

el "
P(S, > (1+d)np) < (W) ,

P(S, < (1—68)np) < (ﬁ)np.

Obliczamy catke f = f[o 1ya [ (w) du przy zalozeniu, ze o7 = Var f(U) <

00. Korzystajac z nierownosci Czebyszewa pokazaé, ze z prawdopodobienstwm
co najmniej 0 mamy

IS (- fl< 90
rn;fwz) <75
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1.8 Rzucono pare kostek n = 144 razy i otrzymano nastepujace wyniki. W
tabelce przez E oznaczamy liczbe oczekiwanych obserwacji a przez O
liczbe zaobserwowanych.

s 121341567819 ]|10[11]12
E 41812116 ]20|24120|16 (12| 8 | 4
Os (2141101212229 (21|15|14| 9 | 6

Zweryfikowaé testem chi-kwadrat hipoteze, ze rzuty sa niezalezne i na
kazdej kostce wyniki sa jednakowo prawdopodobne. Obliczy¢ p-funkcje.

1.9 Pokaza¢, ze dla uktadéw pokerowych mamy nastepujace prawdopodobienistwa:
Losujemy 5 kart z 52 i liczymy $rednia liczbe wystapien okreslonych
sekwencji. Liczba wszystkich mozliwych sekwencji wynosi W = (552) =
2 598 960 Prawdopodobienistwa wystapienn sekwencji kart w pokerze: -
Jedna para: 1098240/W = 0.422569 = 1/2,4 - Dwie Pary: 123552/W
= 0.047539 = 1/21 - Trojka: 54912/W = 0.0211 = 1/44 - Full:
3744/W = 0.00144 = 1/694 - Kareta: 624/ = 0.00024 = 1/4165
- Kolor: 5148/W = 0.00198 = 1/50 - Strit: 9 % 45/W=9216/W =
0.003546 = 1/282 - Poker: 9 x4/W = 36/W = 0.0000138 = 1/72193

1.10 [Feller, t. 1, p.94] Klasyczne zadanie o rozmieszczeniu n kul w m
komorkach zakltada ich “losowo$¢”, tzn. kazde rozmieszczenie ma praw-
dopodobienistwo m~". Pokazaé, ze prawdopodobieristwo p.(n, m) znalezienia
doktadnie ¢ pustych wynosi

()Xo () (-5

J
Pokaza¢, ze gdy m,n rosna tak,ze A = me~m pozostaje ograniczone,
to dla kazdego ¢

3

Il
o

AC
pe(n,m) — - e
c!

Zadania laboratoryjne

Zadania na wykorzystanie instrukcji MATLAB-owskich: rand, rand(m,n),
rand(’state’, 0), randperm, randn.



1.11

1.12

1.13

1.14

1.15

Przeprowadzi¢ test szybkosci generatora: rand, rand(’state’),rand(’seed’),
rand("twister’) przy uzyciu nastepujacego skryptu:

clc; clear;

tic

for j=1:1000000
rand;

end

toc

Napisa¢ program na sprawdzenie generatorow MATLABowskich przy
uzyciu

a. testu Kolmogorowa—Smirnowa,

b. testu serii z ¢ = 3. Obliczy¢ p-wartos¢ dla d = 4, n = 2™; (m =
10,11, ...,20).

[Savicky| Uruchomié¢ procedure

Z=rand (28, 100000) ;
condition = Z(1,:)<1/16;
scatter(Z(16,condition),Z(28,condition),’.?);

Uzasadnié, ze w przypadku teoretycznym gdy Z jest macierza sktada-

jaca sie z zmiennych losowych niezaleznych o rozktadzie jednostajnym

to na rysunku powinnismy otrzymac chmure par (Uy;, Us;) (i = 1,...,100000),
gdzie U;; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie
jednostajnym U(0,1). Rysunek powinien wiec wygladac jak

Z=rand(2,100000) ;
condition = Z(1,:)<1/16;
scatter(z(1,:),2(2,:),2.7);

Roéznice tatwo zauwazy¢. A co sie dzieje gdyby uzy¢ metody twister’.
Wyjasnié¢ jak powinna wyglada¢ chmura w wypadku ’'idealnym’.

Napisa¢ procedure na losowanie

1. z n obiektéw wybieramy losowo k ze zwracaniem,

2. z n obiektéw wybieramy k bez zwracania.

3. wybierajaca losowy podzbior k elementowyz {1,...,n}.
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1.16 Napisac¢ procedure generowania losowej permutacji randpermmy na pod-
stawie algorytmu z podrozdziatu [?7?ssecl:alg.los.per??]. Poréwnac
szybko$¢ swojej procedury z matlabowska randperm.

1.17 Obliczyé¢ przez symulacje prawdopodobienistwo p,, tego, ze w permutacji
losowej liczb 1,...,n, zadna liczba nie jest na swoim miejscu. Zrobic
obliczenia dla n = 1,...,10. Do czego moze zdazac¢ p, gdy n — oc.

1.18 Napisaé¢ procedure n rzutéw moneta (&1, ...,&,).
Jesli orzel w i-tym rzucie to niech & = 1 jesli reszka to § = —1. Niech
So = 0oraz S = & +. . .+&;. Obliczy¢ pierwszy moment i wariancje &;.
Zrobi¢ wykres Sp, Si, ..., S1o00- Na wykresie zaznaczyc linie: +Var(§)+/n,
+2Var(n)y/n, £3Var(§)/n.

Zrobié zbiorczy wykres 10 replikacji tego eksperymentu.

1.19 Rzucamy N razy symetryczna moneta i generujemy btadzenie przy-
padkowe (Sy,)o<n<n. Napisa¢ procedury do obliczenia:
1. Jak wyglada absolutna réznica pomi¢dzy maximum i minimum
bladzenia przypadkowego gdy N rosnie?

1.20 Rozwazamy ciag (S, )o<n<an. Przez prowadzenie w odcinku (7,7 + 1)
rozumiemy, ze S; > 0 oraz S;y1 > 0. Niech X bedzie taczna dlugoscia
prowadzen dla N rzutéow.

1. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze jeden gracz bedzie przewazat
pomiedzy 50% a 55% czasu? Lub wiecej niz 95% czasu? Zrobié¢
obliczenia symulacja. Eksperymentalnie sprawdzi¢ ile powtorzen nalezy
zrobi¢ aby osiggnac stabilny wynik.

3. Niech N = 200. Zrobi¢ histogram wynikéw dla 10000 powtorzen
tego eksperymentu.

1.21 Napisac¢ procedure do zadania dni urodzin.

1. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze wéréd n losowo wybranych oséb
przynajmniej dwie maja ten sam dzien urodzin?

2. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wsroéd n losowo wybranych oséb
przynajmniej dwie maja urodziny w przeciagu r dni jeden od drugiego?
3. Przypusémy, ze osoby pojawiaja sie kolejno. Jak dtugo trzeba czekaé
aby pojawily sie dwie majace wspolne urodziny? Zrobi¢ histogram dla
1000 powtorzen.



1.22 [Test odstepow dni urodzin| Uzywajac symulacji znalez¢ funkcje praw-
dopobienistwa statystyki R. Sprawdzi¢ czy wyniki sie pokrywaja jesli
do obliczen uzywa sie réznych generatorow.

1.23 |Zagadnienie komiwojazera] Komiwojazer opuszcza miasto 0 i musi
odwiedzic wszystkie miasta 1,...,n przed powrotem do punktu wyjs-
ciowego. Odleglosci pomiedzy miastem ¢ a miastem j jest ¢;;. Jedli nie
ma drogi do ktadziemy c¢;; = oo. Jest n = 100 miast do odwiedzenia,
ktorych odlegtosci sg zadane w nastepujacy sposob. Zaczaé od rand(’state’,
0). Przydzieli¢ odlegtosci kolejno wierszami ¢;; gdzie i = 0, ..., 100 oraz
j =0,1,...,100 - odleglos¢ miedzy adresem i oraz j. (W ten sposob
wszyscy beda mieli taka sama macierz odlegloscei). Znalezé jak najlep-
sza droge 0, 71, . .., 100, 0 minimizujaca przejechang trase. Czy uda sie
odnalez¢ najkrotsza trase. Znalezé najkrotsza po 100, 200, itd. losowa-
niach.
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Projekt

Projekt 1 Bob szacuje, ze w zyciu spotka 3 partnerki, i z jedna sie ozeni.
Zaklada, ze jest w stanie je porownywac. Jednakze, bedac osoba honorowa,
(i) jesli zdecyduje sie umawia¢ z nowa partnerka, nie moze wroci¢ do juz
odrzuconej, (ii) w momencie decyzji o §lubie randki z pzostalymi sa niemozliwe,
(iii) musi sie zdecydowaé na ktoras z spotkanych partnerek. Bob przyjmuje,
ze mozna zrobi¢ miedzy partnerkami ranking: 1=dobra,2=lepsza, 3=najlep-
sza, ale ten ranking nie jest mu wiadomy. Bob spotyka kolejne partnerki w
losowym porzadku.

Napisz raport jaka stategie powinien przyjac Bob. W szczegdlnosci w ra-
porcie powinny sie znalez¢ odpowiedzi na nastepujace pytania. Przy sporzadza-
niu raport przeprowadzi¢ analize btedu, korzystajac z fundamentalnego wzoru
~ 1.960
- Vn
(patrz podsekcja [??fundamentalnyZwiazek??], gdzie b - btad, n - liczba
replikacji, oraz ¢ wariancja estymatora). A wiec jesli chcemy wyestymaowaé
r z bledem mniejszym niz b = 0.02 mozemy skorzysta¢ z fundamentalnego
wzoru z wariancja uzyskana wczesniej z pilotazowej symulacji 1000 repliacji.

b

(a) Bob decyduje sie na $lub z pierwsza spotkana partnerka. Oblicz praw-
dopodobienistwo P (teoretyczne), ze ozeni si¢ z najlepsza. Oblicz tez
oczekiwany range r

(b) Uzyj symulacji aby okresli¢ P i r dla nastepujacej strategii. Bob nigdy
nie zeni sie z pierwsza, zeni sie z druga jesli jest lepsza od pierwszej, w
przeciwnym razie zeni sie z trzecig.

(¢) Rozwazy¢ zadanie z 10-cioma partnerkami, ktore maja rangi 1,2, . . ., 10.
Obliczy¢ teoretycznie prawdopodobienstwo P i oczekiwana range r dla
strategii jak w zadaniu (a).

(d) Zdefiniowaé zbior strategii, ktore sa adaptacja strategii z zadania (b) na
10 partnerek. Podaé jeszcze inng strategie dla Boba. Dla kazdej stategii
obliczyé¢ P i r. Wsk. Nalezy pamietac¢, ze jak si¢ nie zdecydujemy na
jakas kandydatke, to nie ma potem do niej powrotu.

Projekt 2 Rozpatrzy¢ nastepujace generatory liczb losowych: “state”, “twister”
oraz excellowski u; = (0.9821u;_1 + 0.211327) mod 1. Ponadto rozpa-
trzy¢ pseudo-losowe ciagi bitow date.e, date.sqrt2 (z strony www.math.uni.wroc.pl/tols]



(i) Dla tych ciagow przeprowadzié¢ analize ich “losowosci”, korzystajac z
przynajmniej 3 testow (odpowiednio dla kazdego ciagu). Na przyklad
Kolmogorowa-Smirnow, test serii i test odstepéw dni urodzin. Zamiast
tego ostentiego mozna skorzysta¢ z tesu kolizji.

(ii) Dla generatora “twister” zbada¢ dwa przypadki. Pierwszy gdy gen-
erator startuje z ziarna u, = 0, a drugi gdy z ziarna ug = 1812433253.
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2 Zadania

2

Zadania teoretyczne

2.1

2.2

2.3

24

Niech X ma dystrybuante F' i chcemy wygenerowaé zmienna losowa o
warunkowym rozkladzie X|X € (a,b) gdzie P(X € (a,b)) > 0. Niech

V =F(a)+ (F(b) — F(a))U.

Jaki rozklad ma V. Pokaza¢, ze Y = F~1(V) ma zadang warunkowsg
dystrybuante G, gdzie

0 T <a,
F(x)—F(a
G(x) = %, a<xz<b,
1 z>b

Podaé¢ procedure generowania liczb losowych o rozktadzie trojkgtnym
Tri(a,b), z gestoscia

_J cx—a), a<z<(a+b)/2,
f<“’>—{ o((b—=), (a+b)/2<z<b,

gdzie stala normujaca ¢ = 4/(b—a)?. Wsk. Rozwazy¢ najpierw gestosé
Uy + Us.

Pokazacé, ze
X = log(U/(1 - U))

ma rozklad logistyczny o dystrybuancie F(z) = 1/(1 +e~%).

Poda¢ dwie procedury na generowanie liczby losowej z gestoscia postaci
N
f(x):Zaja:j, 0<zx<1,
j=1

gdzie a; > 0. Wsk. Obliczy¢ gestosé max(Uy, ..., U,) i nastepnie uzy¢
metody superpozycji. Jaki warunek musza spetnia¢ (a;)?

2Poprawiane 1.2.2016
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2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

2.10

Poda¢ procedure generowania zmiennej losowej X z gestoscia f(x) =
n(l —z)" L.

Podaé¢ dwie procedure generowania liczby losowej o rozktadzie Cauchego.
Niech F' jest dystrybuanta rozkladu Weibulla W(a, ¢),

0 <0
Flz) = { 1 —exp(—cz®), >0.

Zaktadamy ¢ > 0, > 0. Pokazaé, ze

P (—logU>1/CY
c

Poda¢ przyklad pokazujacy, ze ¢ w metodzie eliminacji (zaréwno dla
przypadku dyskretnego jak i ciaglego) nie musi istnie¢ skonczone.

ma rozktad W(a, ¢).

a) Udowodni¢, ze P(|U!] =) = m, dlai=1,2,...
b) Poda¢ algorytm i obliczy¢ prawdopodobienstwo akceptacji na wygen-
erowanie metoda eliminacji dyskretnej liczby losowej X z funkcja praw-

dopodobienstwa {py, k= 1,2,...}, gdzie

6 1

pﬁ, 1{7:1,2,

Pr =

c¢) Poda¢ algorytm i obliczy¢ prawdopodobieristwo akceptacji na wygen-

erowanie metoda eliminacji dyskretnej liczby losowej X z funkcja praw-

dopodobienstwa {pg, k= 1,2,...}, gdzie p;, = %%_

Podaj metode generowania liczby losowej z gestoscia:

e, —oco<x<0
f(x)_{e_%, 0>z < o0

Taki rozktad nazywa sie podwdjny wyktadniczyczy.
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2.11 Rozktad beta Beta(a, f) ma gestosé

o 11 - x)'g*l
B(a, )

0<x<l.

fx) =

gdzie beta funkcja jest zdefiniowana przez

B(a, ) = /01 271 —2) N de

Przy zatozeniu o, > 1 poda¢ algorytm wraz z usadnieniem gen-
erowania liczb losowych Beta(a, f) metoda eliminacji. Wsk. Przyjaé¢
g(x) =10 <z < 1).

2.12 Gestosé rozktadu zadana jest wzorem

4

gdzie C' = 4//7. Podaé procedure generowania zmiennych losowych o
rozktadzie f.

2.13 Gestos¢é dwuwymiarowego wektora losowego Y = (Y7,Y5) jest dana

4 222
= ce~(@1+22)° x € R?,

f(xy, 25) = ce” !
gdzie ¢ jest znang stata normujacg. Zaproponowaé algorytm na sumu-
lacje wektora losowego Y. (Wsk. Przedyskutowaé¢ dwie metody: elimi-
nacji oraz przejscie do wspotrzednych biegunowych oraz zastanowic sie
ktora lepiej uzywac).

2.14 a) Niech n bedzie zmienna losowa niezalezna od X, P(n = —1) =
IP(n = —1) = 1/2, oraz X marozklad z gestoscia dana w ([??eq:polnormalny??]).
Pokaza¢, ze n.X ma rozklad standardowy normalny N(0,1).
b) Pokaza¢, ze jesli X ma rozklad Gamma(a,1l) to X/8 ma rozklad
Gamma(q,[3).

2.15 Poda¢ dwa algorytmy na generowanie punktu losowego o rozktadzie
U(B), gdzie B = {z € R*: |z| < 1}. Wsk. Do jednego z algorytméw
wykorzysta¢ lemat [?71:7.577].
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2.16 Niech (X,Y) bedzie wektorem losowym z gestoscia f(x,y) i niech B C
IR? bedzie obszarem takim, ze

/ f(z,y) dx dy < oc.
B
Pokaza¢, ze X|(X,Y) € B ma gestos¢

Jywmen f(@y)dy

2.17 [Marsaglia [?]| Niech J ma funkcje prawdopodobienstwa (p,)X_, z
pm = 1/(ce™)ic=1/(e—1). Niech I ma funkcje prawdopodobieristwa
(qn)2,, gdzie q, = ¢/n!. Zaktadamy, ze I, J oraz Uy, ... sa niezalezne.
Pokazac, ze X = J+min(Uy, ..., Us) ma rozkltad wykladniczy Exp(1).
Powyzsza wtasnosé¢ rozktadu wykladniczego daje mozliwosé napisania
algorytmu na generowanie wyktadniczych zmiennych losowych bez uzy-
cia kosztownej funkcji log. Zastanowié¢ sie jak mozna szybko generowac
liczby losowe I,.J. Wsk. Zauwazy¢, ze I ma rozklad Poissona Poi(e)
przesuniety o 1, natomiast J ma rozklad geometryczny Geo(e™!). Wsk.
Zauwazy¢, ze J ~Geo(e ') oraz cpy1 = 1/(k+1) 3

2.18 Uzasadni¢ dwie metody generowania rozktadu wielomianowego M(n, a).
Pierwsza metoda jest uogélnieniem metody ad hoc dla rozktady dwumi-
anowego (patrz podrozdzial [??sec:adhoc??]). Polega na generowaniu
niezaleznych wektorow losowych przyjmujacych wartosci (0,...,1,...0)
(jedynka na i-tym miejscu) z prawdopodobienistwem a; i nastepnie
zsumowanie liczby jedynek na kazdej koordynacie. Natomiast druga
metoda wykorzystuje unikalng wtasnosé rozktadu wielomianowego wek-
tora X = (Xy,..., Xy): rozktad X, pod warunkiem X; = ky,..., X; =

k;) jest dwumianowy B(n —k; — ... —kj,a;41/(a1 + ...+ a;)) 1 X; ma

rozktad B(n,ay).

2.19 a) Pokazaé, ze jesli Z1, ..., Z, sa niezaleznymi zmiennymi o rozkladzie
normalnym N(0,1) i [|Z|| = Y77, Z7, to punkt X = (Z,/||Z][, ..., Z2/[|Z]])
ma rozkltad jednostajny na sferze S, 1 = {x = (v1,...,2,) : D7 25 =
1.

3A jak szybko generowaé liczby losowe I, J?
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2.20

2.21

2.22

2.23

2.24

b) Jesli ponadto punkt ze sfery X z punktu a) przemnozymy przez
UY™ gdzie U i X sa niezalezne, to otrzymamy punkt losowy z kuli

By ={z: 3]0 o} <1}.

Zadania laboratoryjne

Poda¢ wraz z uzasadnieniem jak generowac liczbe losowa X o rozkltadzie
Ula,b|. Napisa¢ MATLABowska funkcje Unif(a,b) na generowanie liczby
losowej X.

W literaturze aktuarialnej rozwaza sie rozktad Makehama przysziego
czasu zycia T, dla x-latka z ogonem rozktadu

]F)(Tx > t) — e*Atfm(CFFIfcz)'

Napisa¢ procedure Makeham(A m,c,x) generowania liczb losowych o
takim rozkladzie. Przyja¢ A = 5-107% m = 7.5858 - 107> oraz ¢ =
log 1.09144(tzw. G82). Wsk. Zinterpretowaé¢ probabilistycznie jaka
operacja prowadzi do faktoryzacji e At =) = - Atgmm(cT =)
Zastanowi¢ sie czy rozklad z ogonem dystrybuanty e~ (¢ =¢")
przedstawi¢ jako warunkowy.

mozna

Napisa¢ procedure Poi(lambda) generowania liczb losowych o rozktadzie
Poi()). Uzasadni¢ jej poprawnosc.

Napisac funkcje Gamma(a,b) na generowanie liczby losowej o rozktadzie
Gamma(a,b). Wsk. Algorytm musi si¢ sktada¢ z dwoch czeséi: a < 1
oraz a > 1.

Przeprowadzi¢ nastepujacy eksperyment z MATLABowskimi genera-
torami. Obliczyé¢ objetosc kuli £ = 30 wymiarowej o promieniu 1 i
porownac z wynikiem teoretycznym na objetosc takiej kuli:

2 qk/2

Vie= kT(k/2)

W zadaniu nalezy przeprowadzi¢ symulacje punktu z (0, 1)* i nastepnie
sprawdzi¢ czy lezy on w kuli. Zastanowi¢ sie¢ ile nalezy wzia¢ replikacji.
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2.25

2.26

2.27

Poréwnaé¢ dwie procedury generowania rozkladu normalnego N(0,1)
z podsekcji [??ss.box-muller??]. Poréwna¢ szybkosé tych procedur
mierzac czas wykonania 100 000 replikacji dla kazdej z nich.

Korzystajac z zadania 2.18 poréwnac¢ dwie procedury generowania rozktadu
wielomianowego. Do generowania rozkltadu dwumianowego wykorzys-
ta¢ procedure ITR. Przeprowadzi¢ eksperyment zn = 10ia; = 0.55, a5 =
... = ayp = 0.05. Poréwnac szybkosé¢ tych procedur mierzac wykonanie
100 000 replikacji dla kazdej z nich.

Napisa¢ procedure generowania liczb losowych z gestosciag

-y 1 1.2
fl@) =pe™ + <1+(x/0-2)) .

Zrobi¢ wyktadniczy i paretowski wykres kwantylowy dla 300 zmiennych
losowych wygenerowanych z p = 0.05 1 p = 0.95.
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2.28

2.29

Projekt

Napisa¢ procedure MATLAB-owska generowania liczby losowej N(0,1)
(tablicy liczb losowych N(0,1))

(i) metoda eliminacji (randnrej),

(ii) 1-sza metoda Boxa-Mullera (randnbmfirst),

(iii) 2-ga metoda Boxa-Mullera (randnbmsec). Przeprowadzi¢ test z po-
miarem czasu 100 000 replikacji dla kazdej z tych metod oraz MATLAB-
owskiej randn. Uzy¢ instrukeji TIC i TOC. Kazdy eksperyment zaczaé
od rand(’state’,0). Sporzadzi¢ raport z eksperymentow. Zrobi¢ wykresy
kwantylowe dla kazdej z procedur z 1000 replikacji.

Uzywajac rozwazania z ¢wiczenia 2.17 napisa¢ algorytm na generowanie
liczb losowych o rozkladzie wyktadniczym Exp(1). Zastanowic sie jak
optymalnie generowaé liczby losowe I, J z zadania 2.17. Przeprowadzié¢
test z pomiarem czasu 100 000 replikacji dla tej metody i metody [TM
(—logU). Kazdy eksperyment zacza¢ od rand(’state’,0). Sporzadzi¢
raport z eksperymentow.
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Zadania teoretyczne

4

2.1

2.2

2.3

Zaproponowaé algorytm obliczenia catki

/ Z (@) f () do

(zaktadamy, ze jest ona absolutnie zbiezna), gdzie

e, —oco<x<0
f(a:)—{ e 0<x<oo.

Przypusémy, ze chcemy obliczy¢ I metoda Monte Carlo, gdzie I = I'T"
oraz wiemy, ze [ =IEY', I" =IEY". Niech Yll, . ,YI% bedzie R nieza-
leznych replikacji Y oraz niezaleznie od nich niech Ylﬂ, e ,YII%/ bedzie
R niezaleznych replikacji Y. Pokaza¢, ze nastepujace estymatory sa
nieobcigzone dla I:

Zl - <—
R =1

[M]=
=
~_—
—
x| -

NE
=
~_

Pokazaé, ze Z; ma mniejsza wariancje. Wsk. Pokazaé, ze dla nieza-
leznych zmiennych losowych X, Y majacych drugie momenty mamy

Var (XY) = Var XVarY + (E X)*VarY + (EY)*Var X.

Zanalizowaé przyklad [??ex.ZlyGeneratorState??]| pod katem odpowied-
niosci liczby replikacji. Jak dobra¢ ¢ aby poza k = 27 na wykresie
[?7fig:przykladZlyGenState.eps??] trudno byloby rozréznic krzywa
wysumulowana od teoretycznej. Czy lepiej bytoby przyjac¢ o = 0.05.

41.2.2016
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2.4 [Igta Buffona a liczba m] W zadaniu Buffona o liczbie 7 oblicza si¢

prawdopodobienstwo

2L

pP=—

s
przeciecia jednej z réwnolegtych prostych oddalonych od siebie o 1 przez
igle o dlugosci L. Wiadomo, ze przeprowadzajac niezalezne ekspery-
menty mamy nieobciazony estymator p prawdopodobienistwa p. Wtedy
m = (2L)/p. Zaplanowaé obliczenie f(I) z dokladnoscia b = 0.01 na
poziomie a = 0.05, gdy f(z) = (2L)/x oraz [ = IEY, gdzie Y = 1, gdy
igla przecina linie, natomiast Y = 0 w przeciwnym razie.

2.5 Ile nalezy zrobié¢ replikacji na poziomie ufnosci a = 0.05 aby btad b =
a/50.

2.6 Wiadomo, ze jesli Yi,...,Y, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o
jednakowym rozktadzie N(0,1) to
—~1)S?/o? —n+1
(=157 /o7 =n+1 3y, (2.1)
V2n —2

gdy n — oo; patrz [?], str. 27. Natomiast jesli zmienne sa o rozktadzie
dowolnym , to

Jn (53 . 0—2) N0, s — o), (2.2)

gdzie uy = IE (Y —IEY)* jest momentem centralnym rzedu 4. Ile nalezy
zrobi¢ prob aby wyestymowaé o2 z doktadnoscig do 5-ciu % na poziomie
a = 0.05. Rozwazy¢ oba warianty przy uzyciu (2.1), (2.2).

Zadania laboratoryjne

2.7 a. Napisa¢ algorytm na wygenerowanie punktu losowego o rozktadzie
jednostajnym U(A) w trojkacie A o wierzchotkach (1,1), (-1, —1), (1, —1).
Policzy¢ srednig liczbe liczb losowych Uy, Us, . . . potrzebnych do wygen-
erowania jednej liczby V' o rozktadzie U(A).

b. Napisa¢ algorytm na obliczenia catki

/ e~ @) gy dy
A

zgrubna metoda MC.
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2.8 Wyprodukowa¢ 10 000 przedziatow ufnosci postaci (Yn + Zl‘%fsn) dla
Y = 1(U < u), n = 1000 oraz I = EY nastepnie sprawdzi¢ jaki
procent tych przedziatow pokryje I = 0.5,0.9,0.95 gdy odpowiednio

u = 0.5,0.9,0.95. Wyjasni¢ otrzymane wyniki.
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Projekt

2.9 Obliczyé¢ sktadke netto z doktadnoscia do czterech miejsc po przecinku,
dla 40-latka w ubezpieczeniu na cate zycie, gdy techniczna stopa pro-
centowa wynosi r = 0.05, przyszly czas zycia T = T)y ma rozklad
Makehama (mozna uzy¢ funkcji Makeham z zadania 2.21). Wzér na
sktadke netto gdy suma ubezpieczenia wynosi 1 zt jest

Ee T
mT=—= .
E [, etdt
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Zadania teoretyczne

5

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

Niech F' ~ Exp(A\) i Zy = F~Y(U), Zy = F~'(1 — U). Pokazad¢, ze
EZ =1/\, EZ?=2/)\,

oraz
corr (Zy, Zy) = —0.6449.

Wsk. fol log zlog(1 — x) doz = 0.3551.
Obliczy¢ warto$é oczekiwang i wariancje rozktadu Pareto Par(a).

Niech Z; = F7Y(U), Zy = F~'(1-U). Oszacowac korelacje corr (Zy, Zy)
gdy F jest dystrybuanta:

(a) rozktadu Poissona; A =1,2,...,10,

(b) rozkladu geometrycznego Geo(p).

a) Napisac¢ algorytm na generowanie zmiennej losowej Y z gestoscia

Fz) = 2z 0<z<1,
TV 0 0w pozostalych przypadkach.

Uzasadnié!

b. Przypuscmy, ze chcemy symulowac¢ I = IEY, gdzie Y ma rozktad jak
w czesci a. Ile nalezy zaplanowaé replikacji aby otrzymac I z doktad-
noscig do jednego miejsca po przecinku, gdy

1. stosujemy zgrubny estymator Monte Carlo - CMC,

2. stosujemy metode zmiennych antytetycznych.
Wesk: corr(rand'/?, (1 — rand)'/?) = —0.9245.

Napisa¢ wzoér na estymator warstwowy, jesli warstwy definoiowane sg
przez zmienna X .

51.2.2016
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2.6

2.7

2.8

2.9

[Asmussen & Glynn [?]] Przedyskutowaé¢ metode redukeji wariancji dla
obliczenia

/ (z +0.022%) exp(0.1v/1 + cos v — x) dx
0

metoda MC.

Dla przyktadu [??ex.YS1??] obliczy¢ wariancje Y5 gdy f(z) = (4 —
22)/3,0 < < 1.

[Madras [?]] (i) Cheemy symulowaé I = [ k(x) dx, gdzie
k(x) = sin(z)(1 + x)2e~%/°

za pomoca estymatora istotnosciowego przy losowaniu zmiennych o
rozkladzie wyktadniczym z parametrem A. Pokazaé, ze dla pewnych
wielkos¢éi A wariancja estymatora istotno$ciowego jest nieskoriczona.
(ii) Pokazac, ze jesli k(z) = sin(z)(1 + x)~2, to wariancja estymatora
istotno$ciowego przy uzyciu losowan o rozkladzie wykladniczym jest
zawsze nieskonczona. Zaprojektowa¢ dobra metoda symulacji /.

(iii) Przypusémy, ze catka I jest zbiezna warunkowo (tzn. nie jest
zbiezna absolutnie). Pokaza¢, ze wtedy kazdy estymator istotnosciowy
ma nieskoriczong $rednia.

Niech I = IP(L > x), gdzie

N
L=) D,X,
j=1
Xq, ..., X, saniezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie

N(0,1), niezaleznymi od Dy,...,D,. Niech P ma rozklad Beta(1,19)

z gestoscia (1 — p)'¥/19, 0 < p < 1. Pod warunkiem P = p zmienne

Dy, ..., D, saniezaleznymi prébami Bernoulliego z prawdopodobierist-

wem sukcesu p. Podaé¢ algorytm symulacji I warunkowa metoda MC,
. N .

z warunkowaniem wzgledem =1 Dj. Wziac x

r=3EL=3NexpPEX =3-100-0.05-3 = 45.

(Asmussen&Glynn,p. 147).
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2.10 W przypadku symulacji I = fo,ud g(x)dzx, gdy d jest duze, metoda
warstw po kazdej zmiennej bedzie nieuzyteczna ze wzgledu na duza
liczbe wastw. Remedlum jest wykorzystanie tzw. kwadratow taciris-
kich. Niech U; G) beda niezaleznymi zmiennym losowymi o rozktadzie
U(0,1) oraz m; = (m;(1),...,m(n)) bedzie ciagiem niezalezych losowych
permutacji (1,...,n),i=1,...,d. Dlaj=1,...,n

VO =9 vy e o,1]4

gdzie

mi(j) — 1+ UY
n

Pokazac, ze estymator

jest estymatorem nieobcigzonym I. Pokazaé, ze

ﬁ_'_n—l

Var Y,/ = Cov (g(VW), g(V?))

n n

gdzie 0% = Var g(Uy, ..., Uy).

Zadania laboratoryjne

2.11 Niech k;(z) = e¥® i ky(2) = (1+ \5/_6?)50 oraz X = U. Mozna oszacowac,
ze |k (x) — ko(x)| < 0.03, a wiec d < 0.03. Przprowadzi¢ eksperyment
oblicznenia I oraz b obiema metodami rozpatrywanymi w podrozdziale

[??ss:jen??].

2.12 Niech F bedzie dystrybuanta rozktadu standardowego normalnego. Niech
pi = 1/10. Korzystajac z tablic rozkladu normalnego wyznaczy¢ a;,
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takie, ze

a ; F~(1/10)
a; = F7(2/10)

a; = ;F—l(g/lo)

a1gp = OQ.

W pierwszym eksperymencie przeprowadzi¢ 100 replikacji i narysowac
histogram z klasami Ay, ..., Ajg. Natomiast drugi eksperyment przeprowadzié
przy losowaniu w warstwach losujac w kazdej 10 replikacji. Poréwnac
otrzymane rysunki.

2.13 Pokaza¢, ze estymator istotnosciowy do obliczenia I = [, k(x)f(z)
zdefiniowany przez

k() f(x)/1

ma wariancje rowna zero.
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Zadania teoretyczne

2.1 W szczelinowym modelu ALOHA z A = 0.31 oraz h = 0.1 policzy¢
funkcje

d(k) = E [Xps1 — Xp|Xn = k] = A\=by(k)ag—bo(k)a;,  k=0,1,...,

gdy A; maja rozktad Poissona. Zrobi¢ wykres. Czy mozna na pod-
stawie tego wykresu skomentowac rys. [??fig:alohaX??| i [?7fig:alohaB??].

2.2 Dla sieci z rys. [?7?rys.siec??] oszacowa¢ dwustronnie I i nastepnie
przeprowadzié¢ analize symulacji dla zgrubnego estymatora.

Zadania laboratoryjne

2.3 Wygenerowa¢ Ay, As, ..., w odcinku [0, 1000], gdzie Ay = 0 oraz A; <
As < ... sa kolejnymi punktami w niejednorodnym procesie Poissona
z funkcja intensywnosci A(t) = a(2 — sin(2:t)). Przyjac¢ a = 10. Niech
A(t) bedzie liczba punktow w odcinku [0,¢]. Zastanowié¢ sie jaki ma
rozklad A(t) i znalez¢ jego srednia. Policzy¢ z symulacji A(1000)/1000
— Srednig liczba punktéow na jednostke czasu, zwanag asymptotyczna
intensywnoscia A. Porownaé z

/ B A(t) dt/24 .

2.4 Kontynuacja zad. refzad.proc.Poissona. Wygenerowac¢ 7, 7o, . .., T1000,
gdzie 7, = A; — A;_1, Ag = 0 oraz A1 < Ay < ... sa kolejnymi punk-
tami w niejednorodnym procesie Poissona z funckcja intensywnosci
A(t) = a(2 — sin(25t)). Przyja¢ a = 10. Obliczy¢ sredni odstep miedzy
punktami 7 = Z;iolo 7;/1000.

2.5 Zbadac jak szybko P(L(t) = 1) w alternujacym procesie on — off zbiega
do wspodlczynnika gotowosci. Rozpatrzyé kilka przypadkow:
o F,, Fog sa wyktadnicze,
e F,, F,g sa Erlanga odpowiednio Erl(3,\) i Erl(3,u),
o [, Fog sa Pareto.
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2.6

2.7

2.8
2.9

Przyja¢c ETo = 11 ET°T = 2.

Obliczy¢ srednia IE L(7) (i = 1,...,10) w systemie M/M/1 z
aN=1/21ip=1,
b. A=11ip=1, jesli L(0) = 0.

Przeprowadzi¢ symulacje dobroci czystego protokdtu ALOHA. Bardziej
doktadnie, przypusémy, ze pakiety przybywaja zgodnie z procesem
Poissona z intensywnoscia A i wszystkie sa dtugosci 1. W przypadku
kolizji, kazdy z pakietéw jest retransmitowany po czasie wyktadniczym
z parametrem p. Zakladamy, ze wszystkie zmienne sa niezalezne. W
modelu musimy obliczy¢ nastepujace zmienne. Na podstawie symulacji
zastanowi¢ sie¢ nad przepustowoscia v przy tym protokole.

Napisa¢ algorytm na symulacje protokétu ETHERNET.

Obliczy¢ éredni czas do awarii systemu sktadajgcego sie z N elemen-
tow potaczonych rownolegle z jednym konserwatorem, jesli czas zycia
elementu ma rozklad wyktadniczy Exp(1/2), natomiast czas naprawy
przez konserwatora Exp(1)). Policzy¢ dla N = 1,...,10. Poréwnac
z $rednim czasem do awarii systemu sktadajacego si¢ z N elementow
potaczonych réwnolegle, ale bez konserwatora.



26

Projekt

Projekt 3 Zbadac¢ dobro¢ protokétu szezelinowa ALOHA ze wzgledu
na parametr \. Przez symulacje znalezé wartosci krytyczne dla A i
okresli¢ typowe zachowanie sie protokétu. Zbada¢ inna modyfikacje
protokotu szczelinowa ALOHA, w ktorej dopuszeza sie, ze uzytkown-
icy maja tez dodatkowa wiedze o stanie X,,, i wtedy w n-tej szczelinie
przyjmowa¢ h = 1/X,,. Czy ten protokét moze by¢ stabilny, tzn. ma-
jacy przepustowosé v > 0; jesli tak to kiedy.

Projekt 4 Produkt jest sktadany z komponentéw na dwoch stanowiskach.

Po zakoniczeniu prac na pierwszym stanowisku jest dalej opracowywany
na drugim, z ktérego wychodzi gotowy produkt. Produkcja trwa kazdego
dnia przez 8 godzin. Na poczatku dnia w magazynie jest przygotowane
n; komponentow, ktore sukcesywnie sa dostarczane na stanowisko pier-
wsze. Przed stanowiskiem drugim moze oczekiwaé¢ co najwyzej ki, w
przeciwnym razie praca na stanowisku pierwszym jest zablokowana. Ile
nalezy przygotowa¢ komponentéw n; i jak duzy bufor k; aby z praw-
dopodobieristwem nie mniejszym 0.9 byta zapewniona produkcja przez
caly dzien, tj. 8 godzin. Przez aprzestanie produkcji rozmumiemy,
ze zarOwno magazyn jak i bufor przestaja pracowac¢. Jak duzy nalezy
przygotowaé¢ magazyn n, + ki. Przyjaé, ze

e czas pracy na pierwszym stanowisku ma rozklad Erlanga Frl(2,10),

e natomiast na drugim stanowisku jest mieszanka rozkladéw wyktad-

niczych z gestoscig 0.8 x 9e™% + 0.2 x 3e737,

e koszty magazynowania przed rozpoczeciem pracy czy w oczekiwa-
niu na prace na drugim stanowisku sa liniowe od n; + k.

Projekt 5 Mamy dwa nastepujace warianty pracy 2-ch procesorow.
1. Dwa procesory pracuja osobno. Zadania naplywaja do i-tego pro-
cesu zgodnie z procesem Poissona z intensywnoscia A; i maja rozktad
rozmiaru G, Niech D®(t) bedzie liczba zadari obstuzonych przez i-ty
procesor to chwili t. Zakladamy, ze \; < [ 2dG(z), i = 1,2. Wtedy
przepustowos¢

lim DY)/t = A,
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a wiec dwa procesory, jesli pracuja osobno maja przepustowosé A + As.
2. Mozemy tak zmieni¢ konstrukcje, ze w przypadku gdy jeden z pro-
cesOW nie ma pracy, to drugi pracuje z szybkoscia 2.

Zbadac o ile efektywniejszy jest zparowany procesor, w zaleznosci od
intesywnosci wejscia i rozkltadéw rozmiaréw zadan. Przyjac A\ = 1.

Projekt 6 W banku jest ¢ stanowisk obstugi. Klienci zglaszaja sie
zgodnie z procesem Poissona z intensywnoscia A i ich czasy obstugi
maja rozktad . Zbadaé nastepujace protokoty kolejkowania.

1. Przed kazdym okienkiem jest osobna kolejka. Klienci wybieraja ok-
ienko w sposob losowy.

2. Przed kazdym okienkiem jest osobna kolejka. Klienci wybieraja
kolejne okienko, tj. 1,2,...,¢,1,2,....

3. Jest jedna kolejka i gdy nadchodzi czas klient idzie do akurat uwol-
nionego okienka.
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Zadania teoretyczne

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

Uzasadni¢ zgodnosé estymatoréw z podrozdziatu [??whit.srinikant??].
Pokazaé, ze estymatory B; oraz Bg sa nieobciazone jesli proces stanu
systemu L(t) jest stacjonarny.

Zadania laboratoryjne

Przeprowadzi¢ nastepujace eksperymenty dla M/M/1. Napisaé pro-
gram kreslacy realizacje L(t) dla0 < ¢ < 10. Eksperyment przeprowadzi¢
dla

(a) A =1, = 1.5 oraz L(0) = 0.

(b)y A=1,u=151L(0) =2.

() A=1,pu=15iL(0) =4.

(d) L(0) ~ Geo(p), gdzie p = \/u = 2/3.

Kontynuacja zad. 2.2. Obliczy¢ L(tmay), gdzie L(t) = (Jo L(s)ds)/t
gdy L(0) =0.

(a) Przeprowadzi¢ eksperyment przy A = 1,u = 1.5 oraz L(0) = 0
dla t,.x = 5,10,50,100,1000. Policzy¢ dla kazdej symulacji potowy
dlugosci przedzialy ufnosci na poziomie 95%.

(b) Przeprowadzi¢ eksperyment przy A = 1, = 1.1 oraz L(0) = 0 dla
tmax = 9, 10,50, 100, 1000.

Kontynuacja zad. 2.2. Przez replikacje rozumiemy teraz pojedyncza
realizacje L(t) dla 0 <t < 10. Dla replikacji L;(t) zachowujemy wek-
tor I; = (L;(1), L;(2),..., L;(10)) i niech 1000 bedzie liczbg replikacji.
Obliczy¢
R | Lo | lowo | Looo
l=(—= L:(0.5), — Li(1),...,—— L;(10)) .
(000 Z 10-9): 1550 Z i) o0 Z i(10)
Jj=1 j=1 j=1
Zrobi¢ wykres sredniej dtugosci kolejki w przedziale 0 <t < 10.
(a) Przeprowadzi¢ eksperyment dla L(0) = 0.
(b) Przeprowadzi¢ eksperyment dla L(0) ~ Geo(p).

Napisa¢ algorytm na generowanie dla systemu M/G /oo estymatora

1 tmax
- / L(t) dt
tmax - tmin t

min
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(patrz wzor ([?7eq:esttmintmax??])). Wsk. Zobacz algorytm w do-
datku [?7ss.kolejki.n.l.k??] z ¢, = 0. Przeprowadzi¢ eksperymenty
omowione w przyktadzie [?7ex.mginftytmax??] z rozmaitymi .
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Projekt

2.6 Napisa¢ program symulujacy realizacje procesu liczby zadan L(t) w
systemie M /G /oo. Przeprowadzi¢ eksperyment z
(a) A=5oraz G = Exp(p) z p = 1.
(b) A = 5 oraz rozmiary zadan maja rozktad Pareto z o = 1.2 przem-
nozonym przez 0.2 (tak aby mie¢ srednia 1).
Przyja¢ L(0) = 0, L(0) = 10 oraz L(0) ma rozklad Poissona Poi(5).
Dla wszystich wypadkéw oszacowaé rozpedowke.
Na jednym wykresie umiesci¢ f(f L(s)ds/t dla 1 <t <100 z symulacji
(a) i (b). Przyja¢ L(0) = 0.
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3 Zadania

6

Zadania teoretyczne

3.1 Napisac algorytm na generowanie btadzenia przypadkowego na hiperkostce
{0,1}™.

3.2 Niech B =Y 7 i72. Ta wielkos¢ jest znana (B = 72 /6) ale to jest nam
niepotrzebne. Zaprojektowaé¢ przy uzyciu metody Metropolisa symu-
lacje rozktadu m; = 1/Bi%, i = 1,2,.... Wsk. Sasiedzi dla dowolnego
t>1toi— 1,74+ 1 oraz dla « = 1 sasiadem jest tylko 2.

61.2.2015



32

Zadania teoretyczne

3.1

3.2

Dla standardowego ruchu Browna {IW(¢),0 < t < 1} definiujemy proces
{(Wh(t),0 <t <1}

ktory jest zgodny z procesem W w punktach W (h), W(2h),...,W(1)
gdzie h = 1/N i interpolowany liniowo do realizacji ciaglych. Pokazac,
ze

E /1 (W"(t) = W ()| = ¢/N'2,

gdzie ¢ = \/7/32.
Niech X (t) = a + intha(t) dt + [, b(t)dW(t), 0 <t <T. Pokazac,

ze jesli 0 < ty <ty < ... < t, mozna symulowa¢ rekurencyjnie, zadajac
X(0) = z oraz

ti+1 ti+1
X(ti—f—l) = X(tz> + / CL(S) dS(tZ - ti—l) + / b2(8> dSZZ‘_H
ti t;

dlat=1,....n,1 Zy,...,Z, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o
jednakowym rozktadzie N(0,1).
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Projekt

3.3 Wedtug Asmussen&Glynn (2007). Zaprojektowaé obliczenie p metoda
Monte Carlo, gdzie p jest intensywnoscig spltaty kredytu w nastepuja-
cym modelu.

Udzielono kredytu w wysokosci k£ na okres T lat, ktory bedzie sptacany
ze stalg intensywnoscia p. Krotkoterminowa stopa kredytowa jest r(t),
0 <t <T. Jesli s(t) oznacza kwote splacona do chwili ¢; s(0) = 0
raz (t) oznacza ilos¢ pieniedzy gdyby byly trzymane na rachunku, to
ignorujac pozostalte koszty (administracja, podatki, zysk, itd) wielkosé
p wyznaczamy z rownosci IE s(T') = E ¢(T).

a) Uzasadni¢, ze

ds(t) = (p+s(t)r(t))dt
dq(t) = q(t)r(t)

b) Jesli przez s,(t) oznaczymy proces s obliczony przy intensywnosci
splaty p oraz g (t) oznaczymy proces obliczony przy wartosci poczatkowej
q(0) = k, to pokazac, ze

n ]E81<T) .

c) Przyjac, ze r(t) jest procesem CIR. W pierwszym wariancie zatozy¢,
ze jest on stacjonarny, ze Srednig rowna dlugoterminowej stopie pro-
centowej c¢. Do obliczen przyjaé¢, ze dtugotermionowa stopa procentowa
c="T%, T =5, oraz dobraé¢ o, 02 tak aby realizacje przypominaly te z
wykresu ...

d) Poréwnac z sytuacja, gdy r(t) = c.



Skorowidz nazw

n-ty moment, 207 CMC, 84
srednia, 207 CTG, 81
srednia peczkowa, 160 czysty protokot ALOHA, 144

srednia probkowa, 227, 228
dtugosc¢ rozpedowki, 159

bladzeniem przypadkowe discrete event simulation, 124
proste, symetryczne, 29 distribution
Rozktad (dyskretny) jednostajny, 216 conditional, 209
rozklad ujemnie dwumianowy, 216 Pareto, 218
zbieznos¢ wedtug prawdopodobienstwa, qni urodzin, 23
212 dyspersja, 208

zbieznos¢ z prawdopodobienistwem 1, qystrybuanta, 205

212 dystrybuanta empiryczna, 15, 229

algorytm, losowa permutacja26, I'TM-
Exp43, ITM-Par44, ITM-
d45, DB47, ITR47, DP49,
RM57, BM60, MB61

algorytm , ITM43

ALOHA

szczelinowa, 135

alokacja proporcjonalna, 97

asymptotyczna wariancja, 151

asymptotyczne obciazenie, 152

efektywnos¢, 84

estymator, I-trafil85, azenie86, 227,
zgodny227, azony227

estymator antytetyczny, 104

estymator chybit trafit, 85

estymator istotnosciowy, 111

estymator mocno zgodny, 80

estymator nieobciazony, 80

estymator zgodny, 227

FCFS, 236
funcja partycji, 182
funckja charakterystyczna, 211

btadzenie przypadkowe, 243
btadzenie przypadkowe
proste symetryczne, 244

budzet, 83 funck:ja tworzgca momenty, 211
function

centralne twierdzenie graniczne, 81 moment generating, 211

ciag stacjonarny, 171 fundamentalny zwiazek, 81, 151

34



SKOROWIDZ NAZW 35
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