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Wstep

W geometrii euklidesowej znany jest nastepujacy fakt:
Dwa wielokqty sq rownowazne przez rozktad wtedy i tylko wtedy, gdy majq takie
samo pole.
Celem niniejszej pracy jest udowodnienie analogicznego faktu w geometrii
nieeuklidesowej. Myslg, ze na poczatku warto przypomnie¢ pojgcie rOwnowaznosci
przez rozktad. Pojgcie to wprowadza w ksiazce ,,Geometria” wydanej w 1997 roku
przez wydawnictwo Proszynski 1 S-ka jej autor Jan Zydler.

Dwa wielokqty nazywamy rownowaznymi przez rozktad wtedy i tylko wtedy, gdy
mozna je podzieli¢ na jednakowq liczbe wielokqtow odpowiednio do siebie
przystajqcych.

Warto zauwazy¢, ze pojecie rOwnowaznosci jest szersze od pojecia przystawania.
Dwa wielokaty réwnowazne przez rozktad nie musza by¢ przystajace, ale jesli

wielokaty sa przystajace, to sa rowniez rOownowazne przez rozktad.

Dowdd przeprowadza¢ bede metodami elementarnymi. Jednoczes$nie wszystkie
potrzebne do przeprowadzenia tego dowodu pojgcia i fakty zostana wprowadzone
w tej pracy. W swej zasadniczej czgsci praca ta powinna by¢ zrozumiata dla
zainteresowanych matematyka uczniéw szkot ponadgimnazjalnych.

W catej pracy uzywam nastgpujacych oznaczen:
» | AB]| jako euklidesowa dlugos$¢ odcinka 4B,
» m(AB) jako nieeuklidesowa dtugo$¢ odcinka AB
» I (ABC) jako nieeuklidesowa miara kata 4ABC .

W rozdziale pierwszym wprowadzone sa podstawowe, potrzebne do zrozumienia
pracy, pojecia 1 fakty dotyczace geometrii nieeuklidesowej. Czytelnikow
zainteresowanych ta gatezia matematyki odsytam do ksiazek jej poswigconych, np.

1. R. Doman ,,Wyklady z geometrii elementarnej”, rozdziaty 8 1 9;

2. ,,Szkota geometrii. Odczyty Kaliskie”, rozdziaty 101 11;

3. R. Courant, H. Robbins ,,Co to jest matematyka?”, rozdziat IV.9.

Rozdziat drugi dowodzi réwnowazno$ci przez rozktad trojkata z czworokatem
Saccheri’ego oraz przystawania dwoch czworokatow Saccheri’ego o jednakowych
defektach 1 podstawach.

W  rozdziale trzecim dowodze rownowazno$ci przez rozklad trojkatow
o jednakowych defektach, nie posiadajacych bokéw réwnej dtugosci.

Rozdziat czwarty omawia réwnowazno$¢ przez rozkltad dowolnych figur
wielokatnych o jednakowym polu. W rozdziale tym podany i udowodniony zostat
pomocniczy lemat, ktory mowi o tym, ze w trojkacie o dowolnym defekcie mozemy
umiesci¢ trojkat o defekcie mniejszym. Lemat ten wykorzystany jest w dowodzie
indukcyjnym faktu rownowaznos$ci przez rozktad dowolnych figur wielokatnych
o takim samym defekcie, ktory przeprowadzony jest rowniez w tym rozdziale.



Rozdzial 1.

Ogolne pojecia geometrii nieeuklidesowe;j.

W rozdziale pierwszym przypomng pojgcia pierwotne, aksjomaty oraz ogolne
pojecia dotyczace geometrii nieeuklidesowej. Przedstawig rowniez dwa podstawowe

modele (poétptaszczyznowy model Poincarego oraz model Kleina) tej geometrii.

1.1. Pojecia pierwotne

Pojecia pierwotne geometrii nieeuklidesowej pokrywaja si¢ z tymi pojgciami
w aksjomatycznej teorii geometrii euklidesowej. Sa to:

* punkt

= prosta

= relacja nalezenia (dla par punkt - prosta)

= relacja porzadku dla punktéw z dowolnej prostej

* miara odcinkow

* miara katow

1.2. Aksjomaty

Formutujac aksjomaty bede postugiwac si¢ pojeciami pierwotnymi oraz innymi
pojeciami, ktore zdefiniowane sa za ich pomoca, takimi jak odcinek, potprosta,
poiptaszczyzna i kat. Definicji tych poje¢ nie bede tutaj przedstawiac.

W geometrii nieeuklidesowej jedynie aksjomat rownoleglodci zastapiony jest przez

AKSJOMAT LOBACZEWSKIEGO:
Przez punkt nie lezqcy na danej prostej przechodzq przynajmniej dwie rozne proste

nie przecinajqce danej.



Pozostate aksjomaty sa takie same jak w geometrii euklidesowe;:

II.

I11.

II.

11

111
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AKSJOMATY INCYDENCIJI (NALEZENIA):
Dla dowolnych réznych punktéw A4 i1 B istnieje doktadnie jedna prosta
P przechodzaca przez nie.
Na kazdej prostej leza przynajmniej dwa punkty.
Istnieja trzy punkty nie lezace na jednej proste;.
AKSJOMATY PORZADKU
Dla punktow z dowolnej prostej P relacja <, jest relacja liniowego
porzadku, tzn.:
i) jesli A<, B to A# B
ii) jesli AU p, BU p oraz A#+ B to zachodzi dokladnie jedna
zrelacji: A<, BlubB< , 4,

iii) jesli A<, BiB<,Ctod<,C
(aksjomat Moritza Pascha) Dla dowolnych niewspotliniowych punktow
4, B,C oraz dowolnej prostej P nie przechodzacej przez zaden z tych
punktow, jesli P przecina odcinek 4B, to przecina tez doktadnie jeden
z odcinkow BC i AC.

AKSJOMATY MIARY ODCINKOW
Dla kazdego odcinka 4B miara m(AB) jest liczba dodatnia.
Dla kazdej potprostej 7 o poczatku w A4 1 dla dowolnej liczby dodatniej
d istnieje punkt B0 r taki, ze m(AB) = d .
Jesli A<, B<, C to m(AB)+ m(BC)= m(AC).

AKSJOMATY MIARY KATOW
Dla kazdego kata 7S (utworzonego z potprostych 7 1 § o wspdlnym
poczatku) miara [l () jest liczba z otwartego przedziatu (0,7) .
Dla dowolnej prostej P, dowolnej potplaszczyzny Q ograniczonej przez
P, dowolnej potprostej 7 zawartej w P i dowolnej liczby @ 0 (0,7)
istnieje potprosta S zawarta w Q tworzaca wraz z  kat 7§ taki, ze

pirs)y=a.



III.  Niech 4,B,C i A',B',C" beda dwoma trojkami niewspotliniowych
punktow. Jesli m(AB) = m(A'B"),m(AC)= m(A'C")
il (BAC)= (B'A'C"),to U (ABC)= p(A'B'C").

1.3. Modele geometrii nieeuklidesowej

Model matematyczny to struktura zbudowana w innej strukturze, o ktorej zaktada sie,
ze jest lepiej znana. W szczegolnosci modele geometrii nieeuklidesowej
. zbudowane” sq z elementow euklidesowych.

Modele te musza spetnia¢ aksjomaty teorii, a co za tym idzie takze wszystkie

twierdzenia dajace si¢ z nich wyprowadzi¢ metoda dedukcji.

1.3.1 MODEL POINCAREGO

Plaszczyzna jest potplaszczyzna bez ograniczajacej proste;.
1.3.1.1 INTERPRETACJA POJEC PIERWOTNYCH
* Punkty, to zwyczajne punkty.
= Proste, to polproste prostopadie do brzegu Iub potokregi zawarte
w potptaszczyznie o $rodkach na brzegu modelu.
» Relacja nalezenia interpretowana jest w naturalny sposéb.
= Relacja porzadku réwniez interpretowana jest w naturalny sposob.

»  Miary odcinkéw okre§lamy nastgpujaco:

N

A B

|PA|/|PB|
04708

In

m(PQ) =




gdzie | XY | oznacza zwykla euklidesowa odleglo$é punktow X,Y .
» Miary katéw, to euklidesowe miary katow migdzy stycznymi prostych
potokregowych poprowadzonymi w punkcie przecigcia prostych lub migdzy

pOlprosta a styczna do poétokregu poprowadzona w punkcie stycznosci.
1.3.1.2  AKSJIOMATY W MODELU

Wszystkie aksjomaty w tym modelu sa spelnione. Nie bedziemy tutaj tego dowodzi¢.
Prawdziwo$¢ aksjomatu Lobaczewskiego mozna zobaczy¢ na przyktad na takim
rysunku:
Przez punkt A4 nie lezacy na
prostej P przechodza proste /

oraz ™M ktore nie przecinaja P

YAy

1.3.1.3 ZJAWISKA GEOMETRYCZNE

a) W geometrii nieeuklidesowej wyrdzniamy dwa rodzaje par prostych nie
przecinajacych sig:

* Proste asymptotyczne, ktdre maja jeden punkt wspolny na brzegu modelu.
Proste takie przedstawione sa na rysunkach 1 i 2 ponizej. Trzecia para
prostych, przedstawiona na rysunku 3 ponizej, ma punkt wspolny
,»W nieskonczonosci u gory”. Przez izometrie omawiane ponize] mozna ta

trzecia parg przeksztalci¢ na parg typu 1 lub 2 z rysunku.

AN




Proste rozbiezne, czyli takie, ktore nie maja ze soba punktow wspolnych i nie

sa asymptotyczne. Ten typ par prostych przedstawiaja rysunki 1, 2, 3, 4

ponize;.

N | e

b) Wyr6zniamy nastgpujace nieeuklidesowe izometrie:

O

o

odbicia wzgledem prostych:
dla polprostej pionowej zwyczajna symetria osiowa wzgledem tej potprostej;
dla potokregu odbiciem jest inwersja wzgledem okregu zawierajacego ten

potokrag;

| 04| OA = #?

inne izometrie powstaja przez ztozenie kilku odbi¢:

euklidesowe translacje poziome (ztozenie dwoch odbi¢ wzgledem pionowych
pOtprostych);
euklidesowe jednoktadno$ci o dowolnej dodatniej skali i sSrodku O na brzegu

modelu (ztozenie dwoch odbi¢ wzgledem prostych, ktore w modelu sa

koncentrycznymi potokregami o srodku w punkcie O);

k2




Z definicji inwersji mamy |OX|OX'F-r> oraz |OX'||OX"|= R*, wiec

2 2
i|OX'[

r R?
| OX"| | OX |

czyli | OX"|F —-| OX |. Zatem ztozenie tych dwoch
r

|OX"=

2

inwersji jest jednoktadnos$cia o srodku O 1 skali R—2
r

1.3.2 MODEL KLEINA

Plaszczyzna jest wnetrze kota.
1.3.2.1 INTERPRETACJA POJEC PIERWOTNYCH

» Punkty, to wewngtrzne punkty kota.
= Proste, to cigciwy okregu.
= Relacja nalezenia oznacza naturalne nalezenie punktu do cigciwy.

* Relacja porzadku jest naturalna.

Miary katow okre$la si¢ uzywajac pomocniczej pdisfery majacej wspdlny
brzeg z modelem Kleina (miar¢ kata migdzy prostymi / i  w modelu
Kleina okresla si¢ jako miar¢ kata miedzy odpowiadajacymi im potokrggami
[' i m" na pomocniczej poélsferze). Nie bedziemy tu o tym wigcej pisac.
Szczegdlnym przypadkiem sa katy proste, ktore daja si¢ zinterpretowac
w prosty sposob. Prostymi prostopadlymi do danej prostej 7 sa:

O Cigciwy w naturalny sposob prostopadle do P, jesli P jest w modelu

srednica (przechodzi przez §rodek modelu)

=
el




O Cigciwy po przedluzeniu przechodzace przez punkt A, jak na rysunku
ponizej (punkt przecigcia stycznych do okrggu w koncach cigciwy P, do

ktérej prowadzimy prostopadia).

»  Miarg odcinkéw okreslamy w nastgpujacy sposob:

C4
hlu bedzie wspotrzedna punktu 4 na prostej P (reprezentowanej

1
) P
Niech x, ) AD |

w modelu cigciwa CD), gdzie | XY |, to euklidesowa dtugoé¢ odcinka XY . Dlugo$é

odcinka AB oblicza si¢ ze wzoru:

m(AB)=|x, - x,  ~in A1 4D
2| |CB|/|BD|

1.3.2.2 AKSJIOMATY W MODELU

W tym modelu aksjomaty sa spelnione. W szczegdlnosci spetlniony jest aksjomat

Lobaczewskiego. Na ponizszym rysunku przedstawione sa przykladowe proste

obrazujace prawdziwo$¢ tego aksjomatu:

10



Tloczyn prostych 77,0

przechodzacych przez punkt A4 nie
lezacy na prostej P 1 tej prostej jest

f zbiorem pustym.

1.3.2.3 ZJAWISKA GEOMETRYCZNE

a) Podobnie jak w modelu Poincarego mamy dwa rodzaje nie przecinajacych si¢

prostych

» Proste asymptotyczne, ktére w modelu maja punkt wspolny na brzegu kota.

* Proste rozbiezne, ktére w modelu sa roztaczne jako cigciwy wraz z koncami.

Nie maja punktow wspolnych ani wewnatrz, ani na brzegu kota.

11



b) TWIERDZENIE:

Proste rozbiezne maja doktadnie jedna wspolna prostopadta.
DOWOD:

1. Gdy zadna z cigciw nie jest Srednica:

SN
AL

Cieciwa bedaca wspolna prostopadta musi po przedtuzeniu przechodzi¢ przez

P i P,, wigc jest jedyna.

2. Gdy jedna z cigciw jest $rednica:

Cigciwa bedaca wspolna prostopadta do 7 i /, musi by¢ w euklidesowym sensie
prostopadta do / oraz przechodzi¢ przez punkt A . Jedyna taka prosta jest prosta
p.

c) Dla kazdej prostej P ipunktu 4 nie lezacego na niej istnieje doktadnie jedna

prosta prostopadta do niej:

" Jedli prosta P przechodzi przez $rodek modelu, jest to prosta w naturalny
sposob prostopadta do P 1 przechodzaca przez punkt A. Podobnie jak

w geometrii euklidesowej taka prosta jest jedyna.

Jesli P jest cieciwa, nie przechodzaca przez $rodek modelu Kleina, to
konstruujemy styczne do okrggu w koncach cigciwy 1 prowadzimy prosta
przechodzaca przez A 1 punkt przecigcia stycznych. Prosta taka jest
jednoznacznie wyznaczona przez dwa punkty: punkt 4 oraz punkt przecigcia

si¢ stycznych.

12



d) Istnieje rzut prostopadty punktu na prosta. Rzut taki definiujemy podobnie jak
w geometrii euklidesowej. Przez punkt A, ktory chcemy zrzutowa¢ prowadzimy
prosta prostopadia do prostej 2, na ktdéra rzutujemy. Rzutem prostopadtym A'
punktu 4 na prosta P nazywamy punkt przecigcia si¢ prostej P z ta prostopadia.
Taki punkt jest jedyny, co wynika z faktu, Ze istnieje dokladnie jedna taka prosta
prostopadta.

e) Rzut prostopadly punktu A4 na prosta P znajduje si¢ blizej punktu A4 niz
pozostate punkty prostej P .

1.4 Rozne pojecia i przydatne wlasnosci w geometrii nieeuklidesowej

1.4.1 DEFEKT

a) trojkata nieeuklidesowego
Defektem w trdjkqcie o katach 0 , ., y nazywamy liczbe
m-@+p+y)
b) n — kata nieeuklidesowego
Defektem n — kqta o kqtach 0 |, 0 ,, ..., 0, nazywamy liczbe

(m-2ym-@,+a,+..+a,)

Defekt wielokata mierzy réznice migdzy suma katow w tym wielokacie a suma

katéw w wielokacie euklidesowym o takiej samej liczbie bokdw.

W geometrii nieeuklidesowej zachodzi nastgpujace twierdzenie:

Defekt kazdego wielokqta jest liczbq dodatnigq.

142 CZWOROKAT SACCHERI’EGO

13
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Czworokatem Saccheri’ego o podstawie 4B nazywamy czworokat na ptaszczyznie
nieeuklidesowej, w ktorym:

1. m(AB) = m(BC)

2. Katy przy wierzchotkach D 1 C maja po90°

WLASNOSC 1: Katy przy wierzchotkach 4 i B nie sa proste i jak zobaczymy
poOzniej sa tej samej miary. Wtedy z faktu, ze defekt czworokata jest liczba dodatnia
(twierdzenie z punktu 1.4.1) wynika, Ze katy przy podstawie sa ostre.

WEASNOSC 2: Symetralna podstawy AB czworokqta Saccheri’ego przecina bok
CD pod kqtem prostym.

Wilasno$¢ ta wynika z symetrii wzglgdem tej symetralnej. Poniewaz jest to
symetralna podstawy, punkt B jest obrazem punktu 4. Katy przy podstawie
przechodza na siebie, a z faktu, ze odcinki 4D 1 BC sa tej samej nieeuklidesowej
miary wynika, ze przechodza one na siebie, czyli obrazem punktu D jest punkt C.
Symetralna boku 4B jest wigc rowniez symetralna boku CD, czyli przecina go pod
katem prostym.

1.43 POLE WIELOKATOW
W geometrii hiperbolicznej zachodzi nastepujqcy fakt:

Pole wielokqta jest rowne jego defektowi.

1.4.4 PROSTE ROZBIEZNE

Proste majqce wspolnq prostopadiq sq rozbiezne. W szczegolnosci boki przylegte do
podstawy w czworokqcie Saccheri’ego sq rozbiezne.

UZASADNIENIE:

Do uzasadnienia tego faktu uzyjemy modelu Kleina.

14



1. Jesli wspdlna prostopadta jest srednica

Prosta P musi by¢ w naturalny sposob prostopadta do tych

# n,  cieciw. Cigciwy te nie moga mie¢ punktow wspdlnych, gdyz

n ) bytyby ta sama prosta.

i

2. Jesli wspolna prostopadia jest inna niz srednica cigciwa

Gdyby proste te miaty inny niz 4 punkt
wspolny bylyby tymi samymi prostymi.

1.4.5 KATY WIERZCHOLKOWE

W geometrii nieeuklidesowej katy wierzchotkowe sa réwne. Latwo to uzasadni¢ na
przyktad w modelu Pioncarego. Miary katéw, to euklidesowe miary migdzy
stycznymi do prostych poétokrggowych, a wigc wilasnos¢ ta jest analogiczna do

wlasno$ci w geometrii euklidesowe;.

1.4.6 PRZYSTAWANIE TROJKATOW

Trzeci aksjomat miary katow jest cecha przystawania trojkatow (bok — kat — bok ).
Takze cecha kat — bok — kat przystawania trojkatow jest prawdziwa w geometrii
hiperbolicznej. Doktadniej, w rozdziale 2 wykorzystywa¢ begdziemy nastepujaca
wersj¢ cechy kat — bok — kat przystawania trojkatow:

15



Jezeli m(AC) = m(DF) oraz || (BAC) = | (EDF) i i (CBA)= | (FED), to tréjkaty

ABC i DEF sq przystajqce.

Przypomnijmy, ze | (ABC) oznacza nieeuklidesowa miare kata ABC .

Rozdzial 2.
Rownowaznos$¢ przez rozklad trojkata z czworokatem Saccheri’ego.
Przystawanie dwoch czworokatow Saccheri’ego o jednakowych

defektach i podstawach.

W tym rozdziale udowodnig, ze dowolny trojkat na plaszczyznie
hiperbolicznej jest rtOwnowazny przez rozktad z pewnym czworokatem Saccheri’ego
oraz fakt, ze dwa czworokaty Saccheri’ego o jednakowych defektach i podstawach sa

przystajace.

2.1. Réwnowaznos$¢ przez rozklad trojkata z czworokatem Saccheri’ego

Czworokaty Saccheri’ego przystajace do trojkatow, ktore bedziemy omawiad
konstruujemy w nastgpujacy sposob:
1. Dzielimy ramiona (boki AC i BC) trojkata na potowy. Otrzymujemy w ten
sposob punkty £ i G .
2. Przez punkty E 1 G, wyznaczajace $rodki bokow, prowadzimy prosta P .

16



3. Wierzchotki 4, B, C trojkata rzutujemy prostopadle na prosta P

otrzymujac odpowiednio punkty D, F, H .

4. Czworokat Saccheri’ego powstaje poprzez potaczenie wierzchotkow 4 1 B

trojkata oraz ich rzutow prostokatnych D, F .

W zaleznosci od potozenia rzutdw prostopadtych wierzchotkow trojkata wzgledem

srodkow bokow tego trojkata otrzymujemy kilka przypadkow. Aby wykazaé

rownowaznos¢ przez rozklad trojkata z czworokatem Saccheri’ego musimy

rozpatrzy¢ przypadki przedstawione na rysunkach 1 — 5:

1]
C
B G=F=H
A il
B
rys.2. rys.3.
c c
E b F oS 8 D FE ¢
VN 2
H
A B h ) B
rys.4. rys.5
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2.1.1 TROJKAT Z RYSUNKU 1.

Udowodnimy, ze czworokat ABFD jest rownowazny przez rozklad z wyjsciowym
trojkatem ABC.

Czworokat ABFE jest wspoOlna czeScia trojkata ABC 1 czworokata ABFD,
pozostaje nam pokaza¢ rownowaznos$¢ trojkata ADE z dwoma trojkatami EGC
i BFG. Katy BGF 1 HGC jako wierzcholkowe sa tej samej miary, katy BFG
i GHC sa proste. Dodatkowo odcinki BG i GC sa rowne. Z tych rowno$ci wynika
przystawanie trojkatow BGF 1 GHC (cecha kat — bok — kat).

Zatem wystarczy pokaza¢ przystawanie trojkatow AED 1 EHC. Czynimy to
podobnie, jak dla trojkatow BGF 1 GHC . Katy ADE i EHC sa proste, katy AED
1 HEC sa rowne jako wierzchotkowe. Odcinki AE 1 EC sa rowne. Stad mamy
przystawanie trojkatow AED 1 EHC . Trojkat ABC jest wigc rownowazny przez
rozklad z czworokatem ABFD .

2.1.2 TROJKAT Z RYSUNKU 2.

Podobnie jak w poprzednim punkcie chcemy wykaza¢ rownowazno$¢ czworokata
ABFD z trojkatem ABC.

Czworokat ABGE jest czgs$cia wspdlna trojkata ABC 1 czworokata ABFD . Do
udowodnienia pozostaje nam wigc jedynie przystawanie trojkatow AED 1 BFG
z trojkatem EGC . Trojkat EGC mozna roztozy¢ na dwa trojkaty EHC oraz HGC,
ktéorych odpowiednie przystawanie z trojkatami AED oraz BGF nie trudno
udowodni¢, postepujac podobnie jak w poprzednim punkcie. Katy ADE, EHC,
CHG oraz GFB sa proste. Katy AED 1 HEC jako wierzchotkowe sa réwne,
podobnie jak HGC i BGF . Dodatkowa rownos¢ bokéw AE i EC oraz CG i BG
wystarcza do wykazania przystawania tych trojkatow (cecha kat — bok — kat). Zatem

znéwW mamy réwnowaznos$¢ trojkata z czworokatem Saccheri’ego.

2.1.3 TROJKAT Z RYSUNKU 3.
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Rownowaznos¢ trojkata ABC z czworokatem ABDE udowodnimy podobnie, jak
w poprzednich punktach. Czes¢ ABGE jest wspolna dla obu wielokatow, natomiast
trojkaty EGC 1 ADE sa przystajace (cecha kat — bok — kat), poniewaz katy AED
1 FEC sarowne jako wierzchotkowe, katy ADE 1 EGC sa proste, a boki AE 1 EC

sg rowne.
2.1.4 TROJKAT Z RYSUNKU 4.

Sytuacja taka nie moze zaj$¢. Mozna, to uzasadni¢ uzywajac modelu Kleina.
l‘

Proste P 1 7 sa rozbiezne, poniewaz zawieraja ramiona czworokata Saccheri’ego
(zobacz punkt 1.4.4). Zatem obszary X 1Y zaznaczone na powyzszym rysunku sa
rozlaczne. Potproste BC 1 AC wchodzace do wnetrza roztacznych obszaréow X
1 Y musza calkowicie zawiera¢ si¢ w tych obszarach. Nie moga wigc mie¢ punktu

wspolnego, czyli przeciac si¢ w punkcie C, ktory lezy wewnatrz kota (modelu).
2.1.5 TROJKAT Z RYSUNKU 5.

Trojkat taki mozemy przeksztalci¢ przez rozktad na ktéry$ z trojkatow z punktow
2.1.1, 2.1.2 lub 2.1.3. Takie przeksztalcenie mozna uzyskaé przez kolejne

wykonywanie operacji, ktore nazywaé bedziemy elementarna modyfikacja.

Modyfikacja taka wykonywana bgdzie w nastgpujacy sposob:

1. Laczymy punkty B i E.

2. Otrzymany w ten sposob trojkat BCE obracamy o 180° wokét punktu E'.
Nieeuklidesowe dlugosci EC 1 AE sa takie same, wigc obrazem trojkata
BCE przez ten obrot bedzie trojkat AEB', ktory jest czescia trojkata ABB'
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jak na rysunku. Rownowaznos$¢ przez rozktad trojkata ABB' z wyjsciowym

trojkatem jest oczywista.
c o
! B o B
Jezeli po tej elementarnej modyfikacji nie otrzymamy ktéregos z trojkatow
z punktow 2.1.1 — 2.1.3 powtarzamy ja az do otrzymania takiego trojkata
réwnowaznego przez rozktad z zadanym trojkatem ABC. Po ciagu elementarnych
modyfikacji na pewno tak otrzymamy ktory$ z zadanych trojkatow. Stanie sig tak,
poniewaz odcinek EG jest krotszy od odcinka DF', co uzasadnione jest w punkcie
2.1.4. Dlatego po ciagu elementarnych modyfikacji punkt E znajdzie si¢ pomigdzy
punktami D 1 F lub dokladnie w punkcie F . Nastgpnie, kiedy otrzymamy juz
trojkat z punktéw 2.1.1 — 2.1.3, przeksztatlcamy go na czworokat Saccheri’ego, jak

w poprzednich punktach.
WNIOSEK Z PUNKTU 2.1.:

Kazdy trojkqt o zadanej podstawie jest rownowazny przez rozklad z pewnym

czworokqtem Saccheri’ego o takiej samej podstawie.

2.2. Przystawanie czworokatow Saccheri’ego o jednakowych podstawach

i rownych defektach

Dane mamy dwa czworokaty Saccheri’ego o podstawach AB 1 DC.

Przyjmijmy nastgpujace zatozenia i oznaczenia:
» m(AB)= m(DC)=a | gdzie m(XY) oznacza niecuklidesowa dhugosé
odcinka XY
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» Katy AGH , GHB, DEF oraz EFC sa proste.

» m(AG)= m(BH) oraz m(DE) = m(FC)

= Defekty obu czworokatow sa jednakowe.
Naszym zadaniem jest udowodni¢, ze czworokat ABGH jest przystajacy do
czworokata DCEF . Zrobimy to w trzech krokach:

1. Udowodnimy réwnos¢ katow przy podstawie w kazdym z czworokatow.

2. Udowodnimy réwno$¢ nieeuklidesowych katow GAB i ABH z katami

EDC i DCF .
3. Wykazemy, ze czworokaty sa przystajace.

Ad.1.

W modelu Poincarego czworokat Saccheri’ego przez izometri¢ przeksztalcamy na
ponizszy czworokat. Czynimy to za pomoca odpowiedniej inwersji przeksztalcajacej
dowolny czworokat tak, by bok EF lezal na ,,prostej pionowej”. Proste 0 i k musza
by¢ prostopadte do EF , wigc po zastosowaniu tej inwersji przeksztatca si¢ na takie
proste, jak na rysunku, czyli na potokregi o srodku w punkcie A (sa to jedyne

prostopadte). Dodatkowo zauwazmy, ze punkt C jest obrazem D w jednoktadnosci

. . 14AC
o srodku A4 1 skali

AD|’ wigc punkty 4, D, C sa wspotliniowe w sensie

euklidesowym. Aby to uzasadni¢ oznaczmy przez D' obraz D przez ta
jednoktadnos¢. Wtedy obrazem odcinka ED jest odcinek FD'. Nieeuklidesowe
miary odcinkow ED 1 FC sa z zalozenia o czworokacie rowne, natomiast
nieeuklidesowe miary ED i FD' sa rowne z izometrii. Stad m(FC)= m(FD"),
a poniewaz punkty C i D' leza na tej samej potprostej o poczatku w F', wigc

Cc=D".
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Mamy udowodni¢ réwno$¢ nieeuklidesowych katow DCF i CDE czworokata
Saccheri’ego CDEF .

Nieeuklidesowe katy DEF 1 EFC sa proste. Euklidesowy trojkat BDC jest
rownoramienny, wigc euklidesowe katy BDC i BCD przy jego podstawie sa

jednakowej rozwartosci. Oznaczmy kat BCD w tym trojkacie euklidesowym przez
0,. Wtedy miara kata migdzy okregami © i / wynosi 180 -a,. Katy DCF
(nieeuklidesowy), dwa katy migdzy okrggiem / i jego promieniem (zaznaczone na

rysunku katy proste) oraz kat migdzy okrggami 0 i / daja w sumie 360 . Latwo,
wigc pokazaC, ze nieeuklidesowy kat DCF jest rowny 0 ,. Zauwazmy, ze kat
mig¢dzy promieniami 4D i BD wynosi 180° - CDE, z drugiej za$
strony jest to kat 180" - BDC, czyli 180" - a,. Teraz, podobnie jak poprzednio,

pokazujemy ze kat CDE réwny jest @ ,. To wystarczy, aby pokazaé, ze

nieeuklidesowy kat DCF' rowny jest nieeuklidesowemu katowi CDE .

Ad.2.

Nieeuklidesowe katy przy podstawie w jednym czworokacie oznaczmy przez 0 |,

a w drugim przez 0 ,. Poniewaz defekty czworokatow ABGH i1 DCEF sa takie

same, mozemy zapisac:

2 - (T + T +0,+0,)=21-(T +T +0,+0,)
20, =20,

a,=a,
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Stad mamy rownos$¢ nieeuklidesowych katow BAG 1 ABH zkatami DCF i CDE .

Ad.3.
Aby udowodnié¢, ze czworokaty sa przystajace korzystamy z udowodnionych

punktéw 1, 2 i nakladamy czworokaty na siebie w nastepujacy sposob:

Proste AE 1 BF sa maja wspolna prostopadta, sa wigc rozbiezne. Moga zatem miec
tylko jedna wspolna prostopadla. Stad GH 1 EF sa tymi samymi prostymi.
Czworokaty ABGH 1 DCEF sa wigc przystajace.

2.3. Trojkaty o jednakowej parze bokow i rownych defektach sa r6wnowazne

przez rozklad.

WNIOSEK:

Trojkaty o jednakowej parze bokow i rownych defektach sq rownowazne przez

rozkiad.

Whniosek ten latwo udowodni¢ na podstawie poprzednich obserwacji z tego
rozdziatu. Z punktu 2.1 wiemy, ze kazdy trojkat jest rtOwnowazny z czworokatem
Saccheri’ego o takiej samej podstawie jak trojkat. Nastgpnie z punktu 2.2 wiemy, ze
dwa czworokaty Saccheri’ego o jednakowych defektach i podstawach sa przystajace.
Defekt trojkata 1 rownowaznego mu przez rozktad czworokata Saccheri’ego jest taki
sam, gdyz wielokaty te maja rowne pola. Zatem trdjkaty o jednakowych defektach

i parze bokow (traktowane przez nas jako podstawy) mozemy przeksztatci¢ jak
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w punkcie 2.1 na réwnowazne im czworokaty, ktore jak wiemy sa przystajace. Stad

rowniez te trojkaty sa rownowazne przez rozktad.

Rozdzial 3
Rownowaznos¢ przez rozklad trojkatow o jednakowych defektach,

ale nie posiadajacych bokow rownej dlugosci.

W rozdziale trzecim wykazemy, ze dowolne dwa trojkaty o jednakowym
defekcie sa rownowazne przez rozktad. W poprzednim rozdziale udowodnili$my ten
fakt dla trojkatéw majacych par¢ bokéw tej samej dilugosci. Tutaj rozwazymy
przypadek, gdy dtugosci bokéw w jednym z trojkatow sa rézne od dtugosci bokow

w drugim.

3.1. Przedstawienie problemu

Dane sa dwa trojkaty o jednakowych defektach i bokach o réznych dtugo$ciach.
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Zat6zmy, ze najdtuzszy bok w obu trojkatach ma dtugo$¢ @ i wystgpuje w trojkacie
T, Naszym celem jest takie zmodyfikowanie przez rozktad trojkata 7;, aby powstat

trojkat 7,' majacy bok dtugosci @ . Kiedy to osiagniemy, nasz problem sprowadzi si¢
do zagadnienia, ktore zostalo juz rozwiazane w rozdziale drugim (zobacz wniosek

2.3).

3.2. Modyfikacja

Modyfikacji trojkata dokonamy w nastgpujacy sposob. Najpierw podzielimy boki
b i ¢ trojkata 7, na polowy. Przez punkty wyznaczajace polowy bokow

poprowadzimy prosta P . Z wierzchotka A trojkata 7; odktadamy bok o diugosci

rowne] potowie dtlugosci @. W ten sposdb powstanie punkt H . Na przedtuzeniu

1
odcinka AH odktadamy odcinek HL réwny diugosci Ea. Laczymy koniec

otrzymanego odcinka z wierzchotkiem B. Ponizszy rysunek przedstawia powstaty

w ten sposob trojkat.
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Trojkat ABL jest szukanym przez nas trdjkatem. Jest rownowazny przez rozklad

z trojkatem ABC 1 ma bok dtugosci @.
3.3. Dowod poprawnosci powyzszej konstrukcji.

Aby powyzsza konstrukcja dawata nam zadany trojkat, musza by¢ spetnione dwa

warunki:
1. Musi istnie¢ mozliwo$¢ odtozenia odcinka dtugosci Ea 1 otrzymania punktu Q na

prostej p.

2. Trojkaty T, i T,' sa rOwnowazne przez rozklad.

W kolejnych punktach uzasadnimy te fakty.

o
3.3.1 CZY ODCINEK O DLUGOSCI - @ PRZETNIE PROSTA 7?2

Aby konstrukcja trojkata byta poprawna, musimy by¢ pewni, ze odktadajac odcinek

1
roéwny nieeuklidesowej dtugosci Ea »trafimy” na prosta P . Sytuacj¢ ta przedstawia

ponizszy rysunek:
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1
Wiemy, ze d = m(AD) < m(AE) < Ea = M . Pierwsza nierowno$¢ uzasadniona jest

przez punkt 1.3.2.3 e). Dowdd przeprowadzimy korzystajac z modelu Kleina.

Interesujace nas odcinki z powyzszego rysunku zaznaczmy w modelu Kleina.

Na powyzszym rysunku zobrazowana jest sytuacja, ktora mamy udowodnic.
Przyjmijmy oznaczenia, ze odcinki o nieeuklidesowej dlugosci di M, maja

euklidesowe dtugosci odpowiednio d' i M'. Promien kota (modelu) ma dtugos¢ 1.

Obliczmy dhlugosci d' oraz M'. Ze wzoréow przedstawionych w rozdziale
1 d' 1 M’
pierwszym, wiemy ze d = Elnl- 7 oraz M = Elnl- R Z tych wzoré6w po
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2d

prostych przeksztalceniach otrzymujemy euklidesowe dlugosci d'= — " oraz
et
eZM
M'= gl Poniewaz funkcja przedstawiajaca dlugosci M' i d' jest rosnaca,

a M»>d, mamy nierownos¢ M'> d'. Dodatkowo licznik wyrazenia

przedstawiajacego dlugos¢ M' jest mniejszy od jego mianownika. Ostatecznie, wigc

miedzy dlugosciami M', d' oraz dlugos$cia promienia istnieje nastepujaca zaleznos¢:
d'< M'< 1.

Mamy udowodni¢, ze odcinek M' przetnie cigciwe. Dzigki powyzsze] zaleznosci

nietrudno udowodni¢, ze odcinek dlugosci M'. dluzszy niz d' i krotszy niz 1

przetnie cigciwe XY .

Odcinek ten na pewno znajdzie si¢ wewnatrz okregu, ktory jest modelem, poniewaz

M'< 1, czyli promienia tego okrggu. Okrag zatoczony promieniem AM' przetnie

1
cigciwe XY, poniewaz M'> d'. Udowodnilismy wige, ze odcinek diugosci Ea

przetnie prosta 7 .

3.3.2 DOWOD ROWNOWAZNOSCI TROJKATOW ABC 1 ABL.

Do przeprowadzenia dowodu rownowaznosci przez rozktad trojkatow ABC 1 ABL

bedziemy potrzebowaé pomocniczego faktu.
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POMOCNICZY FAKT:

Niech ABL bedzie trojkatem opisanym w punkcie 3.2 i niech R begdzie srodkiem
boku BL.Wobwczas R lezy na prostej P .

DOWOD:

Naszym zadaniem jest uzasadnienie, ze R réwniez lezy na prostej P . Gdyby taki

fakt nie zachodzil mieliby$my sytuacje przedstawiona na ponizszym rysunku.

Srodki bokéw AC i BC trojkata ABC oraz AL 1 BL tréjkata ABL nie leza na
jednej prostej. Wtedy rzutujac prostopadle wierzchotki odpowiednio trojkata ABC
na prosta P, a trojkata ABL na prosta 7, otrzymujemy dwa czworokaty
Saccheri’ego, takie jak w punkcie 2.1 rozdzialu drugiego, ABDF oraz ABKI .
Proste P i r zawieraja boki EF oraz KI czworokatéw i maja wspolny punkt H ,
czyli nie sa rozlaczne. Taka sytuacja nie moze zaj$¢. Do uzasadnienia tego faktu

uzyje wilasnos$ci 2 z punktu 1.4.2 rozdzialu pierwszego.

Oba czworokaty Saccheri’ego maja wspolna podstawe, mozemy wigc umiescic je

tak, jak na ponizszym rysunku.
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Niech / bedzie symetralna wspolnego boku AB tych czworokatow. Wtedy proste
DF 1 KI sa prostopadte do /, a zatem albo sa rozbiezne, albo sa ta sama prosta. Ale
proste te maja wspolny punkt H, wigc nie moga by¢ rozbiezne. Stad proste P i r

pokrywaja si¢, wigc punkt R lezy na prostej P . To konczy dowod faktu

Z faktu, ze punkt R lezy na prostej P wynika, ze czworokaty Saccheri’ego powstate

z rzutowania wierzchotkow tych czworokatéw sa rowne.

7 rozdziatu drugiego wiemy, ze trojkat jest rownowazny przez rozktad
z czworokatem Saccheri’ego powstalym przez rzutowanie jego wierzchotkéw. Skoro

wigc oba te trojkaty daja po tej operacji ten sam czworokat, sa one rownowazne.

Konstrukcja z punktu 3.2 oraz te uzasadnienia pozwalaja nam stwierdzi¢, ze dwa
trojkaty nie posiadajace zadnego boku roéwnej dlugosci sa réwnowazne przez

rozktad, jesli majq jednakowe defekty.
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Rozdzial 4
Rownowaznos¢ przez rozklad dowolnych wielokgtow o jednakowych

defektach.

W rozdziale czwartym udowodnimy indukcyjnie, ze dowolne wielokaty
o jednakowych defektach sa rownowazne przez rozktad. W dowodzie tym uzyjemy
lematu, ze w dowolnym trojkacie mozemy ,,umiesci¢” trojkat o zadanym mniejszym

defekcie. Lemat ten udowodnimy na poczatku rozdziatu.

4.1. Lemat

4.1.1 SFORMULOWANIE LEMATU

W dowolnym tréjkacie ABC o defekcie def, mozemy ,,umiesci¢” tréjkqt ACD, jak

na rysunku, o dowolnym zadanym defekcie def,, takim ze def, < def,.

[

4.1.2 DOWOD LEMATU

Dowdd przeprowadzimy w modelu Poincarego. Zajmiemy si¢ dowolnym trdjkatem
w tym modelu. Trojkat ABC ma przynajmniej dwa katy ostre, bo suma katow
w nieeuklidesowym trojkacie jest mniejsza od T . Przyjmijmy, zatem ze katy przy
wierzchotkach 4 1 C sa ostre. Przez odpowiednia izometrig, taka by prosta AC
przeksztatcita si¢ w prosta ,,pionowa”’, przeksztalcamy na trojkat z ponizszego

rysunku.
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WprowadZmy nastgpujace oznaczenia dla euklidesowych odcinkow z rysunku:

| FCF »,

| FAFF y,,

|FG c,

EC — promien okregu CB,

AG — promien okregu AB .

Z ostrosci katow przy wierzchotkach 4 1 C wynika potozenie §rodka E pdlokregu
bedacego nieeuklidesowa prosta CB na lewo od F' . Podobnie G, §rodek potokregu
reprezentujacego nieeuklidesowa prosta 4B, lezy na prawo od F . Nieeuklidesowa
prosta AD dzielaca trojkat ABC na dwie czesci, musi by¢ w modelu potokregiem o
srodku w pewnym punkcie H , lezacym na prawo od G . Odcinek 4H , to promien
szukanego potokregu 4D . Dlugos¢ odcinka GH bedzie parametrem i1 oznaczymy ja
litera d . Punkt F', to poczatek uktadu wspotrzednych. Dane sa dlugosci y, 1 ¥,
oraz nieeuklidesowy kat ACD, ktéry ma miar¢ 0 . Wiadomo, ze euklidesowy kat
CEF jest robwniez miary 0 . Odcinek FE ma zatem euklidesowa dtugo$¢ ctga Oy,.

Do naszego dowodu bedziemy potrzebowaé miar nieeuklidesowych katow CAD

oraz ADC wyliczonych w zalezno$ci od polozenia punktu H lub rownowaznie od

parametru d . Katy te nazwiemy odpowiednio f (d)i y (d).
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Aby wyliczyé kat B (d), a dokladniej jego tangens, skorzystamy z faktu, ze rowniez

euklidesowy kat AHF ma taka miare. Tak wiec 7g[f (d)] =

Y
ctd’

Aby wyliczy¢ kat J (d) , a dokladniej jego cosinus, skorzystamy z nastepujacego

faktu:

rys.2.
Kat } (d)jest katem miedzy okregami AD i CB z rysunku 1. Aby go wyliczyé

Kat MDK (kqt miedzy okregami) ma
takq samq miare jak kqt EDH .

Kat miedzy okregami, to kat miedzy ich
stycznymi  w  punkcie  stycznosci.
Odcinek ED jako promien jest
prostopadty do stycznej KN , podobnie

HD jest prostopadly do pg7 . Tak wigc

katy MDK 1 EDH maja ta sama miarg.

skorzystamy z powyzszego faktu. Oznaczenia na rysunku 2 sa analogiczne do

oznaczen z rysunku 1. Potrzebne nam dlugo$ci mozemy latwo wyliczy¢. Promien

ED okregu CD ma taka sama dlugos¢ jak promien EC tego okrggu, natomiast

| HD |-| AH | . Tak wiec:

= sing |, czyli | EC | L

sind

| AH |2 {Jy,” + (c+ d)’°

| EH |- ctga Uy, + ct d.

Stosujac twierdzenie cosinusow, do trojkata ABC, mamy:

(ctgt Oy, + c+ d)* =

Ny et d) - 220y, + (et d)? Deosy (d).
sinag
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Po przeksztatceniach otrzymujemy:

2

ctg’n Dyl2 + ¢’ + 2dctga Oy, + 2cctga Oy, + 2cd + d* - RN y22 -d*- ¢ - 2cd

.2
cosy(d)-= sin” @ ,
220 [y (et )
sina
2 2 y12 2
ctg a Oy,” + 2dctga Uy, + 2ccgta - ———- y,
po uproszczeniu, mamy: cosy (d) = sin-q
S22y 2ed+ &

sind

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia: S(d) jako zalezna od parametru d sume
katow w nieeuklidesowym trojkacie 4ADC, S(0) jako sume katow
w nieeuklidesowym trojkacie ABC. Mamy zatem S(0)=a +f +y oraz
S(d)=a+p(d)+y(d).
Obliczmy granice S(d) przy d dazacym do nieskoficzonosci:

lim§(d) = lim(@ + B(d)+y(d))

S fma ¢ im0+ i

Sy o ¢ fim @) i @

Najpierw musimy, wigc obliczy¢ granice }1mﬁ (d) oraz clllrgy (d) . Do obliczenia

tych granic postuzymy si¢ funkcjami trygonometrycznymi tych katow, ktore
obliczyli$my wcze$nie;j:

2

ctg’a Oy,” + 2dctga Dy, - ')’12 -y’
limcosy (d) = lim sin_4a
d- ® d- » 2 yl 5 2
- v, td

sind
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W wyrazeniu tym mamy stale i zmienna d . Mozemy, uzywajac jako stalych liter

A,B,C,D, E uproscié to wyrazenie:

lim cosy (d) = lim —+ B
- “° CIWD+ Ed+ d’
4,

. . d

R N

Ch|—+—+1
d- d

. _ B
}{r{}cosy(d) it

Teraz mozemy podstawi¢ za B 1 C wyrazenia wczesniej uzywane 1 otrzymujemy:
. - 2ctga
limcosy (d) = T EASIV - L cosa
d. o _ 2 .yl .
sing
Poniewaz €os(T - 0 ) = - cos0 , mozemy wyciagna¢ wniosek, ze:

}limy(d): m-a.

Teraz policzmy granicg }llmﬁ (d).

. TN
jnieh (d)= fim = 0.

Tak, wige mf (d) = 0. Czylj imS(d)=a +m-a =7.
S(d) zalezy od d w sposob ciagty, S(0)=a + B +y  wiec z wlasno$ci Darboux
S(d) przyjmuje warto$ci posrednie miedzy 0 + f +} a T . Zatem defekt trojkata

ACD w zaleznosci od parametru d, przyjmuje wszystkie warto§ci pomigdzy )

a def, = def (ABC). Zatem, dla pewnego parametru d, def (ACD)= def,. W ten

sposob udowodnilismy lemat z punktu 4.1.1.
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4.2. Indukcyjne rozumowanie

Zapowiadany w tytule rezultat bedzie dowiedziony dla nieco szerszej klasy figur niz

wielokaty, dla tzw. figur wielokqtnych.

DEFINICJA:
Figurq wielokqtnq nazywamy figure, ktora jest sumq skonczonej liczby nie

zachodzqcych na siebie trojkqtow.

Przyktad figury wielokatnej przedstawiony jest na ponizszym rysunku:

Naszym celem jest indukcyjny dowod nastepujacego faktu:

Dwie figury wielokqtne o jednakowych polach sq rownowazne przez rozklad.

Indukcj¢ bedziemy przeprowadzaé ze wzgledu na liczbg trdjkatéw, na jaka w sumie
podzielone beda figury wielokatne, ktoérych réwnowazno$¢ mamy wykaza¢. Na
poczatek przeanalizujmy prosty przypadek.

Mamy dane dwie figury wielokatne o jednakowych polach. Niech laczna liczba

trojkatow, na ktore mozna podzieli¢ te figury wynosi piec.

36



T

w2
Wi

Pola obu figur wielokatnych sa jednakowe. Poniewaz wielokaty te roztozone sa na
trojkaty, mozemy zapisac:
def (T)) + def (T,) + def (T;) = def (S)) + def (S,).

W obu figurach szukamy trojkatow o jednakowych defektach. Jesli takie trojkaty
znajdziemy, np. jesli def (T,) = def (S,), to z rozdziatu trzeciego wiemy, ze trojkaty
takie sa rownowazne przez rozklad. Zatem wystarczy uzasadni¢ réwnowazno$¢ przez
rozktad czesci figur pozostatych po usunigciu tych trojkatow. Te pozostate czgsci
maja rowne pola i dadza rozltozy¢ si¢ lacznie na mniejsza liczbe trojkatéw (tutaj
trzy). Jesli trojkatow o jednakowym defekcie nie ma, to znajdzmy trdjkat
o najmniejszym defekcie. Zatézmy, ze jest to trojkat T i ze jego defekt jest mniejszy
niz defekt trojkata S,. Wtedy mozemy uzy¢ lematu 4.1.1. i w trojkacie S, umiesci¢
trojkat S,' o defekcie takim, jak defekt trojkata 7;. Nastgpnie powtarzany
poprzednie rozumowanie i rozwazamy figury wielokatne, powstate przez usunigcie
trojkatow T, i S,', roztozone tacznie na mniejsza liczbg trojkatow. Sytuacja nasza
upraszcza si¢ do dwoch figur wielokatnych, ktére roztozone sa tacznie na cztery
trjkaty. Usuwajac trojkaty o jednakowych defektach z obu figur wielokatnych,
otrzymujemy figury ztozone tacznie z mniejszej liczby trojkatéow. Udowodnienie
rownowaznosci przez rozktad dla tych ,mniejszych” figur jest rOwnowazne z

udowodnieniem jej dla ,,wigkszych”.

w2
L3
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W sytuacji, gdy mamy mniejsza taczna liczbg trojkatow postgpujemy analogicznie.
Zmniejszamy w ten sposob catkowita liczbe trojkatow, na ktore podzielone sa figury
wielokatne, a pola figur wielokatnych, ktére otrzymujemy jest taki sam. Postgpujemy
w ten sposob do momentu, gdy otrzymamy dwa trojkaty o jednakowych defektach.
Trojkaty te sa rownowazne przez rozktad, co wykazane jest w rozdziale trzecim.
Usuwajac z figur wielokatnych rownowazne przez rozkiad trojkaty doszlismy do
momentu, gdy mamy dwa rownowazne przez rozktad trojkaty. Mozemy wnioskowaé

stad, ze wyj$ciowe figury wielokatne byty rownowazne przez rozktad.

Rozpatrzmy teraz przypadek ogolny. Udowodnimy indukcyjnie nastgpujace

stwierdzenie:

Dla kazdego " dowolne dwie figury wielokqtne o jednakowych polach dajqce sie

roztozy¢ tqcznie na " trojkqtow sq rownowazne przez rozklad.

Dla n=2 fakt ten wynika z rozdzialu trzeciego, gdyz obie figury sa wtedy
trojkatami.

Zaldézmy, ze jest to prawda dla n < k. Uzasadnimy, ze wowczas jest to tez prawda

dlan=k.

\_
IANN

Rozwazmy wigc dwie figury, jak na rysunku, dajace si¢ w sumie roztozy¢ na k

m+l=k

trojkatéw. Postepujemy podobnie jak w przypadku omawianym powyzej. W obu
figurach wielokatnych szukamy trojkatow o jednakowych defektach, czyli
réwnowaznych przez rozklad. Jesli takie trojkaty znajdziemy, to usuwamy je z obu
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figur. Zatem wystarczy uzasadni¢ rownowazno$¢ przez rozklad czesci figur
pozostatych po usunigciu tych trojkatéow. Te pozostate czg$ci maja réwne pola
i dadza roztozy¢ si¢ tacznie na mniejsza liczbg trojkatow. W tym przypadku na & - 2
trojkatow.

Jesli trojkatéw o jednakowym defekcie nie ma, to z obu figur wielokatnych
wybieramy trojkat o najmniejszym defekcie 1 uzywajac lematu 4.1.1. w jednym
z trojkatow drugiej figury wielokatnej umieszczamy trojkat o takim samym defekcie.
Nastgpnie powtarzany poprzednie rozumowanie 1 rozwazamy figury wielokatne
rozlozone lacznie na mniejsza liczbe trojkatéw, a dokladnie na k-1 trojkatdéw.
Wiemy, ze dla n < k fakt, ktéry mamy udowodni¢ jest prawdziwy.

Figury powstate przez usunigcie trojkatow (w obu przypadkach) sa z zalozenia
indukcyjnego rownowazne przez rozklad. A wigc cale figury wyjsciowe takze sa
rownowazne przez rozklad, bo trojkaty ktore usuwaliSmy sa réwnowazne przez
rozklad 1 pozostate po usunigciu czgséci figur wielokatnych tez sa rdwnowazne przez

rozklad ze soba.
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