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Oswiadczam, ze prace magisterska wykonalem samodzielnie i1 zglaszam ja do
oceny.



1. Wstep.

Ponizsza praca ma na celu przyblizenie tematu zasady Cavalieriego, umozliwiajace]
wyznaczanie objgtosci bryt badz pol powierzchni. W swej oryginalnej, okrojonej tresci
z XVII wieku brzmi ona nast¢pujaco:

., Objetosci (lub pola) dwu figur sq rowne, jesli rowne sq pola (lub linie) wszystkich
odpowiadajqcych sobie ich przekrojow, poprowadzonych rownolegle do pewnej danej
plaszczyzny (lub prostej).”

Celem gléwnym jest sformalizowanie owej zasady, zarowno w ujeciu wyznaczania obj¢tosci
bryt jak 1 pol powierzchni obrotowych oraz préba uogélnienia jej, gdy bryle badz
powierzchnie mozemy przedstawiamy w postaci kombinacji liniowej innych (tatwiejszych do
analizowania) bryt badz powierzchni.

Nie ukrywam, ze przy wyborze tematu pracy magisterskiej w duzym stopniu kierowalem si¢
moja specjalnoscia — omawiane przeze mnie przyktady sa na tyle podstawowe, ze moga
stanowi¢ interesujace uzupehienie edukacji w szkotach ponadgimnazjalnych (np. na r6znego
rodzaju kotkach pozalekcyjnych), a wzér na objetos¢ kuli omawiany kilka stron dalej sam
chetnie bedg przytaczal na pierwszych lekcjach z bryt obrotowych — nawet w gimnazjum.
Wreszcie, ponizsza praca bedzie — mam nadziej¢ — pomoca i rodzajem skryptu dla przysztych
studentéw majacych styczno$¢ z Geometria Elementarna.



2. Zasada Cavalieriego dotyczaca objetosci bryl.

W rozdziale tym przytaczam zasadg Cavalieriego dla objgtosci bryl, formalizuje ja,
a nastgpnie staram si¢ ja uogdlnic.

2.1. Zasada Cavalieriego: Niech dane beda dwie bryly, obie lezace pomigdzy dwiema
réwnoleglymi ptaszczyznami. Jesli przekroje tych bryl dowolna ptaszczyzna réwnolegta do
danych, maja rowne pola powierzchni, to bryly te maja rowne objetosci.

Dla uproszczenia przyjmuje, ze bryla jest czg$cia przestrzeni ograniczona powierzchniami
kawatkami gtadkimi.

Zatézmy, ze omawiane bryly G 1 F leza pomigdzy dwiema réwnoleglymi ptaszczyznami
oddalonymi o k. Jesli dla dowolnego h (0 < h < k) przetniemy dane bryly plaszczyzna
réwnolegla do danych, odlegla od jednej z nich o & otrzymujac przekroje o rdownych polach,
to brylty G'1 F maja réwne obj¢tosci.

Przyjmijmy nast¢pujace oznaczenia:

e Pg(h) — pole figury bedacej przekrojem bryly G plaszczyzna poprowadzona na
wysokosci h (0 < h < k);

e Pg(h) — pole figury bedacej przekrojem bryly F plaszczyzna poprowadzona na
wysokosci h (0 < h < k).
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Rys.2.1.1. Hustracja zasady Cavalieriego.

Jesli dla dowolnego h (0 < h <k) Ps(h) = Pr(h), to Vo= V.



Zasadg Cavalieriego 2.1 mozemy rozszerzy¢ do dowolnej liczby bryt.

Pole figury bedacej przekrojem bryty G ptaszczyzna poprowadzona
na dowolnej wysokosci & (0 < h < k) mozemy przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowe;j
n pol figur bedacych przekrojami bryt G, G5, ... ,G,na tejze wysokosci:

Pe(h) =a; ‘Pci(h) + axPca(h) + ... + a, ‘Peu(h),
gdzie Pgi(h) >0,a;¢R (1 <i<n).
Wobec tego prawda jest, ze:
Ve=arVerta: Ve + ... +a, V.
Powyzszy zapis sktania nas do nastgpujacego uogolnienia:

2.2. Uogdlniona zasada Cavalieriego: Niech dane bedzie n+1 bryt G oraz G,, G, ... ,G,,
lezacych pomigdzy dwiema rownolegltymi ptaszczyznami oddalonymi o &.

Jesli przekroj bryly G dowolna ptaszczyzna rownolegta do danych, odlegta od jednej z nich

o h (gdzie 0 < h < k) ma pole rowne kombinacji liniowej o rzeczywistych wspdtczynnikach
pol bedacych przekrojami bryt G;, G, ..., G, ta sama plaszczyzna, to objetos¢ bryty G jest
kombinacja liniowa objetosci bryt G, G, ...,G, o tych samych rzeczywistych
wspoétczynnikach.



3. Objetosci wybranych bryl.

W ponizszym rozdziale stosujac zasad¢ Cavalieriego dotyczaca objetosci bryt udowadniam,
ze objetosci skomplikowanych figur przestrzennych moga by¢ wyznaczone w oparciu o bryty,
ktorych objetosci potrafimy bez problemu wyznaczy¢. Uwaga do kazdego podrozdziatu jest
jawny wzOr na obj¢tos¢ omawianej w nim figury przestrzenne;.

3.1. Kula.

W tym podrozdziale celem bedzie udowodnienie objgtos¢ oparciu o zasadg Cavalieriego, ze
objetos¢ kuli mozna wyrazi¢ za pomoca rdznicy objgtosci innych bryt obrotowych: walca i
podwojonego stozka.

Ponizszy przyklad jest jednym z najpopularniejszych 1 najbardziej elementarnych przyktadow
zastosowania owej zasady (czytelnikéw odsytam do pozycji drugiej w bibliografii).

3.1.1. Twierdzenie: Obj¢tos¢ kuli o promieniu R jest rowna rdznicy objetosci walca
o wysokosci 2R 1 promieniu podstawy R oraz podwojonego stozka o wysokosci R 1 promieniu
podstawy R.

Dowod:

Aby znalez¢ objetos¢ kuli sprawdzam, jaka jest zalezno$¢ pomigdzy wysokoscia plaszczyzny
przekroju a polem przekroju owa plaszczyzna dla kuli, walca 1 podwojonego stozka
(Rys.3.1.2).

Po ustaleniu dowolnego 4 (0 < h < 2R) przyjmijmy nast¢pujace oznaczenia:

* rih) — promien kota begdacego przekrojem kuli plaszczyzna poprowadzona na
wysokosci h;

* ry(h) — promien kola bedacego przekrojem walca plaszczyzna poprowadzona na
wysokosci h;

* r,(h) — promien kota bedacego przekrojem podwojonego stozka plaszczyzna
poprowadzona na wysokosci A;

*  Pi(h) —pole kota bedacego przekrojem kuli ptaszczyzna poprowadzona na
wysokosci h;

e P,(h) —pole kota bedacego przekrojem walca plaszczyzng poprowadzona na
wysokosci h;

e P,(h) — pole kota bedacego przekrojem podwojonego stozka plaszczyzna
poprowadzong na wysokosci A.

Zauwazmy, ze ry(h) wyznaczone jest z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa,

a rp(h) z wykorzystaniem twierdzenia Talesa. Wyliczenie wyzej wymienionych promieni
oraz pol przedstawione jest na Rys.3.1.2 — sprawdzenie, czy ponizsze wyniki sa poprawne
pozostawiam czytelnikom.
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r(h) =+vR2— (R —h)2) rw(h) =R rps(h) = R—h
P(h) = =(2Rh — h?) Pu(h) = 7R? Pos(h) = n(R—h)?

Rys.3.1.2. Zaleinoif pomiedzy wysokoicia plaszczyzny przekroju a polem przekroju kuli, walca | podwojonego stozka.

Nastegpnie poréwnujemy roznicg pol przekrojow (poprowadzonych na wysokosci k) walca i
podwojonego stozka z polem przekroju kuli poprowadzonym na wysokosci 4.

P,(h) — P,(h) =7R* — (R — h)* =
=mR? - 7wR?+ 7m2Rh — wh? = 7(2Rh — h?) = Py(h) .

Zatem, zgodnie z Uogo6lniong Zasada Cavalieriego (Zasada 2.2) objgtos¢ kuli jest rdznica
obje¢tosci walca 1 podwojonego stozka.

Vi =V =V,

ps.

3.1.3. Uwaga:

Twierdzenie 3.1.1 pozwala na wyznaczenie wzoru na objetos¢ kuli w oparciu o znajomos¢
wzordéw na objgtos¢ stozka i walca.

Vp, =V, -V, =7R*-2R-2-1rR* . R =4rR*

ps



3.2. Paraboloida obrotowa.

Kolejnym zastosowaniem zasady Cavalieriego bedzie analiza bryly ograniczonej wykresem
paraboloidy obrotowej: z=x’+y’ oraz plaszczyzna z=H, gdzie H>0.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze pole przekroju paraboloidy ptaszczyzna poprowadzona na
wysokosci h, rownoleglta do z=H w sposob liniowy zalezy od wyboru owej wysokosci.

W celu wyznaczenia objgtosci opisywanej bryly rozpatrujemy inng brylg, w ktorej takze
zalezno$¢ pomiedzy wysokoscia przekroju a jego polem jest liniowa. Jest to graniastostup
trojkatny (ustawiony tak jak na Rys.3.2.2).

Naszym celem w tym podrozdziale bgdzie udowodnienie, ze objetos¢ fragmentu paraboloidy
obrotowej jest rOwna obj¢tosci graniastostupa trojkatnego.

3.2.1. Twierdzenie: Objgtos¢ fragmentu paraboloidy obrotowej ograniczonej plaszczyzna
z=H jest rowna objetosci graniastostupa trojkatnego, ktorego podstawa jest trojkat
o podstawie H i wysokosci H. Natomiast wysokos$¢ graniastostupa trojkatnego to H.

Dowod:

Po ustaleniu dowolnego 4 (0 < h < H) przyjmijmy nastgpujace oznaczenia:

* rw(h) — promien kola bedacego przekrojem paraboloidy obrotowej plaszczyzna
poprowadzona na wysokosci A, réwnoleglta do z=H;

e P,(h) — pole kota begdacego przekrojem paraboloidy obrotowej plaszczyzna
poprowadzong na wysokosci h, rownolegta do z=H,

* xu(h) — bok prostokata bedacego przekrojem graniastostupa trojkatnego ptaszczyzna
poprowadzong na wysokosci h, rownolegta do z=H,

* P.(h) — pole prostokata bedacego przekrojem graniastostupa trojkatnego ptaszczyzna
poprowadzona na wysokosci A, rownolegta do z=H.

Zauwazmy, ze jeden z bokéw prostokata bedac przekrojem graniastostupa trdjkatnego jest
staly, rowny m. Natomiast drugi, rowny X.(h), zostal wyznaczony z wykorzystaniem
twierdzenia Talesa. Wyliczenie wyzej wymienionych wielkosci przedstawione jest na
Rys.3.2.2 — sprawdzenie, czy ponizsze wyniki sa poprawne pozostawiam czytelnikom.

z xgr(h)
——

h—- ¥
rpolh) = vh Xgr{h:l =h
Poo(H) = 7-(rpo()) = zh Pge(h) =xh

Rys.3.2.2. Zaleinosé pomiedzy wysokoscia przekroju a polem przekroju paraboloidy obrotowej
i graniastosfupa trojkatnego.



Nastepnie pordwnujemy pola przekrojoéw opisywanych bryt plaszczyzna poprowadzona na
wysokos$ci h 1 zauwazamy, Ze:

P,,(h) = P,(h) '

Zatem, zgodnie z zasada Cavalieriego (Zasada 2.1) objgtosci bryl sa rowne:

v

po

=V

gt |

3.2.3. Uwaga:

Twierdzenie 3.2.1 pozwala na wyznaczenie wzoru na objgtos¢ fragmentu paraboloidy
W oparciu o znajomos$¢ wzoru na objeto$¢ graniastostupa trojkatnego:

- , 2
V,=HH o= zH

2 2

=

v

po —



3.3. Hiperboloida jednopowlokowa.
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Nastepnie rozwazmy bryle ograniczona wykresem hiperboloidy jednopowlokowe;:

7+a=x’+y’ oraz plaszczyznami: z=0 i z=c, gdzie a, ¢ >0.

Pole przekroju owej bryty plaszczyzna z=h, rownoleglta do ptaszczyzn z=01 z=c, gdzie
0 < h < c okaze si¢ suma pol przekrojow stozka oraz walca.

3.3.1. Twierdzenie: Objgtos¢ fragmentu hiperboloidy jednopowlokowej ograniczonej

plaszczyznami z=0 i z=c jest rowna sumie objetosci stozka o promieniu ¢ i wysokosci ¢ oraz

walca o promieniu va i wysokosci c.
Dowod:

Po ustaleniu dowolnego & (0 < h < ¢) przyjmijmy nast¢pujace oznaczenia:

* ryh) — promien kola bedacego przekrojem hiperboloidy jednopowtokowe;j

ptaszczyzna poprowadzona na wysokosci 4;

* ryh) — promien kola bedacego przekrojem stozka ptaszczyzna poprowadzona na

wysokosci hy

* rs(h) — promien kota bedacego przekrojem walca ptaszczyzna poprowadzona na

wysokosci h;

* P4i(h) — pole kota bedacego przekrojem hiperboloidy jednopowlokowej ptaszczyzna

poprowadzona na wysokosci A;
* Py(h) —pole kota bedacego przekrojem stozka ptaszczyzna poprowadzona na
wysokosci k;

e P,(h) — pole kola bedacego przekrojem walca plaszczyzna poprowadzona na

wysokosci A.

Zauwazmy, ze ry((h) wyznaczamy z wykorzystaniem twierdzenia Talesa. Wyliczenie wyzej
wymienionych wielko$ci przedstawione jest na Rys.3.3.2 — sprawdzenie, czy ponizsze wyniki

sa poprawne pozostawiam czytelnikom.

cl_ver+a [Va_4
Al Thim - i
N
v
rﬁf(h) =vh’+a rs(h)y=~h rw(h)=va
pﬁ}{h) = .'Th2+ﬂ'a Ps(h) = ﬂ'hz Pw(h) =78

Rys.3.3.2, Zaleznosc pomiedzy wysokosicia przekroju a polem przelroju hiperboloidy jednopowiokowej, stoika i walca.
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Nastgpnie poréwnujemy sumg pol przekrojow stozka i walca z polem przekroju fragmentu
hiperboloidy jednopowlokowej (poprowadzonych na wysokosci k):

P,(h) + P,(h) = th* + ma = Py;(h)

Zatem, zgodnie z Uogoblniona Zasada Cavalieriego (Zasada 2.2) objgtos¢ fragmentu
hiperboloidy jednopowlokowej jest rdwna sumie objetosci stozka i walca:

3.3.3. Uwaga:

Twierdzenie 3.3.1 pozwala na wyznaczenie wzoru na objgto$¢ fragmentu hiperboloidy
jednopowltokowej w oparciu o znajomo$¢ wzorow na objetos¢ stozka i walca:

r r r ] R 4
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3.4. Hiperboloida dwupowlokowa.

Kolejnym przykladem wykorzystania zasady Cavalieriego jest bryla ograniczona wykresem
hiperboloidy dwupowlokowej: zZ-a=x’+y* (a>0) oraz plaszczyznami: z=c (¢>0), z=va (to
naturalne, gdyz wierzchotek hiperboloidy dwupowtokowej jest w punkcie (0,0, va) .

Tym razem pole przekroju ptaszczyzna z=h, rownolegla do ptaszczyzn z=va i z=c¢, gdzie va
<h<c okaze si¢ roznica pol przekrojow Scigtego stozka oraz walca.

3.4.1. Twierdzenie: Objctos¢ fragmentu hiperboloidy dwupowlokowej ograniczonej
ptaszczyznami z=0 i z=c jest rGwna sumie objetosci Scigtego stozka o promieniu ¢ 1 wysokosci
¢ oraz walca o promieniu podstawy va i wysokosci ¢ - va .

Dowod:

Po ustaleniu dowolnego & (va < h < ¢ - va) przyjmijmy nast¢pujace oznaczenia:

*  rw(h) — promien kota bedacego przekrojem hiperboloidy dwupowlokowej ptaszczyzna
poprowadzona na wysokosci 4;

* ry(h) — promien kota bedacego przekrojem $cigtego stozka plaszczyzna poprowadzona
na wysokosci A;

* ro(h) — promien kola bgdacego przekrojem walca plaszczyzna poprowadzona na
wysokosci h;

*  Pui(h) — pole kota bedacego przekrojem hiperboloidy dwupowtokowej ptaszczyzna
poprowadzong na wysokosci A;

* Py(h) — pole kota bedacego przekrojem $cigtego stozka ptaszczyzna poprowadzona na
wysokosci h;

e P,(h) —pole kota bedacego przekrojem walca plaszczyzna poprowadzona na
wysokosci A.

Zauwazmy, ze ry(h) wyznaczamy z wykorzystaniem twierdzenia Talesa,

a rwa(h) z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa. Wyliczenie wyzej wymienionych wielkosci
przedstawione jest na Rys.3.4.2 — sprawdzenie, czy ponizsze wyniki sa poprawne
pozostawiam czytelnikom.

T
== N
j—
[y — ki c—+/a
h
b1 =
va : ——
v
rpa(h) = vh? - a rss(h) = h rw(h)=va
Pha(h) = nh®—ra Pss(h) = xh? Pu(h) = na

Rys.3.4.2. Zaleznoi¢ pomiedzy wysokosciqa przekroju a polem przekroju hiperboioidy dwupowiokowej, scietego stozka i walca.
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Nastgpnie poréwnujemy rdéznicg pol przekrojow Scigtego stozka i walca z polem przekroju
fragmentu hiperboloidy dwupowtokowej (poprowadzonych na wysokosci h):

Ps,s(h) - -Ptu(h) = 7‘_}1'2_71_0-' - -Phd(h’) .

Zatem, zgodnie z Uogodlniona Zasada Cavalieriego (Zasada 2.2) objeto$¢ fragmentu
hiperboloidy dwupowtokowej jest rowna réznicy objetosci Scigtego stozka i1 walca:

vhu’ — V&Es - Pu. )

3.4.3. Uwaga:

Twierdzenie 3.4.1 pozwala na wyznaczenie wzoru na objetos¢ fragmentu hiperboloidy
dwupowlokowej w oparciu o znajomo$¢ wzordw na objgtosé Scigtego stozka i walca:

F}acf — F;Es _F'm — %(Tl—ﬂz ‘ﬂ—ﬁﬂ-\/a) —?Tﬂ.'(fj— \/E) —

rr.f_':'}‘ Il'li{-vq

= - Tac + ra/a = ?T(%j—l-%ﬂ-\/a—ﬂﬂ).
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3.5. Bryla powstala przez obriét wokodl cigciwy krotszego luku okregu o koncach
wspolnych z tg cigciwg — wrzeciono.

Kolejna bryla, ktorej objetos¢ wyznaczymy jest wrzeciono — bryla obrotowa powstala przez
obrot krotszego tuku (fragment okregu o promieniu R) wokoét cigciwy majacej wspolne konce
z owym tukiem. Przecinajac bryl¢ ptaszczyznami prostopadtymi do osi obrotu w przekrojach
otrzymujemy kota.

Dhugos$¢ tuku, a wigc wielko$¢ wrzeciona, uzalezniamy od kata srodkowego 2a.
W ponizszych rozwazaniach ograniczg si¢ wytacznie do potowy omawianej bryly
(czyli o kacie srodkowym a).

Aby w pelni zrozumie¢ 1 wywnioskowac, jaka bryle (a wrgez bryty) nalezy porownywac
z naszym wrzecionem lepiej jest najpierw przyjrze¢ sig, jak wyglada zalezno$¢ pomigdzy
wysokoscia ptaszczyzny przekroju a polem przekroju (Rys.3.5.1).

Po ustaleniu dowolnego 4 (0 < h < Rsina) przyjmijmy nast¢pujace oznaczenia:
* rwe(h) — promien kota bedacego przekrojem polowy wrzeciona ptaszczyzna
poprowadzona na wysokosci A;
e P,:(h) — pole kota bedacego przekrojem polowy wrzeciona plaszczyzna
poprowadzona na wysokosci A.

Zauwazmy, ze Fy2(h) wyznaczamy z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa. Wyliczenie
wyzej wymienionych wielkosci przedstawione jest na Rys.3.5.1 — sprawdzenie, czy ponizsze
wyniki sa poprawne pozostawiam czytelnikom.

RZ-H
rWa"Z(h f Rcosx
REin« %ﬁ
h
| a
rw(h) = \/R2—h? — Rcosa

Pup2(h) = m(R? — h?) + n(R%cos%) — n(2\/R2 — h2Rcose )

Rys.3.5.1. Zaleznosé pomiedzy wysokoscia przekroju a polem przekroju pofowy wrzeciona.
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3.5.2.Twierdzenie: Objgtos¢ polowy wrzeciona (o wspomnianych wyzej parametrach a i R)
jest rowna sumie objetosci potkuli o promieniu R $cigtej na wysokosci Rsina 1 walca

o promieniu Rcosa i o0 wysoko$ci Rsina pomniejszonej o objeto$¢ polowy poziomego walca
o promieniuR 1 wysokosci ZRcosa Scigtego ptaszczyzna rownolegla do osi obrotu 1 oddalona
od niej o Rsina (Rys.3.5.3).

Dowod:

Po ustaleniu dowolnego & (0 < h < Rsina) przyjmijmy nast¢pujace oznaczenia:

re(h) — promien kota bedacego przekrojem Scigtej potkuli plaszezyzna poprowadzona
na wysokosci h;

ro(h) — promien kota bedacego przekrojem walca plaszczyzna poprowadzona na
wysokosci h;

xq(h) — bok prostokata bedacego przekrojem S$cigtej potowy poziomego walca
plaszczyzna poprowadzona na wysokosci k;

Pgy,(h) — pole kota bedacego przekrojem Scigtej potkuli ptaszczyzna poprowadzona na
wysokosci h;

P,(h) — pole kota bedacego przekrojem walca plaszczyzna poprowadzona na
wysokosci h;

Ps.(h) — pole prostokata bedacego przekrojem $cigtej polowy poziomego walca
plaszczyzna poprowadzona na wysokosci A.

Zauwazmy, ze Fgp(h) i Xa(h) wyznaczamy z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa.
Wyliczenie wyzej wymienionych wielko$ci przedstawione jest na Rys.3.5.3 — sprawdzenie,
czy ponizsze wyniki sg poprawne pozostawiam czytelnikom.

| — _ruth)-] /{ \

/ TRCcOSx
Rsina Xs'w(h)

rép(h) = VR2 — h2 rw(h) = Reosa T
Psy(h) = n(R*~h?) Pu(h) = nR?*cos’

Xxsw(h)=2vR?—-h?
Psw(h) = 2+/R2 — h2zRcosa

Rys.3.5.3. Zaleznosié pomiedzy wysokoscia przekroju a polem przekroju scietef potkuli, walca i Scietej polowy poziomego walca.
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Nastgpnie porownujemy sumg pol przekrojow Scigtej potkuli i walca pomniejszona o pole
przekroju S$cigtej polowy poziomego walca z polem przekroju potowy wrzeciona
(poprowadzonych na wysokosci h):

P;

ip

(h)+P,(h)—Pg,(h) = n(R*—h*)+7R*cos’a—2+/ R2 — h*m Reosa = P, jo(h).

Zatem, zgodnie z zasada Cavalieriego (Zasada 2.2) objeto$¢ polowy wrzeciona jest rowna
sumie objetosci Scigtej potkuli 1 walca pomniejszonej o objetos¢ Scigtej potowy poziomego
walca:

1’;”.:_-'2 — 1:.:]” _|_ 1_,-'”! _ 1.--:-.:!.!:.

3.5.4. Uwaga:

Twierdzenie 3.5.2 pozwala na wyznaczenie wzoru na obj¢tos¢é potowy wrzeciona w oparciu
0 znajomos$¢ wzoréw na objetos¢ Scigtej potkuli, walca i $cigtej potowy poziomego walca:

. . . . . I
Ve =V + Vi — Vi = TR*(sina — gsmﬁ'r}: — CoSY)
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3.6. Bryla powstala przez obrot wokol cigciwy dluzszego luku okregu o koncach
wspolnych z ta cigciwg — jablko.

Naturalng konsekwencja poprzedniego przyktadu jest préba wyznaczenia objgtosci bryty
powstatej przez obrét dhuzszego tuku (fragmentu okrggu o promieniu R) wokoét cigciwy
majacej wspolne konce z owym tukiem. Swoim ksztattem bryta przypomina jabtko

(rys.3.6.0) i w tenze sposob bedzie przeze mnie nazywana.

—

”ys.3.6.0.

Dhugo$¢ obracanego tuku, a wigc wielko$¢ jabtka, uzalezniamy od kata srodkowego 27 - 2a.
W ponizszych rozwazaniach ogranicz¢ si¢ wylacznie do potowy omawianej bryly (o kacie
srodkowym 7 - @).

Przecinajac bryte ptaszczyznami prostopadtymi do osi obrotu na wysokosci 2 (0 <h < R)

w przekrojach otrzymujemy kota (dla @ < h < Rsina) badz pierScienie (Rsina < h < R).
Potowe jablka dziele na dwie bryly plaszczyzna prostopadta do osi obrotu poprowadzona na
wysokosci Rsina (na cze¢$¢ dolna: 0 < h < Rsina i czg$¢ gorna: Rsina < h < R).

Zajmijmy si¢ przypadkiem, gdy 0 < h < Rsina.

Aby w pelni zrozumie¢ 1 wywnioskowac, jaka bryle (a wreez bryty) nalezy poréwnywaé
z potowa jablka lepiej jest najpierw przyjrze¢ si¢, jak wyglada zalezno$¢ pomigdzy
wysokoscia plaszczyzny przekroju a polem przekroju (rys.3.6.1).

Po ustaleniu dowolnego 4 (0 < h < Rsina) przyjmijmy nast¢pujace oznaczenia:
* rip(h) — promien kota bedacego przekrojem potowy jabtka ptaszczyzna poprowadzona
na dowolnej wysokosci #;
*  P’,(h) — pole kota bedacego przekrojem potowy jabtka ptaszczyzna poprowadzona na
dowolnej wysokosci A.
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Zauwazmy, ze rjz(h) wyznaczamy z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa. Wyliczenie
wyzej wymienionych wielko$ci przedstawione jest na Rys.3.6.1 — sprawdzenie, czy ponizsze
wyniki sg poprawne pozostawiam czytelnikom.

Rcosa
ria(h)
rjz(h) = /R —h2 + Rcosa
Pa(h) = n(R* — h?)+ n(R%’cos%) + m(2\/R2 — h2Rcose )

Rys.3.6.1. Zaleznosé pomiedzy wysokoscia przekroju a polem przekroju polowy jabika dia 0<h<Rsinc

Jak wida¢, dla 0 < h < Rsina, zalezno$¢ pomigdzy wysokoscia przekroju a polem przekroju
potowy jabtka jest niemal identyczna jak w przypadku wrzeciona (podrozdziat 3.5).

Stad tez naturalne jest, ze:

3.6.2. Twierdzenie: Obj¢tos¢ fragmentu potowy jabtka (o wspomnianych wyzej parametrach
a1 R) dla 0 < h < Rsina jest rtbwna sumie objgtosci potkuli o promieniu R $cigtej na
wysokos$ci Rsina, walca o promieniu Rcosa i 0 wysokosci Rsina i polowy poziomego walca
o promieniu R 1 wysokosci Rcosa $cigtego ptaszczyzna rownolegta do osi obrotu 1 oddalona
od niej o Rsina.

Z racji analogii do przyktadu wrzeciona dowdd pomijam (pozostawiam czytelnikom).
3.6.3. Uwaga:

Twierdzenie 3.6.2 pozwala na wyznaczenie wzoru na objgtos$¢ czgsci (dolnej) polowy jabika
W oparciu o znajomo$¢ wzorow na objgtos¢ Scietej potkuli, walca 1 Scigtej polowy poziomego
walca (oznaczenia identyczne jak w poprzednim podrozdziale).

'L-'}'H =V + Vot V= TR (3sina — ésiiﬁr}: + acosa)
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Sytuacja, gdy Rsina < h < R wymaga osobnego rozpatrzenia — tym razem przecinajac bryte
plaszczyznami prostopadtymi do osi obrotu otrzymujemy pierscienie.

Bryla, do ktérej poréwnywac bedziemy opisywana czg$¢ jabtka jest tym razem poziomy
walec ucigty w pewnej odlegtosci od swej osi obrotu (Rys.3.6.5).

3.6.4. Twierdzenie: Obj¢tos¢ fragmentu potowy jabtka (o wspomnianych wyzej parametrach
a 1 R) dla Rsina < h < R jest rowna objetosci czesci poziomego walca o promieniu R i
wysokosci 2zRcosa Scigtego plaszczyzna réwnoleglta do osi obrotu i oddalona od niej o
Rsina.

Dowod:

Po ustaleniu dowolnego 4 (0 < h < Rsina) przyjmijmy nast¢pujace oznaczenia:

* r’p(h) — promien wigkszego kota bgdacego przekrojem potowy jablka ptaszczyzna
poprowadzong na dowolnej wysokosci A;

* r”’jx(h) — promien mniejszego kota bedacego przekrojem potowy jabtka ptaszczyzna
poprowadzona na dowolnej wysokosci A;

*  P”j(h) — pole piercienia (r6znicy kot o promieniach r’»(h) 1 r’’j2(h) ) bedacego
przekrojem polowy jablka ptaszczyzna poprowadzona na dowolnej wysokosci 4;

*  Xa(h) — bok prostokata bedacego przekrojem czg$ci poziomego walca plaszczyzna
poprowadzong na dowolnej wysokosci A;

* P.(h) — pole prostokata bedacego przekrojem czgsci poziomego walca ptaszczyzna
poprowadzong na dowolnej wysokosci A.

Zauwazmy, ze r’ix(h), r’’»(h) 1 x..(h) wyznaczamy z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa.
Wyliczenie wyzej wymienionych wielkosci przedstawione jest na Rys.3.6.5

— sprawdzenie, czy ponizsze wyniki sa poprawne pozostawiam czytelnikom.

Drugi bok prostokata bedacego przekrojem czgsci poziomego walca plaszczyzna
poprowadzona na dowolnej wysokosci 4 jest staty i ma dtugo$¢ 2mxRcosa.
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e
2
—_—
| ]
Ih |
v _ T _ ,7
R |
Rsina R ;
i
I
(4
K /_,,/
|
l
! Rcosa

r/,2(h) = Reosa + \JR? — (Rsina + h)?

r§j2(h) = Rcosa —\/R2 — (Rsina + h)?

Pia(h) == (rj2(h)* - = (fj;z(h))z = 4aRcosa \,-"RZ — (Rsina + h)?
T xeulh)
W ] h ™~
R
Rsina Rsinar R
2nRcos &

xew(h) =2/R2 - (Rsine + h)?
Paw(h) = xcu(h) - 2aRcos @ = 4naRcose \,-IRZ — (Rsine + h)?

Rys.3.6.5. Zaleznosé pomiedzy wysokoscia przekroju a polem przekroju pofowy jabtka dia Rsin@<h<R oraz czesci walca.

Nastepnie porownujemy pola przekrojow opisywanych bryt ptaszczyzna poprowadzona na
wysokosci h:

P..(h) = 4nRcosar/R? — (Rsina + h)?) = o(h)

Zatem, zgodnie z Zasada Cavalieriego (Zasada 2.1) objetosci bryt sa rowne:

Via=V.

[aTin
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3.6.6. Uwaga:

Twierdzenie 3.6.4 pozwala na wyznaczenie wzoru na objgtos¢ czesci (gérnej) potowy jabtka
W oparciu o0 znajomos$¢ wzordw na objetos¢ czesci scigtego poziomego walca:

r r N € 0 ? .
Vi =Vew = R’r(mcosa—2acosa—2cos* asina)

3.6.7.Uwaga:
Ostatecznie objetos¢ potowy jabltka jest suma objetosci czesci (dolnej) potowy jabtka dla

0 < h < Rsina oraz objegtosci cze$ci (gornej) potowy jablka dla Rsina < h < R.

r r r . £ I3 2 *
Vipp = V4V, = Ron(mcosa—2acosa—2cos’ asina)
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3.7. Torus

Kolejna omawiang bryla jest torus — to dwuwymiarowa powierzchnia obrotowa, powstata
przez obrét okrggu o promieniu R wokot prostej s lezacej w tej samej ptaszczyznie odleglej

o d od $rodka okregu i nieprzecinajacej go (czyli nie majacej z nim wspdlnych punktéw).
Celem tego podrozdzialu jest udowodnienie, Ze objetos¢ torusa jest rowna objetosci
odpowiedniego walca.

W ponizszych rozwazaniach ograniczg si¢ wytacznie do potowy omawianej bryly.

3.7.1. Twierdzenie: Obj¢tos¢ polowy torusa o promieniu R oddalonego od osi obrotu o d jest
rowna objetosci polowy poziomego walca o promieniu R 1 wysokosci 27zd.

Po ustaleniu dowolnego & (0 < h < R) przyjmijmy nastgpujace oznaczenia:

* r’»(h) — promien wigkszego kota bgdacego przekrojem potowy torusa ptaszczyzna
poprowadzong na dowolnej wysokosci A;

*  r”’y»(h) — promien mniejszego kota bedacego przekrojem potowy torusa ptaszczyzna
poprowadzona na dowolnej wysokosci A;

e Py,(h) — pole pierScienia (réznicy kot o promieniach r’,»(h) i r’’2(h) ) bedacego
przekrojem potowy torusa plaszczyzna poprowadzona na dowolnej wysokosci A;

* x,.(h) — bok prostokata bedacego przekrojem potowy poziomego walca plaszczyzna
poprowadzong na dowolnej wysokosci A;

* P,.(h) — pole prostokata bedacego przekrojem potowy poziomego walca ptaszczyzna
poprowadzona na dowolnej wysokosci A.

Zauwazmy, ze r’p(h), r’p(h) 1 x,(h) wyznaczamy z wykorzystaniem twierdzenia
Pitagorasa. Wyliczenie wyzej wymienionych wielko$ci przedstawione jest na Rys.3.7.2

— sprawdzenie, czy ponizsze wyniki sa poprawne pozostawiam czytelnikom.

Dhugos¢ drugiego boku prostokata bedacego przekrojem potowy poziomego walca
plaszczyzna poprowadzona na wysokosci & (0 < h < R ) jest stata i ma dlugo$¢ 2xd.

rip(h) d+R
ri(h)

. ;(_\ %pwm)
F—
i/ ) " R 2rd

5

ra(h) =d+ VRZ—h? rp(h) = d—VR2—h? Xpw(h) = 2V/R% — h?
N
Pea(h) = - (ha(h))? — - (a0 = 4xd\RE— 12 Poulh) = 47dVRE— 12

Rys.3.7.2. Zaleznosc pomiedzy wysokoscig przekroju a polem przekroju polowy torusa i polowy poziomego walca.
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Nastepnie pordwnujemy pola przekrojoéw opisywanych bryt plaszczyzna poprowadzona na
wysokosci h:

R”H t‘?r".,,.f R? — PH) h

Zatem, zgodnie z zasada Cavalieriego (Zasada 2.1) objgtosci bryt sa rowne:

1’:.?‘3’? - 1’".}”.!' .

3.7.3. Uwaga:

Twierdzenie 3.7.1 pozwala na wyznaczenie wzoru na objgtos¢ polowy torusa w oparciu
0 znajomos$¢ wzoru na objeto$é polowy poziomego walca:

r r 2 2
1’;‘:.!'2‘ —_ 1’“}_||.!| —_ ﬂ_ffR_.
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4. Pola wybranych powierzchni obrotowych.

Celem ponizszego rozdziatu jest sformutowanie zasady Cavalieriego dla powierzchni
obrotowych po wczesniejszym sprawdzeniu, ze analogiczna wersja jak dla objgtosci bryt nie
jest poprawna. W dalszej czesci rozdziatu, korzystajac z nowej wersji i uogolnienia zasady
Cavalieriego dla powierzchni obrotowych, wyznaczam pola skomplikowanych powierzchni
za pomoca powierzchni, ktérych pola umiem wyznaczy¢.

4.1. ,,Dwa stozki i walec”.

Ponizej zamierzam pokaza¢, ze nie jest prawdziwa zasada Cavalieriego dotyczaca pol
powierzchni obrotowych — analogiczna do tej przedstawionej w poprzednim rozdziale.

4.1.1. Zasada Cavalieriego dla powierzchni obrotowych: Niech dane bedq dwie
powierzchnie obrotowe, obie leiqce pomiegdzy dwiema rownoleglymi plaszczyznami
odleglymi o k. Jesli przekroje tych powierzchni dowolnq plaszczyzng rownoleglq do danych,
odleglq o h (0 < h < k), majq rowne obwody, to powierzchnie te majq rowne pola.

Nietrudno jest znalez¢ kontrprzyktad — wystarczy poréwna¢ dwa stozki i walec.

4.1.2. Twierdzenie: Pole powierzchni bocznej dwoch stozkow o promieniach podstawy

R 1 wysokoS$ciach R nie jest rowne polu powierzchni walca o promieniu podstawy

R 1 wysokos$ci R pomimo tego, ze suma obwoddéw przekrojow dwoch stozkow plaszczyzng na
dowolnej wysokosci & (0 < h < R) jest rowna obwodowi przekroju walca ptaszczyzna na tejze
wysokosci (Rys. 4.1.3).

Dowod:

Po ustaleniu dowolnego 4 (0 < h < R) przyjmijmy nastgpujace oznaczenia:

* ry(h) — promien kola begdacego przekrojem pierwszego stozka plaszczyzna
poprowadzona na wysokosci A;
* ro(h) — promien kota bedacego przekrojem drugiego stozka plaszczyzna

poprowadzona na wysokosci 4;

* rs(h) — promien kota bedacego przekrojem walca plaszczyzna poprowadzona na
wysokosci h;

e Ly(h) — obwod kota bedacego przekrojem pierwszego stozka plaszczyzna
poprowadzona na wysokosci A;

* Ly (h) — obwod kota bedacego przekrojem drugiego stozka plaszczyzna poprowadzona
na wysokosci A;

e L.,(h) — obwdd kota bgdacego przekrojem walca plaszczyzna poprowadzona na
wysokosci A.

Zauwazmy, ze ry(h) 1 r(h) wyznaczamy z wykorzystaniem twierdzenia Talesa. Wyliczenie
wyzej wymienionych wielkosci przedstawione jest na Rys.4.1.3 — sprawdzenie, czy ponizsze
wyniki sg poprawne pozostawiam czytelnikom.
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e N SN

1 %_Fﬁﬁ 4 | ’

rag(h)=R-h rex(h)=~h rw(h) =R
Lsi(h) = 2a(R—h) Lo (h) = 27k Lu(h) = 27R

Rys.4.1.3. Zalezrosé pomicedzy wysokoscia plaszezyzry przekroju a obwodem przekroju dwoch stozkow i walca.

Nastepnie poréwnujemy sum¢ obwoddéw przekrojow dwoch stozkow  plaszezyzna
poprowadzona na wysokos$ci A 1 obwod przekroju walca plaszczyzna poprowadzona na
wysokosci h:

La(h)4+ Lo(h) =2n(R —h)+2rh=2nR = L,(h).

Zatem, zgodnie z zasada Cavalieriego (Twierdzenie 4.1.1) pola powierzchni bocznych bryt sa
rowne:

Pb. + Pbe = Pb,, .

W tym momencie dochodzimy do sprzecznos$ci — znajomo$¢ wzoréw na obliczenie pola
powierzchni bocznych stozkow i walca pozwala nam to w petni zobaczy¢:

Pbg + Pby = 27RI = 27 R>V2 # 27R* = Pb,,

4.1.4. Whniosek: Nalezy na nowo sformutowacé zasade¢ Cavalieriego dotyczaca wyznaczania
p6l powierzchni obrotowych na podstawie obwodoéw przekrojow bryt plaszczyznami
poprowadzonymi na danej wysokosci.
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4.2. Zasada Cavalieriego (i jej uogolnienie) dotyczaca pol powierzchni obrotowych.

W ponizszym podrozdziale zamierzam sformutowa¢ zasad¢ Cavalieriego dla powierzchni
obrotowych a nastgpnie uogolni¢ ja (analogicznie jak w przypadku zasady Cavalieriego dla

bryt).
4.2.1. Zasada Cavalieriego dotyczaca pol powierzchni obrotowych:

Niech dane beda dwie powierzchnie obrotowe, obie powstate przez obrot krzywych o takich
samych dtugosciach k.
Niech pierwsza krzywa ma poczatek w punkcie A4;, a druga w punkcie A4,.

Kazdy punkt na krzywej wyznacza, przez obracanie, okrag zawarty w powierzchni obrotowe;,
ktory nazwijmy rownoleznikiem. Rownolezniki pokrywaja cata powierzchnie.

Jesli dla dowolnego A& z przedziatu [0,k] dla punktu X; oddalonego od A; o A na pierwszej
krzywej oraz dla punktu X; oddalonego od A4, o h na drugiej krzywej, rownolezniki
odpowiadajace punktom X; i X> maja rowne dlugosci, to powierzchnie obrotowe maja rowne
pola.

Wielko$¢ h oznacza tu odleglo$§¢ migdzy punktami na krzywej/krzywych, wysokos$¢ nie
wysoko§¢ — litera ta zostala wybrana nieprzypadkowo, z powodu analogii do zasady
Cavalieriego dotyczacej objetosci bryt.

4.2.2.Uogolnienie zasady Cavalieriego dotyczacej pol powierzchni obrotowych:

Niech dane bgdzie n+1 powierzchni obrotowych powstatych przez obrét krzywych o takich
samych dtugosciach k.

Niech pierwsza krzywa ma poczatek w punkcie 4, druga w A4, ..., ostatnia w A,.

Jesli istnieja rzeczywiste wspotczynniki ay, ay, ..., a, takie, ze
dla dowolnego & z przedziatu [0,k]

dla punktu X oddalonego od 4 o k& na pierwszej krzywe;j,
dla punktu X; oddalonego od A4; o h na drugiej krzywej, ...,
dla punktu X, oddalonego od A4, o & od ostatniej krzywej,
réwnoleznik odpowiadajacy punktowi X o dlugosci L(X) mozemy przedstawi¢ w postaci
kombinacji liniowej réwnoleznikéw odpowiadajacym punktom X, ....X, (o dlugosciach
odpowiednio: L(Xy), ..., L(X,)):

L(x)=arL(X) +ayL(X;) +... +a,L(X,)

to pierwsza powierzchnia obrotowa ma pole bedace kombinacja liniowa pozostatych
n powierzchni z tymi samymi rzeczywistymi wspotczynnikami:

P=aI'P]+a2.P2+-oo +an.Pn.

4.3. Torus
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Aby zasada Cavalieriego dla pol powierzchni obrotowych byta przez czytelnikow w petni
zrozumiala, postluzymy si¢ najpierw przykladem torusa.

Torus to dwuwymiarowa powierzchnia obrotowa, powstala przez obrot okrggu o promieniu
R wokot prostej s lezacej w tej samej ptaszczyznie odlegtej o d od $§rodka okregu
1 nieprzecinajacej go (czyli nie majacej z nim wspdlnych punktow).

W tym podrozdziale celem bgdzie udowodnienie, ze pole powierzchni torusa jest rowne polu
powierzchni bocznej pewnego walca.

4.3.1. Twierdzenie: Pole powierzchni torusa, powstatego przez obrot okrggu o promieniu

R wokot prostej s lezacej w tej samej ptaszczyznie odlegltej o d od $§rodka okregu

(i nieprzecinajacej go) jest rowne polu powierzchni bocznej walca o promieniu podstawy 2d
1 wysokosci zR (Rys. 4.3.2).

Dowéd:
Powierzchnia torusa traktuj¢ jako sume powierzchni powstatej przez obrot podtokregu p;

bedacego dalej od osi obrotu s oraz powierzchni powstatej przez obrét potokregu p, bedacego
blizej od osi obrotu. Oba potokregi maja dtugos¢ mR (Rys.4.3.1°).

o
=
A
$ X X,
57 s

Rys.4.3.1°.

Skoro dwie powyzej opisane powierzchnie obrotowe porownuje do powierzchni bocznej
walca to znaczy, ze mamy do czynienia z trzema powierzchniami obrotowymi, kazda
powstata przez obrot krzywej o dtugosci zR. Punkty 4;, A, i A;’ wybieram zgodnie

z Rys.4.3.2. Punkt A1 jest wspdlnym punktem poczatkowym potokregdéw p; i p: (Rys. 4.3.1°).
Dla dowolnego & (0 < h < R) wybieram punkty o & odlegle od 4; — sa to punty X; 1 X.
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Roéwnoleznik odpowiadajacy punktowi X; jest oddalony od osi obrotu o d+x, natomiast
rownoleznik odpowiadajacy punktowi X, o d-x, gdzie x to odleglos¢ owych punktow od
prostej s’ rownoleglej do osi obrotu s przechodzacej przez A;.

Wielko$¢ x mozna wyznaczy¢ poprzez h, ale nie jest to potrzebne, gdyz w kolejnych
wyliczeniach wielkos¢ ta ulegnie skroceniu.

Po ustaleniu dowolnego 4 (0 < h < wR) przyjmijmy nast¢pujace oznaczenia:

r(X;) — promien okrggu (rownoleznika) zawartego w powierzchni torusa,
przechodzacego przez punkt X; oddalony od A4; o k;
r(X;’) — promien okrggu (rownoleznika) zawartego w powierzchni torusa,

przechodzacego przez punkt X;’ oddalony od 4; o A;
rou(Xz) — promien okregu (roéwnoleznika) zawartego w powierzchni bocznej walca,
przechodzacego przez punkt X; oddalony od A4; o k;

L(X;) — dlugos¢ okregu (réwnoleznika) zawartego w powierzchni torusa,
przechodzacego przez punkt X; oddalony od A4; o k;
L(X;’) — dhlugos¢ okregu (rownoleznika) zawartego w powierzchni torusa,

przechodzacego przez punkt X;’ oddalony od A4; o A;

Ly,(X;) — promien okregu (rownoleznika zawartego w powierzchni bocznej walca,
przechodzacego przez punkt X; oddalony od 4;0 k;

I = 7R — wysokos$¢ pola powierzchni bocznej walca.

Wyliczenie wyzej wymienionych promieni oraz dtugosci rownoleznikow przedstawione jest
na Rys.4.3.2 — sprawdzenie, czy ponizsze wyniki sa poprawne pozostawiam czytelnikom.

d re(Xi)

ri(Xy) \_—_

ﬁ/ S

K
(X)) =d+x r(Xy)=d-x w(X2) = 2d
Le(X1) = 2n(d + x) Le(X1') = 2n(d — x) Low(X2) = 4nd

R

A

Rys.4,3.2, Zaleznosc pomiedzy potozeniem rownoleznika a jego diugoscig dia torusa i pola powierzchni bocznej walca.
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Nastepnie poréwnujemy sume¢ dhugosci rownoleznikéw (odlegltych od punktu A4; o h) dla
torusa i dlugos$¢ réwnoleznika (odlegtego od punktu A4, o &) dla powierzchni bocznej walca:

L?‘.(}[l) + L?‘(}{[) - Eﬂ-(n} + j'") + Eﬂ-(d T j'") dmd = Ll’u-!l(‘x-?)-

Zatem, zgodnie z wersja zasady Cavalieriego dla powierzchni obrotowych (Zasada 4.2.2):

P?‘: BJH'-

4.3.3. Uwaga:

Twierdzenie 4.3.1 pozwala nam wyznaczy¢ pole powierzchni torusa w oparciu o znajomos¢
wzoru na pole powierzchni bocznej walca:

Pi=P,, =4nd -1 =4nd - 7R = 47°Rd.
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4.4. Powierzchnia obrotowa - wrzeciono.

Jedna z bryl omawianych w poprzednim rozdziale dotyczacym objgto$ci bylo wrzeciono
(podrozdziat 3.5). Teraz postarajmy si¢, w oparciu o nowa zasad¢ Cavalieriego dla
powierzchni obrotowych, wyznaczy¢ pole owej powierzchni.

Powierzchnia obrotowa, ktdra bedziemy teraz omawiaé¢ powstata z obrotu tuku (fragment
okregu o kacie srodkowym 2a) wokoét cigciwy majacej wspdlne punktu z owym tukiem.

W ponizszych rozwazaniach ograniczg si¢ wylacznie do potowy omawianej powierzchni (kat
srodkowy a).

Naszym celem jest udowodnienie, ze pole powierzchni polowy wrzeciona jest réznica pol
innych powierzchni obrotowych: odcinka sfery i powierzchni bocznej walca.

Twierdzenie 4.4.1. Pole powierzchni potowy wrzeciona (o wspomnianych wyzej
parametrach a i R) jest r6znica pola odcinka sfery o promieniu R (powstatego z potsfery przez
odcigcie gornej czaszy na wysokosci Rsina) oraz pola powierzchni bocznej walca

o promieniu podstawy Rcosa 1 wysokosci aR.

Dowod:

Mamy do czynienia z trzema powierzchniami obrotowymi, kazda powstata przez obrot
krzywej o dtugos$ci aR. Punkty A4;, A2i A;’ wybieram zgodnie z Rys.4.4.2.

Po ustaleniu dowolnego 4 (0 < h < aR) przyjmijmy nastgpujace oznaczenia:

* rw2(Xy)) — promien okrggu (réwnoleznika) zawartego w powierzchni polowy
wrzeciona, przechodzacego przez punkt X; (oddalony od punktu A; o h);

*  ry(Xy) — promien okregu (réwnoleznika) zawartego w powierzchni odcinka sfery,
przechodzacego przez punkt X (oddalony od punktu 4,0 h);

*  ru(X>2’) — promien okregu (rownoleznika) zawartego w powierzchni bocznej walca,
przechodzacego przez punkt X’ (oddalony od punktu A4’ o h);

e L,x(X;)) - dlugo$¢ okrggu (réwnoleznika) zawartego w powierzchni potowy
wrzeciona, przechodzacego przez punkt X; (oddalony od punktu 4; o h);

*  Ly(Xy — dlugo$¢ okrggu (rownoleznika) zawartego w powierzchni odcinka sfery,
przechodzacego przez punkt X;(oddalony od punktu 4;0 h);

e  L(X;’) — promien okrggu (réwnoleznika) zawartego w powierzchni bocznej walca,
przechodzacego przez punkt X,’(oddalony od punktu 4.’ o h).

Wybor punktéw X;, X, utozsamiamy z wyborem kata f (0 < f < a). Miara kata ff wyraza si¢
wzorem f = h/R w przypadku potowy wrzeciona oraz odcinka sfery. Wyliczenie wyzej
wymienionych promieni oraz dtugosci rownoleznikoOw przedstawione jest na Rys.4.4.2

— sprawdzenie, czy ponizsze wyniki sa poprawne pozostawiam czytelnikom.
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Reoosf
o (%) Rcosa rs‘D(XZ) Reosg
_-———'__'-_/
Reosg
. on f Tl
Rsin@ 2
) h{ f
Bla Blea ]
& a; a
rw2(X1) = Rcosg — Rcosa rip(X2) = Reosg row{X3) = Rcosa
27 - rw2(X1) = 2nRcosg — 2nRcosa Len(X2) = 2nRcosg Lpw(X3) = 27Rcosa

Lw,-'Z(X 1) =

Rys. 4.4.2. Zaleznos¢ pomiedzy polozeniem rownoleznika a jego diugoscia dia polowy powierzchni wrzeciona, scigtej poifsfery § powierzchni bocznej walca.

Nastepnie poréwnujemy dtugos¢ rownoleznika odcinka sfery (oddalonego od punktu A4,
o h) pomniejszona o dhugos¢ réwnoleznika powierzchni bocznej walca (oddalonego od
punktu A4,’ o h) z dlugoscia rownoleznika potowy wrzeciona (oddalonego od punktu A4; o h):

Ly (X5) — Ly, (X;) = 2nReosf — 2mReosa = L, j5( X)),

Zatem, zgodnie z wersja zasady Cavalieriego dla powierzchni obrotowych (Zasada 4.2.2):

Rv,-"? — ‘P-':,u - ‘wa.

4.4.5. Uwaga:
Twierdzenie 4.4.1 pozwala nam wyznaczy¢ pole powierzchni polowy wrzeciona w oparciu

0 znajomos$¢ wzoru na pole powierzchni $cigtej potsfery 1 pole powierzchni bocznej walca:

o
P, = Py, — Py, = 21 R7(sina — acosa),
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4.5. Powierzchnia obrotowa — jablko

Korzystajac z ulepszonej wersji zasady Cavalieriego dotyczacej pol powierzchni obrotowych
mozemy wyznaczy¢ pole kolejnej brylty omawianej w poprzednim rozdziale — jabika
(podrozdziat 3.6).

Powierzchnia obrotowa, ktora bedziemy teraz omawiaé powstata w wyniku obrotu tuku
(fragmentu okrggu o promieniu R odpowiadajacego katowi srodkowemu 2w — 2a) wokot
cigciwy majacej dwa wspodlne punkty z owym lukiem.

W ponizszych rozwazaniach ograniczg si¢ wylacznie do polowy omawianej powierzchni
obrotowej (kat srodkowy 7 — a).

AI
| ___-""‘"«-..{72
A, | \X
| 2
T
|
R : R
Rsine |
Xy [
o N a\
\ |
|
i
! Rcosa
|
Rys.4.5.1. sl

W celu dokonania wyliczenia pola powierzchni polowy jabtka dzielimy opisywany tuk na
dwa fragmenty prosta s rownolegta do osi obrotu jabtka przechodzaca przez $rodek okrggu,
ktorego fragmentem jest owy tuk. Oba fragmenty tuku (oddzielone punktem A;) obracajac si¢
wokot osi obrotu jabtka tworza powierzchnie obrotowe (Rys.4.5.1).

Pierwsza z nich powstaje przez obrot tuku (dluzszego) o dlugosci #R/2 wokot osi obrotu
jabtka. Powierzchnie ta porownuj¢ z suma pola powierzchni bocznej pewnego walca

1 pewnej potsfery. Wyznaczanie pola powierzchni fragmentu jabtka bedzie bardzo podobnie
jak w przypadku pola wrzeciona opisanego w poprzednim podrozdziale.

Twierdzenie 4.5.2. Pole powierzchni czg$ci jabtka powstalej przez obrot (dluzszego) tuku
o dtugosci #R/2 wokot osi obrotu jablka jest rowne sumie pola potsfery oraz pola powierzchni
bocznej walca o promieniu podstawy Rcosa 1 wysokosci zR/2.

Dowod:

Mamy do czynienia z trzema powierzchniami obrotowymi, kazda powstala przez obrot
krzywej o dtugosci wR/2. Punkty A;, A>i A;’ wybieram zgodnie z Rys.4.5.3.
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Po ustaleniu dowolnego A; ( 0 < h; <wR/2 ) przyjmijmy nastgpujace oznaczenia:

r’»(X1) — promien okregu (rownoleznika) zawartego w powierzchni czgsci potowy
jabtka, przechodzacego przez punkt X; (oddalony od punktu A4; o A;);

r(X;) — promien okrggu (rownoleznika) zawartego w powierzchni potsfery,
przechodzacego przez punkt X, (oddalony od punktu 4;0 h;);

ro(X2’) — promien okregu (réwnoleznika) zawartego w powierzchni bocznej walca,
przechodzacego przez punkt X’ (oddalony od punktu A4;’ o h;);

L’jx(X;) — dhugos$¢ okrggu (réwnoleznika) zawartego w powierzchni czeéci potowy
jabtka, przechodzacego przez punkt X; (oddalony od punktu A4; o A;);

L,(X;) — dlugos¢ okregu (rownoleznika) zawartego w powierzchni potsfery,
przechodzacego przez punkt X;(oddalony od punktu 4;0 h;);

Ly, (X>’) — promien okrggu (réwnoleznika) zawartego w powierzchni bocznej walca,
przechodzacego przez punkt X;’(oddalony od punktu 4.’ o h;).

Wybor punktu X; i X; utozsamiamy z wyborem kata f (0 < f < #/2). Miara kata f wyraza si¢
wzorem f# = (wR/2 — h;)/R w przypadku czgsci potowy jabtka oraz odcinka sfery. Wyliczenie
wyzej wymienionych promieni oraz dlugosci rownoleznikow przedstawione jest na Rys.4.5.3
— sprawdzenie, czy ponizsze wyniki sa poprawne pozostawiam czytelnikom.

X

rip(X1)

rip(X1)
L2(X1)

Rcosg + Rcosa
27 ry(Xi) = 2nRcosg+ 2rRcosea

A

2 A; Rcosc

RS2
S —
o
B 2
N
R(Xa) _ l ERE——
(X3) = Rcosg row(X5) = Rcosa
Lo(X;) = 2nRcosg Lpw(X3) = 2rRcosa

Rys.4.5.3. Zaleznosé pomiedzy poloZzeniem rownoleznika a jego diugoscia dia czesci polowy jabika, potsfery | powierzchni bocznef walca.
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Nastepnie pordwnujemy sume dtugosci rownoleznika poétsfery (oddalonego od punktu A,
o h) 1 dlugosci rownoleznika powierzchni bocznej walca (oddalonego od punktu 4, o h)
z dlugoscia réwnoleznika czg$ci polowy jabtka (oddalonego od punktu 4; o h):

L,(X5) 4+ Ly, (X;) = 2mReosff + 2mReosa = L' 15 (X)),

Zatem, zgodnie z wersja zasady Cavalieriego dla powierzchni obrotowych (Zasada 4.2.2):

PJ.{.-'Q — Pju + Bm'_

4.5.4. Uwaga:

Twierdzenie 4.5.2 pozwala nam wyznaczy¢ pole powierzchni czg$ci jabtka w oparciu
0 znajomos$¢ wzoru na pole powierzchni potsfery i pole powierzchni bocznej walca:

d 2 237
-PJI.-"_) - Pju —|_ R;H- — ETTR_+ :T_.H_FGSG

Druga z opisywanych na poczatku powierzchni powstaje przez obrot tuku (krotszego)

o dlugosci R(w/2 — &) wokot osi obrotu jabtka (Rys.4.5.6). Powierzchnie ta porownuj¢

z réznica pola powierzchni bocznej pewnego walca 1 czaszy pewnej sfery (odcigtej na
wysokosci Rsina od $rodka sfery). Wyznaczanie pola powierzchni tego fragmentu jabtka
bedzie rdwniez bardzo podobne jak w przypadku pola wrzeciona opisanego w poprzednim
podrozdziale.

Twierdzenie 4.5.5. Pole powierzchni czg¢$ci jabtka powstalej przez obrot (krétszego) tuku

o dtugosci R(m/2 — @) wokot osi obrotu jabtka jest rowne rdznicy pola powierzchni bocznej
walca o promieniu podstawy Rcosa 1 wysokosci R(/2 — @) 1 pola czaszy sfery o promieniu

R odcigtej na wysokosci Rsina.

Dowod:
Mamy do czynienia z trzema powierzchniami obrotowymi, kazda powstala przez obrot

krzywej o dlugosci R(/2 — ).

Po ustaleniu dowolnego 4. ( 0 < h, < R(n/2 — @) ) przyjmijmy nast¢pujace oznaczenia:
*  r”»(X;) — promien okregu (réwnoleznika) zawartego w powierzchni czgsci potowy
jabtka, przechodzacego przez punkt X (oddalony od punktu A, o A;);
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*  ru(X2’) — promien okregu (réwnoleznika) zawartego w powierzchni bocznej walca,
przechodzacego przez punkt X’ (oddalony od punktu 4;’ o h,);

* 1y (X3 — promien okregu (réwnoleznika) zawartego w powierzchni czaszy sfery,
przechodzacego przez punkt X;’’(oddalony od punktu 4,’’ o h;);

LX) — dlugo$¢ okregu (réwnoleznika) zawartego w powierzchni czg$ci potowy
jabtka, przechodzacego przez punkt X;(oddalony od punktu A; o h;);

e Ly(X;’) — promien okrggu (réwnoleznika) zawartego w powierzchni bocznej walca,
przechodzacego przez punkt X;’(oddalony od punktu 4.’ o h;).

o L.(X;”’) — dlugos¢ okreggu (réwnoleznika) zawartego w powierzchni czaszy sfery,
przechodzacego przez punkt X’ (oddalony od punktu 4,°’ 0 h;);

Wybor punktu X 1 X>*’ utozsamiamy z wyborem kata f ( @ < f < n/2). Miara kata f wyraza
si¢ wzorem f = (wR/2 — hy)/R w przypadku czesci potowy jabtka oraz czaszy sfery.
Wyliczenie wyzej wymienionych promieni oraz dtugosci rownoleznikéw przedstawione jest
na Rys.4.5.6 — sprawdzenie, czy ponizsze wyniki sa poprawne pozostawiam czytelnikom.



36

Rsina

f}:.-z(xz) = Rcosa — Rcosg
L2(X2) = 27 ry2(Xi) = 2nRcosa — 2nRcosp

BoOsey ____"""""'-5 /_ <t
— g

he
h.>
R -
i T ﬁ B
__.—-—-"""-J

rew(X%) = Rcosa r.(X3) = Rcosg
Low(X3) = 2wRcosa L.(X5) = 2nRcosg

.
ey

Rys.4.5.6. Zaleznosé pomiedzy poloZzeniem rownoleznika a jego diugoscia dia drugief czesci polowy jabika,
powierzchni bocznej walca oraz pola czaszy sfery.
Nastgpnie poroéwnujemy roznicg dhlugosci rownoleznika powierzchni bocznej walca
(oddalonego od punktu A,’ o h;) i dlugosci réwnoleznika powierzchni czaszy sfery
(oddalonego od punktu 4.’ o h;) z dtugoscia rownoleznika czgsci potowy jabtka (oddalonego
od punktu A4; o h;):

Lyu(X3)—Le(X5) = 27 Reosa — 2n Reosfl = L.;'Ff*(‘}{*).

Zatem, zgodnie z wersja zasady Cavalieriego dla powierzchni obrotowych (Zasada 4.2.2):

!

i r
Pf'g’? :Phl-!'_ B? .
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4.5.7. Uwaga:

Twierdzenie 4.5.5 pozwala nam wyznaczy¢ pole powierzchni czgsci potowy jabtka w oparciu
0 znajomos¢ wzoru na pole powierzchni potsfery i pole powierzchni bocznej walca:

r

" f 7 P 4 p 20« 2.
Pja"? :-PI’H.!'_ R? = ?TER_}COSG: —2n R acosa —27R + ETTRSF-??.(}:'

4.5.8. Uwaga:

Ostatecznie pole powierzchni potowy jabtka jest suma pol opisywanych powierzchni:

) .
Pjjy = Pjjy + Pjjy = 20 R (sina + weosa — acosa)
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