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TEORIA POLA DLA FIGUR WIELOKATNYCH NA SFERZE WSTEP

WSTEP

Niniejsza praca opisuje zagadnienia geometrii sferycznej, ktéra to jest jednym z
modeli geometrii nieeuklidesowej. Jako ptaszczyzng rozumieé tu bedziemy sfere, proste to
okregi wielkie na sferze natomiast punkty to punkty na sferze.

Celem tej pracy jest sformutowanie, jak rowniez uzasadnienie, poprawnosci teorii pola
dla figur sferycznych. Opierajac si¢ na czterech aksjomatach, ktérych tres¢ przytaczam
ponizej, wyprowadze wzor na pole, najpierw dla dwukatow, nastepnie dla tréjkatéw a w
koncu dla wielokatow na sferze. Pokaze, ze pole dowolnego wielokata sferycznego jest rowne
jego defektowi. Po zdefiniowaniu defektu figury wielokatnej, jak rowniez samej figury
wielokatnej, pokaze, ze pole takiej figury to suma defektow jej trojkatow sktadowych.

Najwazniejsza jednak czescig tej pracy jest analiza wyprowadzonej wcze$niej teorii
pod katem niesprzecznos$ci 1 niezalezno$ci wspomnianych juz aksjomatow. Ostatni rozdziat
poswigcony jest figurom innym niz figury wielokatne, a mianowicie czaszom sferycznym.
Okaze sie, ze przyblizajac pole czaszy wielokatami sferycznymi z gory i z dotu, a nastgpnie

przechodzac do granicy, uzyskamy doktadng wartosc¢ jej pola.

Aksjomaty, na ktérych opiera si¢ teoria dla figur wielokatnych na sferze:
(Tu, jak 1 w dalszej czesci pracy, bedziemy rozumie¢ pole jako funkcje¢ P, ktora figurom na
sferze przyporzadkowuje liczby rzeczywiste)
AM - aksjomat monotoniczno$ci
Jesli figura F zawiera sie w figurze G to P(F) < P(G)
AS — aksjomat addytywnosci
Jesli figury F i G nie zachodzg na siebie (czyli nie majq wspolnych punktow
wewnetrznych) to mamy zaleznos¢ P(F © G) = P(F) + P(G)
AP — aksjomat przystawania
Jesli figury F i G sq przystajgce to P(F) = P(G)
AJ — aksjomat jednostki pola
Pole catej sfery wynosi 4
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Sformutuj¢ teraz aksjomat sumy uogdlniony dla wickszej liczby nie zachodzacych na siebie

figur.

Uogo6lnienie AS
Jesli  figury F,, F>, .. , F, parami na siebie nie zachodzg to
P(FLOF,U...OUF)=P()+PF,)+..+P(F).

Dowdd:

Niech F = F, + F,+ ... + F,, gdzie F; to figury sktadowe figury F, parami na siebie nie
zachodzace.

Przeprowadzajac rozumowanie indukcyjne mamy:

dla n=1 P(F) = P(F)), czyli prawda;

dla n=2 zAS P(F VF,)=P(F)+P(F).

Zaktadam prawdziwos$¢ dla n

P(F)=P(F,OVF, V... OF)=P(F)+ P(F,)+...+ P(F)

1 pokazuje, ze zachodzi dla n + 1:

P(EOF, V... OF, OF, )=PWFUF, )= PUFE)+PF,,)=PF)+P(F,)+...+ P(F)+ P(F,).
Czyli:

P(F,UF,U..UF,)= P(F)+ P(F,)+...+ P(F,)
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ROZDZIAL 1

W rozdziale tym wyprowadze wzor na pole wielokata sferycznego. Po sformutowaniu
definicji wyprowadze wzor na pole dwukata sferycznego, a nastepnie na pole trojkata
sferycznego. Korzystajac z faktu, ze kazdy wielokat mozna podzieli¢ na skonczona

liczbe trojkatow nie zachodzacych na siebie, pokaze, ze pole dowolnego n - kata

sferycznego jest rtowne P(W) =a, +...+a, —(n—2)7 , gdzie «; to katy n — kata.

1.1 Definicje

W podrozdziale tym sformutuje kilka istotnych dla pracy definicji.

SFERA - zbior punktow przestrzeni, ktorych odlegtos¢ od punktu bedgcego srodkiem sfery

Jjest stata, rowna promieniowi sfery;

OKRAG WIELKI — okrag, ktorego srodkiem jest srodek sfery a promieniem promien sfery;

ODCINEK SFERYCZNY - cze$¢ okregu wielkiego;

PUNKTY ANTYPODYCZNE - dwa rézne punkty sfery, ktore lezq na jednej prostej ze

srodkiem sfery;,

DWUKAT SFERYCZNY - czg$¢ sfery ograniczona dwoma odcinkami sferycznymi o

wspolnych wierzchotkach bedgcych punktami antypodycznymi;

TROJKAT SFERYCZNY - czesé sfery ograniczona trzema odcinkami sferycznymi;
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WIELOKAT SFERYCZNY - czes¢ sfery ograniczona tamang zamknietq bez

samoprzecigé, ztozong z odcinkow sferycznych.

Teraz przystgpujemy do wyprowadzenia z przytoczonych we wstgpie aksjomatow wzoru na

pole dwukata sferycznego.

1.2 Dwukat sferyczny
A

Rozwazmy dwukat o kacie
& przy wierzchotku A.
Zauwazmy, ze kat przy
wierzchotku A jest rowny
katowi przy wierzchotku B.
Tu, jak 1 w dalszej cze$ci
pracy bedziemy oznaczaé
B Rys. 1.1 dwukat o kacie &

symbolem D,, .

Korzystajac z aksjomatow przytoczonych we wstepie pokaze teraz, ze pole dowolnego
dwukata sferycznego L., jest rowne jego podwojonemu katowi, tzn. P(D, ) =2c .

Rozpatrzmy najpierw takie dwukaty, gdzie® jest wspdlmierny z 27 czyli
JkeQ: koa=2r7.
Rozwazmy osobno przypadki, gdy & € Zoraz gdy k€ O ale k¢ Z.
a)keZ
Cala sfer¢ mozna podzieli¢ na k przystajacych do siebie dwukatow o kacie & . Z aksjomatu

jednostki wiemy, ze pole catej sfery wynosi 47 . Pole dwukata wynosi, zatem:

4
4 2 P(D,)=—-—=2a
P(Da)=7”, k:g,czyli (Do) = =22
o

Otrzymujemy stad, ze:

P(D,)=2c

Stad wniosek, ze gdy k jest catkowite pole dwukata wynosi 2cr .
b) k€O
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Zauwazmy, ze k=p +gq, gdzie € Z, q<Q, q<(0l)
Mamy:

(p+q)-a=2n
p-a+q-o=2rx

Wiemy, ze pole catej sfery wynosi 47 , z AS otrzymujemy:
4r = p-P(D,)+ P(D,,) , gdzie D,. jest dwukgtem o kacie 4 .
Do przeprowadzenia dalszej czesci dowodu, potrzebny bedzie nastepujacy fakt:

1.3.1 FAKT POMOCNICZY

Pole dwukqta D, , gdzie 9 € O oraz q € (0,1) wynosi: P(D,,) = q-P(D,),
Dowdd faktu:

Niech q=£, IlmeN, [<n,
n

1
Pokazemy najpierw, ze ;P (D) =PDD,) .

Istnieje podziat kata& na n rownych czgsciZ AS mamy:

P(D,)=P(D, +..+D )=P(D )+..+P(D )=nP(D )
RO T WSS E R "

n  razy n razy

P(D,)

Otrzymujemy stad réwnosé - nP(Dg). Po podzieleniu obydwu stron przez n

1
otrzymamy: ;P(Da) =P(D, ). (%

Wezmy teraz [ katow % . Z AS wynika, ze:

P(D,)=P(D, +..+ D,)=P(D,)+...+ P(D,) =IP(D,)
" ﬁﬂﬁ%’cﬁﬁi ﬁﬂﬂﬁ‘%ﬁ’&%ﬁ% "

razy razy

)
Po skorzystaniu z (*) dostajemy ;P (D) =P, ),

n
a w ostatecznos$ci otrzymujemy, ze:

P(D,,) =q-P(D,) co bylo do okazania.

c.d. b)

Wracajac do rozpoczetego wezesniej dowodu, skorzystamy z powyzej udowodnionego faktu:

4r = p-P(D,) +P(D,,) = p-P(D,)+q-P(D,) =P, )p+q)=k-P(D,),
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4 2
stad P(D,) = 7” , a poniewaz k = ?ﬂ mamy:

1.3.2 WNIOSEK

Dla dwukgta o kgcie & wspdtmiernym z 27w mamy: P(D,) =2«

2
PrzejdZzmy teraz do dwukatoéw, gdzie & jest niewspotmierny z 27 , czyli k = 7” £0.

Wezmy taki kat B ,ze B<a, B wspdtmienyz 27 i Dy < D,

Z AM mamy P(D;) < P(D,) , natomiast z wniosku 1.3.1.2 mamy 28 < P(D,).

Wezmy teraz inny kat 7 taki, ze ¥ > @ oraz ¥ wspotmierny z 27 .

Wtedy D, < D, , wiec P(D,) <P(D,), czyli P(D,)<2y.

Otrzymujemy nastepujace nierownosci: 28 < P(D,) <2y .

Poniewaz & mozna dowolnie przyblizy¢ z dotu 1 z gory katami wspotmiernymi z 27
wezmy dwa nastepujgce ciggi: B, >« z dotu oraz 7, > @ z gory takie, ze B, <a<y,.
Prawdziwa, zatem jest nierowno$¢ 28, < P(D,) <2y,.Z twierdzenia o trzech ciagach mamy,
ze skoro 28, = 2a oraz 2y, — 2a to P(D,) =2a Stad wniosek:

1.3.3 WNIOSEK

Pole dowolnego dwukqta na sferze o kqcie @ wynosi: P(D,) = 2«

Korzystajac z wyprowadzonego powyzej wzoru na pole dwukata sferycznego wyprowadzimy

teraz wzor na pole trojkata sferycznego.

1.3 Troéjkat sferyczny

A

ABAC
BCB A ¢ dwukaty sferyczne
CBC A4

i \ RyS, 1.2
Pole trojkata ABC to czg$¢ wspolna dwukatow ABA'C, BCB'A, CBC'A. Przyjmijmy

nastepujace oznaczenia dla katéw trojkata ABC:
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& - kat przy wierzchotku A,
B - kat przy wierzchotku B,
Y - kat przy wierzchotku C.

Zauwazmy, ze:

AAC'B'= AACB,
ABAC'=AB AC,
ACA'B'= AC " AB,

a takze, ze:

AABC = AA'B°C".
Zauwazmy roOwniez:

Py ipe = P(Da)_PAABC"
PAC‘BA = P(Dy)_PAABC’

Pypca :P(Dﬂ)_PAABC‘

**)

Mamy stad: 47 = 2(Fypc + Parsc + Paasc + Paisc) .

Korzystajac z rGwnosci oznaczonych (**) mamy:

4w =2(Pypc + P(D,) — Pypc + P(Dy) — Pype + P(D,) — Pypc).

Poniewaz pole dwukata sferycznego jest rowne jego podwojonemu katowi, mamy:

27 =20 +2B+2y —2P, 50 .

A stad wyliczymy, ze pole trojkata sferycznego wynosi:

Pc=0a+B+y—m,

1.3.4 Defektem w trojkacie o katach &, 8.7 nazywamy liczbe

AT)y=a+pB+y—x .

1.3.5 WNIOSEK

Pole trojkqta sferycznego jest rowne jego defektowi, P(1') = A(T) , czyli

PMy=a+p+y—m,

Kolejng wazng figurg na sferze jest wielokat sferyczny, wyprowadze¢ wiec na podstawie

wczesniejszych wnioskow wzor na jego pole.

1.4 Wielokat sferyczny

Wielokat sferyczny wypukty — wielokqt, ktory znajduje si¢ po jednej stronie kazdego

wielkiego okregu zawierajgcego bok tego wielokqta.
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Kazdy wypukly wielokat sferyczny mozna podzieli¢ na
skonczong liczbe trojkatéw sferycznych, laczac jeden z
wierzchotkéw, z kazdym przeciwlegtym wierzchotkiem
odcinkiem sferycznym. Pole takiego wielokata, z AS i
jego uogoblnienia bedzie, zatem réwne sumie poél tych
trojkatow.

Dla dowolnego n — kata sferycznego wypuklego

otrzymamy w ten sposob n — 2 trojkatow sferycznych.

Podziat taki nazywamy triangulacjq.

Niech o.0t,,...,, beda katami n — kata, natomiast o, ,...,a" > katy trojkatow

podzialu we wspolnym wierzchotku A. Ponadto katy o;,as,....a, .o, , powstaja w

wyniku podziatu katow <5.....x,_, . Zauwazmy, Ze:

a, +.+a"? =a,

a, +a, =a,

a, +a,, =a,,
Z AS mamy: P(Wy) = P(T)) + P(1,) +...+ P(Ty_,) .
Pola poszczegolnych trojkatow wynosza:
P(T)=a,+o, +a,—r

PT)=a, +a, +o, -7

P(Ty )=a? +a, +a, —mx,
stad pole wielokata, jako suma pol trojkatow sktadowych wynosi:

R ‘ e v - B
PW)=a+a,+a,—mt+a, +ta, +a,—w+...+a, oy, tay—7n =

=a,+a,+..+oy,—(n=2)x
Otrzymujemy stad, ze pole wypuklego n - kata sferycznego W, wyraza si¢ wzorem:
PW)=a +o,+..+a,—(n—2) ,

Zauwazmy, ze suma katdéw wewnetrznych n — kata wypuklego na plaszczyznie wynosi
(n—2)m .

Defektem wielokgta nazywaé bedziemy réznice miedzy sumq kqtow tego wielokgta a

(n—2)7, gdzie n to liczba kqtow wielokqta, i oznaczaé bedziemy:
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AW)=a,+o,+...+a,—(n—2)7
Na podstawie definicji defektu otrzymujemy nastgpujacy wniosek:
1.3.6 WNIOSEK
Pole wypuktego wielokqta sferycznego jest rowne jego defektowi
PW,) =AW,).
Wielokqt, ktory nie jest wypukly nazywamy wielokatem wklestym.
1.3.7 FAKT

Kazdy wielokgt wklesty mozna podzieli¢ na skonczong liczbe wielokgtow wypuktych

poprzez wyznaczanie przediuzen kazdego z bokow tego wielokgta.

Rys. 1.4

Dowdd:

Wezmy dowolny wielokat wklesty. Istnieje
przynajmniej jeden bok tego wielokata, ktory po dorysowaniu przedtuzen przetnie inny bok
tego wielokata. Zauwazmy, ze kazdy z bokéw wielokata jest czeScig jakiego$ okregu
wielkiego. Zatem kazdy bok po dorysowaniu okregu wielkiego, na ktorym lezy przetnie nam
sfer¢ na dwie polsfery. Zauwazmy, ze wielokaty uzyskane przez podziat przedtuzeniami
bokéw sa przekrojami pewnej liczby polsfer. A jak tatwo zauwazy¢ przekrd) skonczonej

liczby potsfer jest wielokatem wypukiym.

Z 1.5.4.1 1 1.5.1 mamy, ze kazdy wielokat wypukty mozna podzieli¢ na skofczong liczbe
trojkatow.

Waznym faktem jest, ze bez wzgledu na sposob rozbicia danego wielokata na trojkaty
sktadowe, warto$¢ P(F) pozostanie ta sama. Analiza powyzszego zajme¢ si¢ w kolejnym

podrozdziale.

1.5 Niezalezno$¢ funkciji P od sposobu rozbicia na trojkaty

10
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Dowolny wielokat sferyczny rozbijmy na trdjkaty sktadowe. Sprobujmy policzy¢ jego pole.
Ponizsze przyktady sposobow rozbicia ilustrujg pewne aspekty ogdlnego rozumowania, ktore
zostanie przeprowadzone w dalszej czgs$ci.

W momencie, gdy wszystkie wierzchotki trojkatow pokrywaja sie z wierzchotkami wielokata
(rys. 1.5) mamy sytuacje analogiczng do 1.5.1, Wiemy stad, ze pole tego wielokata to suma

pol jego trojkatow sktadowych, czyli de facto, suma ich defektow.

Rys. 1.5
Moze si¢ zdarzy¢, ze ktoryS z wierzchotkow trojkata bedzie lezal na boku wielokata.
Rozwazmy czworokat jak na rysunku 1.6.

Mamy wowczas: P(W) = P(1}) + P(T,) + P(T) .
Korzystajac z wniosku 1.4.2 otrzymujemy, Ze:
PWy=a+p+A—-n+p +y+B—-n+C+y +6—7x
Zauwazmy, ze: B+ =B, ¥y +y =y oraz, ze
A+B+C=T.

Po podstawieniu otrzymujemy, wiec:

PWy=a+p+y+6-2n

Moze zaistnie¢ rowniez sytuacja, gdzie ktory$ z wierzchotkow
trojkata sktadowego bedzie lezat wewnatrz wielokata.
Wezmy czworokat jak na rysunku 1.7. Jego pole jest wowczas

rowne: PW) = P(T) + P(1;) + P(T) + P(T)) czyli: A

PWYy=a+A+p—rn+p +B+y—7m+y " +C+06—n+6 +D+oa —r1 .
Zauwazmy, zZe:

a+a'=a ,B+B =B,y +y =y, +6 =6,

oraz,ze A+B+C+D=27T.

Stad pole naszego wielokata wynosi:
PW)y=a+p+y+06—-2m .

11
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Zwrdémy uwagge, ze triangulacja, czyli rozklad wielokata na trojkaty ma taka ceche, ze dwa
rozne trojkaty sg albo rozlaczne, albo maja jeden wspolny wierzchotek, albo maja wspolny
caty bok.

Ogolnie:

Jesli w rozkladzie wielokata na trojkaty wystepuje m trojkatow sktadowych, p wierzchotkow
lezacych na bokach n — kata oraz / wierzchotkdw wewnetrznych mamy:

PW,)=a, +..+a,—mr+pr+2lr, gdzie @; -katy n —kata, m, p, | € N

PW,)=o +.+a,—rx(m—p-=2l). (¥)

Udowodnig teraz nastgpujacy fakt:
1.3.8 FAKT
m—p—2l=n-2, gdziem, n, piljakwyzej.

Dowod:

Postuze si¢ tu wzorem Eulera, ktory mowi, ze jesli wielokat jest podzielony na trojkaty w
sposob tworzacy triangulacje 1 jesli triangulacja ta posiada W - wszystkich wierzchotkow,
K —wszystkich krawedzi, m — trojkatow sktadowych, to zachodzi zalezno§¢: W— K + m = 1.
Latwo zauwazy¢, ze liczba wszystkich wierzchotkow to suma liczby wierzchotkow n — kata,
wierzchotkdw wewnetrznych 1 lezacych na bokach n — kata, czyli: W=p + [ + n.

Policzmy teraz krawedzie. 3m okre$li nam liczbe krawedzi trojkatéw sktadowych z tym, ze
wewnetrzne krawedzie tych trojkatoéw zostang policzone dwa razy. Jesli dodamy do tego

liczbe bokow n — kata oraz liczbe wierzchotkow

lezacych na bokach n — kata, otrzymamy
podwojong liczbe wszystkich krawedzi. Stad, po

podzieleniu wyniku przez 2 uzyskamy zadang

3m+n+p

. K=
liczbg: 2
Po podstawieniu i1 K do wzoru Eulera otrzymamy:

3m+n+p m=1

>

p+l+n—

co po przeksztatceniu da nam:

m—p—-2l=n-2.

Wracajac do wzoru (*), po skorzystaniu z faktu 1.6.1 mamy:

12
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PW)=a,+...+a,—nr(n-2)

Na mocy definicji 1.5.2 otrzymujemy w ten sposob nastepujacy:

1.3.9 WNIOSEK

Pole dowolnego wielokqgta sferycznego jest réwne jego defektowi P(W,) = A(W,).

13
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ROZDZIAL 2

W rozdziale tym zajme sie analizg teorii pola dla figur wielokatnych sferycznych. Na
poczatek zdefiniuje pojecie figury wielokatnej oraz jej defekt. Nastepnie zajme sie
zdefiniowaniem, bez odwolywania sie do pojecia pola, pewnej funkcji L
przyporzadkowujacej figurom wielokatnym liczby rzeczywiste. W definicji funkeji L
opre sie na pojeciu defektu figury wielokatnej. W kolejnym kroku wykaze, ze funkcja
L spelnia aksjomaty AJ, AS, AM i AP dowodzac tym samym niesprzeczno$¢ teorii

opartej na tych aksjomatach. Na koniec pokaze, niezalezno$¢ aksjomatow.

2.1 Defekt figury wielokatnej

W przypadku figur, bedacych wielokatami sferycznymi, defekt jest r6znicg pomigdzy sumag
katow figury sferycznej a suma katéw jej euklidesowego odpowiednika. Rozwazmy figure,
ktora nie jest n — katem.

Figura wielokatna — suma nie zachodzqcych na siebie

trojkqtow sferycznych.

Ogolnie, mozna powiedzie¢, ze jest to taka figura, ktora
zawiera w swoim wngtrzu ,,wyciete” wielokaty lub,
ktora posiada styczne do siebie w jednym punkcie inne

figury wielokatne. Przyktadowa figure tego rodzaju

ilustruje rys. 2.1. Aby okresli¢ defekt takiej figury
sferycznej potrzebujemy znalez¢ jej odpowiednik na plaszczyznie, obliczy¢ jego katy 1 odjaé
od sumy katow figury sferycznej. Przyjmijmy, ze bokami takiej figury beda wszystkie odcinki
ograniczajgce ta figure zaréwno z zewnatrz jak i od srodka, wierzchotkami wszystkie punkty,

w ktorych schodza si¢ boki tej figury a katami wszystkie wewnetrzne katy przy
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wierzchotkach (patrz rysunek 2.1). Suma katéw takiej figury bedzie, zatem suma wszystkich
tych katow.

Problem stanowi znalezienie euklidesowego odpowiednika tej figury, ktérego sume¢ katow
mozna by odja¢ od sumy katéw naszej figury, aby
uzyska¢ jej defekt. Potrzebujemy, wiec znalezé
takie odwzorowanie, ktore odcinkom sferycznym
bedacym tukami okregow wielkich, przyporzadkuje

odcinki euklidesowe na plaszczyZnie a co za tym

idzie figurom wielokatnym sferycznym, figury

/ Rys. 2.2

wielokatne euklidesowe.
Rozwazmy odwzorowanie, ktore punktom potsfery bez brzegu przyporzadkowuje ich rzut
centralny na plaszczyzne styczng do tej potsfery w punkcie biegunowym. Polega ono na tym,
ze z punktu bedacego $rodkiem sfery prowadzimy proste przechodzace przez kazdy punkt tej
potsfery. Punkty bedace przecigciem tych prostych ze styczng ptaszczyzng to rzuty centralne
odpowiednich punktow potsfery. Przy takim odwzorowaniu odcinki, bedace na sferze tukami
kot wielkich przechodza na odcinki euklidesowe na ptaszczyznie (rys. 2.2).
Jesli rozwazana figura wielokagtna zawiera si¢ catkowicie w poélsferze i nie zahacza o jej
brzegi, to mozemy wykona¢ takie odwzorowanie 1 jej obrazem w rzucie centralnym bedzie
figura wielokatna na plaszczyznie. W tym przypadku defekt mozna okresli¢ jako réznice
sumy katow figury sferycznej i sumy katow jej odwzorowania na ptaszczyznie. W przypadku,
gdy rozwazana figura jest wicksza, wyzej opisane odwzorowanie nie jest wystarczajace.
Ustalmy, zatem podzial sfery na 8 rownych czesci, tak, ze
S2 — LSJC,J gdzie g2 to cala sfera (patrz rysunck 2.3). Nasza
Pt
figura W podzieli si¢, zatem, na co najwyzej 8 mniejszych
figur wielokatnych, z ktorych kazda lezy w innej czesci C; .

Mamy, ze W =W, U...OW; gdzie W, = C,,

i

Rys. 2.3 Aby odwzorowa¢ figur¢ wielokatng zawarta w czesci C;
umies¢my C; na takiej potsferze, ktora w catosci bedzie ja zawieraé 1 zrzutujmy ja w wyzej
opisany sposob na plaszczyzne. Postepujac
analogicznie dla kazdej kolejnej czesci, dobierajac
odpowiednio potsfery, mozna uzyskac

zrzutowany obraz dowolnej figury sferyczne;.

Rys. 24
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Formalnie:

Niech @; bedzie tym odwzorowaniem, ktére kazdej figurze wielokatnej zawartej catkowicie

w C; przyporzadkowuje jej obraz zrzutowany na plaszczyzng: ¢,:C, — R®. Defekt figury
wielokatnej, ktora catkowicie zawiera si¢ w pewnej C; to réznica migdzy sumg katow figury
sferycznej a sumg katow jej rzutu centralnego. Bedziemy to zapisywaé jako:

AW,) =SW,)—S(@W,)), gdzie S(W) to suma katéw figury W. Definiujemy defekt calej

8
figury W jako sume defektow poszczegdlnych W, co zapisujemy jako L(W) =D A(W,).

i=1

Pokaze teraz, ze defekt figury wielokatnej zawartej catkowicie w jednej z czgdci sfery jest
sumg defektow trojkatow sktadowych.
2.1.1 LEMAT:

Niech W bedzie figurq wielokgtng zawartq w czesci C;i niech W =T, ©...O T, bedzie

rozktadem tej figury na nie zachodzqce na siebie trojkqty. Wowczas

AW) = ZA(Z}).

Dowdd:

Rozwazmy figure wielokatng W. Jej odpowiednik euklidesowy, powstaly w wyniku rzutu
centralnego C; na plaszczyzng rozktada si¢ na nie zachodzace na siebie trojkaty, bedace
obrazem odpowiednich sferycznych trojkatow sktadowych. Z definicji defektu mamy, ze
AW ) =SW ) —S(eW ), Zauwazmy, ze w rozktadzie W na trojkaty sktadowe niektore z
wierzchotkow tych trojkatow moga sie zej$¢ na boku tej figury, inne w wierzchotku, jeszcze
inne wewnatrz tego wielokata. W pierwszym przypadku katy te dadza w sumie kat polpeny,
w drugim wypelnig kat naszej figury, natomiast te, ktore schodzg si¢ wewnatrz dadza w sumie
kat 27 . Zatozmy, ze w rozktadzie na trojkaty wystapi n tych wierzchotkow, ktére lezg w
srodku figury 1 m tych, ktore leza na jej boku. Otrzymujemy stad, ze suma katéw wszystkich
trojkatow sktadowych wynosi:

Zk:S(T[) =SW)+n-2r+m-m astad SW) :Zk:S(T[)—nQﬂ—m-ﬂ .

i=1 i1

Rozwazmy teraz sume katow odpowiedniej figury euklidesowej, czyli @, (W) . Podobnie jak

powyzej mamy:
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Y S () =S(@, W) +n-2x+m-x,  czyli S, (W) =Y. S@,(T)~n-2x-m-x.

i=l i=1
Poniewaz defekt W to roznica pomigdzy sumg katow W a sumag katow @, (W), po wykonaniu

odejmowania otrzymamy:

AW) = ZS(Z)—ZS((P[(Z-)) = Z(S(T;‘)_S((D[(T:‘)) = ZA(ﬂ) co konczy dowod.

Zanim przejde do pokazania, ze funkcja L spelnia aksjomaty AJ, AS, AM 1 AP udowodni¢
nastepujacy, pomocny pozniej fakt:
2.1.2 FAKT:

Niech W dowolna figura taka, ze W =1, ©...OT, Jesli dla kazdego i istnieje j takie, ze

T Coto LUV =S AT,

i1
Dowod:

Z zalozenia wiemy, ze kazdy z trojkatoéw sktadowych zawarty jest catkowicie w pewnej
czesci C;. Z podziatu sfery na osiem czgsci wynika, ze W rozlozy si¢ na co najwyzej osiem
skladowych figur wielokatnych, z ktorych kazda zawarta jest w pewnej czesci C;. Rozwazmy

z osobna kazda z nich i zsumujmy defekty trojkatow sktadowych na poszczegélnych C; Na

AW) = 2 ML) 7 Gefinicji funkeji L wiemy, ze

mocy lematu 2.1.1 otrzymamy: =

8 k
L) =D A(W,) ato zkolei jest rownowazne L(W) =D A(T}), co kohczy dowdd.

i=1 i=1

2.2 Niesprzeczno$¢ teorii pola

Gdy mamy juz zdefiniowang funkcj¢ L dla dowolnej figury wielokatnej na sferze

sprawdzimy, czy L spetnia aksjomaty zawarte we wstepie.

22.1AJ

Chcemy pokazaé, ze L(S?) = 4r, gdzie S° oznacza calg sfere.
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Rozwazmy opisany w 2.1 podziat sfery na 8 czesci, bedacych przystajgcymi, rOwnobocznymi

8
trojkatami sferycznymi o katach rownych % Z definicji L wiemy, ze L(S)= ZA(C,-)

i=1

3
a poniewaz C; sa przystajace L(S*) =8A(C,). Czyli mamy: L(S*)= 8(777 - ﬂj =4r | wigc

Al jest spelniony.

222 AM

Chce pokazaé, ze jesli jedna figura wielokatna zawiera si¢ w drugiej to jej pole jest mniejsze
lub rowne polu tej drugiej figury.

Mamy dwie figury wielokatne W, 1 W, takie, ze W, < W, .

Istniejg nie zachodzace na siebie i na W, trojkaty takie, ze W, =W, VT, U..UT, oraz, ze

T, cC,

Rozwazmy podzial W, na nie zachodzace na siebie
trojkaty takie, ze W, =7, V... T, ,orazze T,, = C, .
Mamy woOwczas na mocy faktu 2.1.2, zZe
L) = AT} + ...+ A(Ty,)

oraz L(W,) = L(W) + A(T)) +...+ A(T,) .

Poniewaz z geometrii sferycznej wiemy, ze defekt

dowolnego trojkata jest wielkosScia dodatnia, czyli

A(T;) > 0, mamy stad nierowno$¢ L(W,) = L(W,), czyli AM jest spetniony.

2.2.3 AS

Aby pokaza¢, ze AS jest spetniony pokazemy, ze z faktu, ze W =W, O W, gdzie W, 1 W, to
figury wielokatne sferyczne, wynika L(W) = L(W) + L(W,) . Rozwazmy rozklad figury W,
na trojkaty sktadowe takie, ze kazdy z tych trojkatow zawarty jest catkowicie w pewnej C.

Podobnie wezmy rozktad figury W-.. Zauwazmy teraz, ze suma trojkatow sktadowych obydwu

figur da nam w efekcie W, UW, rozlozone na trojkaty skladowe. Mamy wigc:

ZT" - ZT’“ * ZT". Z faktu 2.1.2 wiemy, ze L) = ZA(T”') oraz

TocW, oW,  T,c 7, W, =

18



TEORIA POLA DLA FIGUR WIELOKATNYCH NA SFERZE ROZDZIAYL 2

Lw,) = z AT,) jak rowniez LW, W) = Z AT . Stad juz tatwo zauwazy¢,

T, W, T W oW,

ze LOW) = LW)+L(W,).

2.2.4 AP
Pokaze, ze jesli dwie figury s przystajace to ich pola sg rowne.
Wiemy, ze jesli W, =W, to W, mozna roztozy¢ na
trojkaty w taki sam sposob jak W,. Mamy woéwczas, ze

D AT, = D AT a co za tym idzie, na mocy

T,=M 7,0,

faktu 2.1.2 A(W) =AW,), czyli LW,)=LW,).
Powyzsze rozumowanie jest jednak prawdziwe tylko dla
takich W; 1 W,, ktore catkowicie zawierajg si¢ w jednej
sposrod czesci Ci. W przeciwnym wypadku, krawedzie C;
moga nam ,,rozcig¢” W, i W, na takie figury sktadowe,
ktore nie beda juz figurami przystajacymi. Rozwazmy
zatem izometri¢ [ sfery, ktéra przeksztatca W, na W..
Wyznaczony przez krawedzie C; podziat figury W,

przenosimy przy pomocy | na figur¢ W, natomiast

podziat W, przy pomocy |~ przenosimy na W,.
Otrzymamy w ten sposob podzial W, 1 W> na przystajace figury wielokatne, ktdre teraz mozna
roztozy¢ na takie trojkaty, z ktorych kazdy zawiera si¢ catkowicie w jednej z C.. Kazdy z

trojkatow sktadowych W, ma przystajacy do niego trojkat sposrod trojkatow sktadowych W..

na mocy faktu 2.1.2 wiemy, ze L) = ZA(Tk) oraz, ze L7,) = ZA(T’).

TooW, T,eW, 2
Poniewaz odpowiednie trojkaty 7x i 7; sg przystajace ich defekty, a zatem réwniez suma tych
defektow jest sobie rowna, stad L(W,) = L(W,), tak wigc AP jest spelniony.
2.2.5 WNIOSEK
Poniewaz funkcja L zdefiniowana jest jednoznacznie, spetnia uktad aksjomatow AS,
AJ, AM, AP wnioskujemy, Ze teoria pola dla figur wielokqtnych na sferze jest

niesprzeczna.
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Pokaze teraz, ze omawiany uklad aksjomatow jest uktadem niezaleznym.

2.3 Niezalezno$¢ ukladu aksjomatow: AJ, AS. AM. AP

Uktad aksjomatdéw jest niezalezny, gdy jest niesprzeczny oraz gdy kazdy z aksjomatow jest
niezalezny od pozostatych. Zeby pokazaé niezalezno$¢ poszczegdlnych aksjomatow, wskaze
funkcje, przyporzadkowujace figurom wielokatnym liczby rzeczywiste, dla ktérych wszystkie

aksjomaty sg spetnione z wyjatkiem jednego.

2.3.1 Niezaleznos$¢ aksjomatu jednostki.

Rozwazmy funkcje, ktéra zadanej figurze przyporzadkuje podwojong warto§¢ wczesniej
zdefiniowanej funkcji L, czyli L, (£) =2L(F).

Funkcja ta nie spetnia AJ, gdyz zgodnie z nim pole catej sfery wynosi 47 , podstawiajac
jednak do wzoru funkcji otrzymamy L, (F) =2L(F)=2-47 =8r .

Pokaze teraz, Zze pozostale aksjomaty sa spelnione. WeZmy aksjomat monotonicznosci.
Wiemy, ze gdy figura F; zawiera si¢ w figurze F, to L(F}) < L(F,). Po pomnozeniu obu
stron nierdwnosci przez dwa otrzymamy 2L(F)) <2L(F,), czyli L,(F)<L,(F,) wiec
AM jest spetniony przez funkcje L.

Poniewaz funkcja L speinia aksjomat sumy wiemy, ze jesli dwie figury F; 1 F; nie zachodza
na siebie to L(F, U F,)=L(F))+L(F,). Po pomnozeniu obu stron rownania przez dwa
otrzymamy  2L(F, U F,)=2L(F)+2L(F,) a to =z kolei jest roéwnowazne
L,(Fy wF,)=L,(F)+L,(F,),czyli AS jest spetniony.

Aksjomat przystawania mowi, ze jesli dwie figury F; 1 F, sg przystajace to ich pola sg rowne.
Poniewaz funkcja L spelnia ten aksjomat prawdziwa jest, zatem rowno$¢ 2L(F}) = 2L(F))
a stad mamy L, (F,) =L, (F,) . AP jest wigc spetniony.

Stad wniosek, ze AJ jest niezalezny od pozostatych aksjomatow.

2.3.2 Niezalezno$¢ aksjomatu sumy.
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Wezmy funkcje L,, ktora zadanej figurze przyporzadkowuje nastepujaca wartosc:

L) =LF) .

Pokaze teraz, ze AS nie jest spelniony czyli, Ze istniejg nie zachodzace na siebie figury F; 1
F>, dla ktorych L,(F, O F,) # L (F)+ L (F}).

Wiemy, ze L(F,UF,)=L(F))+L(F,). Po podniesieniu obu stron do kwadratu i
.. 1 ;
omnozeniu przez —— otrzymamy:
p p 4 y y
! L*(F, UF,) ! L*(F)+ ! L*(F,)+ ! L(F))- L(F,) czyli
— =— — — . ,czyli
4 ! ? 4 ! 4 ? 4r ! 2 Y

1
L (FyOF,)=L(F)+L(F,)+ EL(F' )-L(F,). Poniewaz dla figur wielokgtnych mamy

. .1 . . .
L(F)>0 czyli, ze wyrazenie an L(F))- L(F,) jest zawsze wigksze od zera. Stad wniosek, zZe:

L (Fy O F,)#=L,(F)+L,(F,) wigc AS nie jest spetniony.
W aksjomacie monotonicznosci chcemy, zeby z faktu, ze F, zawiera si¢ w I, wynikato, ze

L,(F) < L,(F,). Jesli nierowno$¢ L(F,) < L(F,), ktora zachodzi, gdyz funkcja L spetnia

. . . . 1
AM, podniesiemy obustronnie do kwadratu 1 pomnozymy przez . otrzymamy
7T

1 1
Eﬁ (F) < ELZ (), czyli L,(F) <L (F,),awiec AM jest spelniony.
1 1
Aksjomat jednostki jest spetniony, bo L, (S?) = ELZ (%)= 5(4” ) =4r.

W przypadku aksjomatu przystawania wystarczy rownos¢ L(F}) = L(F),), dla przystajacych

figur F; 1 F,, podnies¢ obustronnie do kwadratu a nastgpnie pomnozy¢ przez 2. 0w
T

1 1
efekcie da — L*(F}) = — L*(F,) czyli L,(F) = L (F,).
45 45

Stad wniosek, ze AS jest niezalezny od pozostalych aksjomatow.

2.3.3 Niezaleznos¢ aksjomatu przystawania

21



TEORIA POLA DLA FIGUR WIELOKATNYCH NA SFERZE ROZDZIAYL 2

Na poczatek ustalmy funkcje L,. Niech D bedzie péisfera na sferze. Zdefiniujmy L, jako
L,(F) =2L(FOD) | odzie L(F) = A(F), natomiast FOID) wyznacza figur¢ wielokatng
zawartag w cze$ci wspolnej figury F i potsfery. Przyjmijmy,
ze jesli F' i polsfera nie majg czgsci wspolnej to FOD = &
oraz, ze L, () =0,

Pokazmy teraz, ze L, nie spelnia AP. Wezmy dwie

przystajace figury wielokatne F i F>, takie, ze F; jest zawarta

w D, natomiast F, jest z nig rozlaczna. Mamy, ze

Rys. 2.8

L,(F) = 2L(FOD) = 2A(F0D) oraz

L,(Fy) =2L(F,0D) =2L(2) =0, Poniewaz A(F0D)>0 stad wniosek, ze

L,(F) # L,(F,) wiec AP nie jest spetniony.

AlJ jest spetniony bo: L, (D) = 2L(DOD) = 2A(D) = 4r

Pokazmy, ze aksjomat monotonicznosci jest spelniony przez L, Niech F; i F. takie, Ze

F, c F,, wtedy rowniez FOD < F,0D . Wiemy, ze L(F)) < L(F,) wiec réowniez

L(FOD) < L(F,0D) aco zatymidzie L,(F)) < L,(F,)  czyli AM jest spetniony.

Zeby pokazaé, ze AS jest spelniony rozwazmy figure F, bedaca suma nie zachodzacych na

siebie figur wielokatnych F; 1 F> Zauwazmy, ze prawdziwa jest roOwnos¢

(F, U F,)0D = (F,0D) U (F,0D).

Zatem:

L,(F)=L,(FOF,)=2L{(F v F,)0D)=2L{(FOD) (F,0D)) =2L(FOD)+ 2L(F,0D)
Mamy, ze: L,(F)) =2L(FOD) oraz L,(F;) =2LIF,0D), wigc po dodaniu

otrzymamy: L,(F)+ L,(F,) =2L(FOD) +2L(F,0D) czyli ze

L,(FyOF,)=L,(F)+L,(F,) acozatym idzie AS jest spelniony.

Skoro AJ, AS i AM sa spetnione a AP nie dla L, wigc AP jest niezalezny od pozostatych

aksjomatow.

2.3.4 Niezalezno$¢ aksjomatu monotonicznosci

Aby pokaza¢ niezalezno$¢ AM wykorzystam istnienie pewnej funkcji f:R—>R o
nastepujacych wihasnosciach:

l.VxeR VqeQ [f(gx)=qf(x)
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2.Vx,yeR  f(x+y)=[f()+ f()

3.VgeQ  f(r-q)=7-q

4. fnie jest tozsamo$ciowa.

Uzasadnienie, ze funkcja f istnieje pomijamy. Opiera si¢ ono na mozliwosci potraktowania

zbioru liczb rzeczywistych jako przestrzeni wektorowej nad ciatem Q.

Zdetiniujmy teraz funkcje H jako H(W):=f(L(W)), gdzie W jest dowolng figura wielokatna.
Pokaze, ze funkcja H spetnia AJ:

Jesli 8% oznacza calg sfer¢ to L(S?) =4z . Mamy, zatem: H(S*) = f(L(S*))= f(4x) ato z
wlasnosci nr 3 funkcji fwynosi 47z , czyli AJ jest spetniony.

Z faktu, ze W, i W, sa nie zachodzacymi na siebie figurami wielokatnymi wynika, ze
LW+ LW,) = LW, OW,). JeSli na rowno$¢ ta natozymy funkcje f otrzymamy
SULW)+LW,)) = (LW, UW,)). Zauwazmy, ze na podstawie wilasno$ci drugiej funkcji
fotrzymamy: f(L(W))+ f(LW,)) = f(L(W, UW,)). Teraz korzystajac z definicji funkcji
H uzyskujemy rownos¢: H (W) + H(W,) = H(W, OW,), wigc rowniez AS jest spetniony.
Uzasadnijmy, ze H spetnia AP. Chcemy, zeby z faktu, ze dwie figury wielokatne W, 1 W, sa
przystajagce wynikato, ze H(W,) = H(W,). Wiemy natomiast, ze dla tych figur zachodzi
rownos¢  L(W)) =LMW,). Jedli nalozymy na nig funkcje f  otrzymamy:
SLM)) = f(L(W,)) ato z definicji funkcji H oznacza H(W,) = H(W,) .

Pokaze teraz, ze H nie spetnia AM.
Aby to pokaza¢ wykorzystam do tego nastgpujace lematy:

2.3.4.1 LEMAT:

Istniejq liczby dodatnie a i b takie, ze a < b i f(a) > f(b).

Dowod:
Poniewaz funkcja f'nie jest tozsamo$ciowa, istnieje co najmniej jedna warto§¢ x € R taka, ze
S (x)#x . Zatdzmy, ze x>0, w przeciwnym przypadku wezmy —x. Mamy wowczas z
wilasnosci pierwszej funkcji 2 S (—x) = f((—Dx)=—f(x), czyli w dalszym ciggu
J(=x) # —x , Rozpatrzmy teraz dwa przypadki, dla x<f{x) oraz dla f{x)<x.

Wezmy x<f{x). Wybierzmy dowolnie & € (x, f(x)) postaci b=¢q-7, gdzie ¢ € Q. Aby

dobra¢ takie b, wystarczy wybra¢ g z przedziatu (ﬂ S )) mamy wtedy Lo q< M
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konsekwencji x<g-7w < f(x). Skoro b=g-7 to z wiasno$ci 3 funkcji f wynika, ze
flq-m)=q-m. Wstawiajac do nierébwnosci f(¢-7) w miejsce 9 7 otrzymamy:
x< f(q-7) < f(x). Wstawiajgc teraz a w miejsce x i b w miejsce 97 otrzymamy, ze dla
a < b zachodzi nierowno$¢ f(a) > (D).

Rozwazmy przypadek, gdy f{x)<x. Wybierzmy & € (f(x),x)) postaci b =q -7 , gdzie ¢ € Q.
Analogicznie z powyzszym rozumowaniem otrzymamy nierdwno$é: x>¢q-7>f(x) a
nastepnie: x> f(g-7)> f(x). Wstawiajagc a w miejsce x i b w miejsce 4 7 otrzymamy, ze

dla a > b zachodzi nierownos¢ f(a) < f(b), co konczy dowod lematu 2.3.4.1.

2.3.4.2 LEMAT:
Istniejq dodatniea’ i b", ze a'<b'< % oraz f(a)> f(b).
Dowod:
b

Rozwazmy liczby a i b jak w lemacie 2.3.4.1. Wezmy a'= 3, b'=—, i zauwazmy, ze jesli
n n

n jest dostatecznie duzg liczbg naturalng to a'<b'< % Mamy tez, z wlasnosci 1 funkcji f, ze
. a 1 . b 1 )
fa) = f(;) = ;f(a) oraz f(b)= f(;) = ;f(b) . Skoro f(a)> f(b) (zgodnie z teza

1 1 b
lematu 2.3.4.1), to prawdziwa jest tez nierOwnos¢ - f(a)> - f(b), czyli f (%) > f (;) atoz

kolei znaczy, ze f(a’) > f (), co konczy dowdd lematu 2.3.4.2.

Wracamy do dowodu faktu, ze funkcja H nie spetnia aksjomatu AM. Dla liczb a* 1 b* jak w
lemacie 2.3.4.2 dobierzmy teraz figury F, i F,, zeby F, < F), b

oraz, zeby L(F,)=a i L(F,)=>b". Niech F, bedzie trojkgtem

sferycznym o kacie b 1 dwoch katach prostych, jak na rys. 2.12,

natomiast F, zawartym w nim trdjkacie o kacie a i réwniez

dwoch katach prostych. Tak dobierzmy F, 1 F), zeby zawieraty

si¢ W jednej czescl, np. Ci. Poniewaz:

L(F,) =2 an= a', L(F,.) = b= mamy, Rys. 2.9
“ 22 Y22
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ze H(F,)=f(L(F,) = f(a) oraz H(F,)=f(L(F,))=f(D") aztego, ze fla) > f(b)
wynika, ze H(F,) > H(F,) co przeczy AM.

2.3.5 WNIOSEK

Skoro kazdy z aksjomatow jest niezalezny od pozostatych to uktad 4 aksjomatow teorii

pola dla figur wielokqtnych na sferze jest uktadem niezaleznym.
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ROZDZIAL 3

W rozdziale tym zajme sie figurami sferycznymi, nie bedacymi figurami wielokatnymi
a mianowicie czaszami sferycznymi. Pokaze, ze pole czaszy mozna przyblizac z gory i z
dotu wielokatami sferycznymi a przechodzac do granicy uzyskamy miare pola tej

Czaszy.

3.1 Pola figur sferycznych nie bedacych wielokatami

Pole dowolnej figury na ptaszczyznie mozna przybliza¢ polem zawartych w niej, badz
catkowicie zawierajgcymi w sobie tg figur¢ kwadratami. Jest to oczywiscie metoda
przyblizona, gdyz warto$¢ pola bedzie wyrazona badz to z nadmiarem, badz z niedomiarem.

Przyktadowy pomiar ilustruje rys. 3.1

o~ | ~

\[\‘ /\} aun P
=
P=6 Rys. 3. P=24

Doktadnos¢ ta mozna zwigkszy¢ rozwazajac coraz to mniejsze kwadraty, ktorymi wypetniona

jest figura.

Rozwazmy analogiczng sytuacj¢ na sferze.
Zdefiniuymy figure zwang czasza sferyczng jako wycinek sfery powstaty w wyniku przecigcia
sfery ptaszczyzna, gdzie promien czaszy to promien okregu bedacego przekrojem sfery i owe;j

ptaszczyzny.
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3.1.1 Przyblizenie pola czaszy z niedomiarem

Rozwazmy sfer¢ o promieniu 1 i czasz¢ na tej sferze o
promieniu  » #1. Przyblizmy ja od wewnatrz

k przystajacymi trojkatami sferycznymi. Otrzymamy w
ten sposob k—kat sferyczny, ktorego wszystkie
wierzchotki lezg na obwodzie czaszy. Pole tego wielokata
przybliza nam pole czaszy jest jednak mniejsze od niego.

Aby obliczy¢ pole tego wielokata potrzebujemy znalezé

. . B . . Rys. 3.2
kat B . Zauwazmy, ze E) to kat dwuscienny pomiedzy
plaszczyzng zawierajaca punkty S, 4, O 1 plaszczyzng zawierajaca S, B, A. Aby znalez¢ ten
kat musimy, zatem wyznaczy¢ wspotrzedne punktow 4, B, S, O, rownania tych ptaszczyzn a
nastgpnie kat miedzy nimi.
Umie$¢my, wigc naszg sfer¢ w prostokatnym uktadzie wspotrzednych tak, aby jej srodek byt
Z poczatkiem tego uktadu. Wida¢ od razu, zZe
S=(0,0,0), O=(0,0,1). Punkt A niech si¢ znajduje
prostopadle nad osia OX, czyli ma wspotrzedna
v4 = 0. Aby obliczy¢ z, rozwazmy trojkat O,A4S. Jest

to trojkat prostokatny, mozemy wiec skorzystaé, z

X . . . . L
_~, twierdzenia  Pitagorasa, zeby  obliczy¢

SO, | =1—r2 . Stad z,= /i _,>, natomiast jak

fatwo zauwazy¢ x, = r. Mamy, wigc ze

Rys.33  4=@0, J1—,2).
Punkt B lezy na obwodzie tej samej czaszy

sferycznej, wiec wspotrzedna zz = z,. Wiemy, ze

. .2
miara sferycznego kata AOB wynosi 7”

Rozwazmy rzut prostopadlty punktu B na
ptaszczyzng XOY 1 policzmy xp z wlasnosci

trygonometrycznych trojkata XgzSB'. Mamy, ze

27



TEORIA POLA DLA FIGUR WIELOKATNYCH NA SFERZE ROZDZI1AL. 3

2 : 2 : .2
cos% =2 czyli x, =r- cos% . Natomiast y, =r- s1n77[ . Stad wspotrzgdne punktu B to:
r

B:(r-cos%[,r-sin%r,«/]_,,2 ).

Mozemy teraz wyznaczy¢ rownania ptaszczyzn Pl.sos 1 Pl.sgs. Latwo zauwazy¢, ze roOwnanie
Pl.sos to: y=0. Do wyznaczenia rownania Pl.sz, wykorzystamy nastgpujacy wzoér znany z
geometrii analityczne;j:
X — X Y—=W" zZ—Zz
(*y PlLa:x,—x; y,—y, z,—z|=0_ godzie x,y1,21), (X2,¥2,23), (X3,¥3,23) sa
X;—=X, Y;—Y, Z3—2Z
niewspotliniowymi punktami plaszczyzny.
X y z
PL.SBA: V~005277T F'Sin% Vi-r2| = 0, po obliczeniu tego wyznacznika otrzymujemy

r 0 1—72

rOwnanie: r-sin%rx/l—r2 cx+rl—r? (l—cos%[)y—r2 -sin%-z =0,

Kat migdzy tymi plaszczyznami to kat miedzy wektorami do nich prostopadtymi, czyli

migdzy u = [0,1,0] a v =[r~sin27ﬂ-\/l—r2,r\/l—r2 (1—005,2771-),—r2 -sin%],

L Ny L Uey
Do obliczenia tego kata wykorzystam wzor: €os(<£(u,v)) = ]| (*%).

Po wykonaniu rachunkéw otrzymujemy, ze:

R (l—rz(l—coszﬂ)
cos(L(u,v)) = k

2—r2(1—coszﬂj
k

Miara tego kata to natomiast arccos

(l—rz{l—coszﬂj

k

2—r2(1—coszﬂj
k

podwojony wyliczony wyzej kat. Mozemy juz obliczy¢ pole naszego k - kata, ktore rowne jest

. Kat B, ktorego szukamy to

jego defektowi (1.6.2): P, =k - —(k—2)7  co po podstawieniu da nam:
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(l—rz{l—coszzj o

2—r2(1—coszﬂ)
k

Zauwazmy, ze jes$li bedziemy bra¢ pod uwage pokrycie coraz to wigksza liczba trojkatow

P, =2karccos

doktadnos$¢ tych obliczen bedzie si¢ zwigkszac.

3.1.2 Przyblizenie pola czaszy z nadmiarem

Rozwazmy teraz  pokrycie czaszy k
przystajacymi trojkatami, ktore w swoim
wnetrzu  beda catkowicie zawieraé czaszg.
Otrzymamy w ten sposob k — kat sferyczny,
ktérego pole bedzie przyblizato pole czaszy,

sV

bedzie jednak od niej wigksze. Aby obliczy¢
pole tego wielokata musimy znalez¢ kat 7 , do
tego potrzebujemy zna¢ wspotrzedne dwoch
( Rys. 3.5 sasiadujacych ze sobg wierzchotkow k — kata.
Umies¢my punkty C 1 D symetrycznie
wzgledem osi OY i rozwazmy rzut sfery na ptaszczyzne XOY. Wierzchotki k — kata lezg na
okregu o promieniu 7., natomiast rzut przekroju sfery z
plaszczyzng zawierajaca S, C i D jest elipsg o osi duzej rdwnej

Y 1.

. . . , . , . . . . . 2
2 1 osi matej rownej 2r. Rownanie takiej elipsy to: x +r—2

Punkty C 1 D leza na przecigciu tej elipsy z okregiem o srodku

. . .. . ) 2
w punkcie S i1 promieniu r. Wiemy, ze ZCSD :7”'

Rozwazmy polproste SE 1 SF' zawierajace odpowiednio punkty \/
C1iD. Punkty E i F lezg na okregu o promieniu 1, obliczmy ich

2
wspoétrzedne: X _ sin k> czyli xg :Sm;' Poniewaz E 1 F umiesciliSmy symetrycznie
1
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wzgledem osi OY, zatem x, = —Sin%. Jak tatwo obliczy¢ vy, = COS% azkolet vy =y;.
Mamy stad: £ = (Slnz,cos ;), F= (—Sln;,cos ;). Proste przechodzace przez SE i SF to

odpowiednio ¥, = ctg% "X, oraz y, = —ctg% - X, . Punkty przecigcia tych prostych z ,,dolng”

il

t —
k’~ oraz

czescl elips to:
escld psy r2+ctg2% r2+ctg2;

2 2
D=(- |—"— |—T -ctg%

2 2 T 2 2 T
ro+ctg-— \|r°+ctg” —
k k

) .

Aby ustali¢ wspohrzedne zc 1 zp obliczmy promien okregu, na ktérym leza, czyli ry

2 2 2
r r

r, = + gt (g’ D
r* +ctg’ LA +ctg’ r koqe +ctg’ r ke
k k k

Do wyliczenia z¢ 1 zp rozwazmy trojkat SO,C i z twierdzenia Pitagorasa otrzymamy:

Majac juz wszystkie wspotrzedne punktéw C 1 D napiszmy réwnania Pl.sco 1 Pl.scp 1 obliczmy

kat miedzy nimi. Po zastosowaniu wzoru (*) otrzymamy rOwnania:
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Wektorami prostopadtymi do tych ptaszczyzn sa odpowiednio:

- r? b r?
u=| ———-ctg~,— |———,0|oraz
2 2 T k 2 2 T
r-+4+ctg” — r-+ctg” —
k k

T
- r-ctg— 2
I 2
u= O,—Z—k l—rz,;-ctgz .
r’ +ctg2£ r’ +ctg2E k
k k

Ze wzoru na kosinus kata miedzy dwoma wektorami (**), po podstawieniu tych wektorow i

- -

cos(L(u,v)) =

wykonaniu uproszczen otrzymamy: . Czyli miara tego kata to:

1—72

arccos ctg? LAE natomiast 7 to podwojony ten kat. Pole naszego k — kata wynosi:
k

P =2k -arccos

3.1.3 Pole czaszy sferycznej

Zauwazmy, ze zachodzi nieréwno$é: P, < P, < P,

Policzmy teraz granic¢ P, 1 P. przy k dazacym do nieskofczonosci.

. . . 27 . .
Zastosujmy do tego nast¢pujgce podstawienie: x = rar gdzie x dazy do zera, otrzymamy

2
47rarccos\/(l_r Xl—cosx) —27? +2mx

stad: » 2—r*(1-cosx) . Aby policzy¢ Egg P, zauwazmy, 7e

w

X
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P, = %, gdzie f{0) = 0. Z definicji pochodnej w punkcie wiemy, ze jesli f(0) = 0 to

lim L &) (X)

x—0

limP, —27r(1 m)

x—0

= f7(0). Po obliczeniu pochodnej funkcji f w zerze otrzymamy, ze

Obliczmy teraz granice przy k dazacy do nieskonczono$ci P.. Zastosujmy podstawienie

2

r 2
2rarccos, [———— — 7" +2mx

x=% i policzmy y_f}(}Pz. Mamy, Ze:P ctg’x +1 . Niech
o X
_rz
f(x) =2marccos F—nz + 27, tatwo policzy¢, ze f(0) = 0. Podobnie jak dla P,
C X
S ( )

mozemy skorzysta¢ z definicji pochodnej w punkcie: llm = f7(0), poniewaz f(0) = 0.

Po wykonaniu obliczen otrzymamy, ze lim P, =27 (1 —1-r? )

Korzystajac teraz z twierdzenia o trzech ciagach, wnioskujemy, ze skoro

lim P, —27r(1 \/l—rz)oraz lingPZ =27r(1—\/1—r2)t0 lin(}Pc =2r(1-~1-77).

x—0

3.1.4 WNIOSEK

Pole czaszy sferycznej wynosi P, = 2rx(1—~1—r7), gdzie r to promien czaszy.

Zauwazmy, ze 1—+/1—r> to za razem wysoko$¢ czaszy h, mozna wigc tez okresli¢ pole

czaszy jako F. = 27h
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