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Wstep

O czym jest moja praca magisterska? O tym poOzniej, teraz opowiem histori¢ o
geometrii 1 0 aksjomacie réwnoleglosci.

Nie od razu Rzym zbudowano, mowi stare przystowie. Nawet w jego dostownym
znaczeniu jest duzo prawdy. Ludzie pierwotni mieszkali w jaskiniach, z czasem musieli
nauczy¢ si¢ budowa¢ domy, wykonywa¢ rézne pomiary. W budownictwie i miernictwie
potrzebne sa narzedzia, nie tylko takie jak topata, czy ta§ma miernicza. Niezbednym
narz¢dziem jest zbior przepisow wykonywania pomiardéw tak, by to co zbudowane si¢ nie
zawalito.

W swoich poczatkach, geometria byta wtasnie takim zbiorem przepisow. Rozwijata
si¢ jednak szybko. W starozytnej Grecji w VI wieku p.n.e. podejmowano pierwsze proby
formulowania twierdzen geometrycznych, pojawiaty si¢ takze ich pierwsze dowody. W 111
wieku p.n.e. Euklides napisat Elementy — wielkie dzielo, dajace solidne podwaliny
geometrii. Elementy sa pierwsza probg aksjomatycznego ujgcia geometrii tzn. wszystkie
twierdzenia s3 wyprowadzane na podstawie poje¢ pierwotnych i aksjomatow. (W rozdziale
0 pisze wigcej o teorii aksjomatyczne;j.)

Jednym z mniej oczywistych aksjomatow sformutowanych przez Euklidesa byt
piaty postulat o réwnoleglych, ktéry w oryginalnej wersji brzmi nastepujaco: “Jesli linia
prosta padajagc na dwie linie proste czyni katy wewnetrzne, po tejze samej stronie
potozone, mniejsze od dwoch katow prostych; dwie te linie w odleglo$¢ nieskonczong
przedhuzone, zejda si¢ z tej samej strony, z ktérej katy sa mniejsze od dwoch katow
prostych”. (Rownowazne stwierdzenie, a bardziej jasne znajduje si¢ we wstepie do
rozdziatu 3.) Euklides ani razu nie odwotal si¢ do V postulatu az do 26 twierdzenia I
ksiegi. W dalszych rozwazaniach postulat ten uzywany jest jedynie w ostatecznosci.
Wyodrgbnit nawet wszystkie te twierdzenia udowodnione bez V postulatu i nazwat je wraz
z wszystkimi aksjomatami potrzebnymi do ich dowodu — geometrig absolutna.

Badania postulatu o rownoleglych przedstawiaja najciekawszy i najgtéwniejszy
rozdzial w historii mysli matematyczne;j.

Przez wiele wiekow prébowano wyprowadzi¢ V postulat z pozostatych aksjomatow
podanych przez Euklidesa.

Probowano tez zastgpi¢ go prostszym zdaniem, co czesto prowadzito do faktéw
rownowaznych V postulatowi.

Korzystano tez z dowodu metoda nie wprost, zaprzeczajac aksjomatowi
rownolegtosci 1 doszukujac si¢ sprzecznosci. Niektorzy nawet znajdowali sprzecznos$¢, ale
sprzeczno$¢ z intuicjag przestrzenng, co nie jest wystarczajacym dowodem
matematycznym. Sprzecznosci logicznej jednak nie znaleziono.

Ostateczne rozwigzanie tego problemu bylo bardzo trudne i trwalo to 2000 lat.
Dopiero w XIX wieku Lobaczewski 1 Bolyai niezaleznie od siebie stworzyli nowa
geometri¢. Zatozone zaprzeczenie V postulatu doprowadzito do uzyskania zdumiewajace;j
liczby twierdzen 1 nigdzie po drodze nie bylo sprzecznosci logicznej. Te twierdzenia oraz
aksjomaty, z ktorych zostaty wyprowadzone nazwane zostaty geometrig nieeuklidesowa.

Okres tworzenia geometrii nieeuklidesowej mozemy uzna¢ za zakonczony, dopiero
gdy pojawi sie model tej geometrii. Jednym z latwiejszych modeli byt model Kleina,
ktorego istnienie dowodzi niesprzecznosci geometrii nieeuklidesowej. W tym modelu rolg
ptaszczyzny gralo wnetrze kota, a odcinki zawarte w tym kole petnig role prostych. Model
Kleina spetnia zaprzeczenie V postulatu 1 jednoczesnie pozostate aksjomaty geometrii
euklidesowej, wigc dowodzi on niezaleznosci aksjomatu réwnolegtosci od pozostatych.

I tak wyglada historia z aksjomatem réwnolegtosci, ktora trwa do dzi$, poniewaz
dzigki niemu mamy teraz wiele geometrii nieeuklidesowych, ktére wcigz si¢ rozwijaja.



Niniejsza praca dotyczy teorii pola figur wielokatnych, opartej na czterech
aksjomatach — aksjomacie sumy, przystawania, jednosci i monotonicznosci. Na
przykladzie tej teorii, ktora jest duzo prostsza niz teoria geometrii euklidesowej
wyprowadzimy przykladowy, systematyczny wywod teorii oparty na systemie
aksjomatycznym. Sposrod czterech aksjomatow teorii pola, szczegolne miejsce w tej pracy
zajmuje aksjomat monotonicznosci i jego rola jaka pelni w teorii pola figur wielokatnych.
Glowne wytyczone cele to: wyprowadzenie tych wlasnosci, ktore mozna wyprowadzi¢ z
pozostatych aksjomatow oprdcz aksjomatu monotonicznosci, sformulowanie stwierdzen
rownowaznych z aksjomatem monotoniczno$ci, wyprowadzenie kilku wlasnosci z
zaprzeczonego aksjomatu monotonicznosci i pozostatych aksjomatéw oraz udowodnienie
niezaleznosci aksjomatu monotonicznosci.

W bardzo podobny sposob, w jaki przebiegaty badania nad V postulatem, powstang
cztery kolejne rozdziaty.

Przez analogie z absolutng geometria Euklidesa w pierwszym rozdziale
wyprowadzonych zostanie  kilkanascie wlasno$ci, ktére wynikaja z wszystkich
aksjomatow teorii pola bez aksjomatu monotonicznosci.

W drugim rozdziale podana bedzie nowa definicja rGwnowaznos$ci stwierdzenia z
aksjomatem w obecnos$ci pozostatych aksjomatéw uktadu. Zamiast zastgpowac aksjomat
monotoniczno$ci prostszym zdaniem, zostang podane dwa stwierdzenia roéwnowazne
aksjomatowi monotoniczno$ci w obecnos$ci pozostatych aksjomatdw teorii pola.

Nastepnym etapem w badaniu aksjomatu réwnolegtosci byty proby dowodzenia go
nie wprost. Podobnie w trzecim rozdziale zaprzeczajac aksjomatowi monotoniczno$ci w
rezultacie otrzymamy stwierdzenia zaskakujace 1 sprzeczne z intuicjg, ale nie logicznie
sprzeczne.

Ostatni etap, to zbudowanie modelu — funkcji spetniajacej zaprzeczony aksjomat
rownolegtosci 1 pozostate aksjomaty geometrii euklidesowej. W przypadku aksjomatu
réwnoleglosci takim modelem jest geometria hiperboliczna, a w rozdziale czwartym
zastanie skonstruowana funkcja spelniajaca zaprzeczenie aksjomatu monotoniczno$ci i
pozostate aksjomaty teorii pola figur wielokatnych, czyli AJ, AP 1 AS.

Praca zawiera ponadto rozdziat piaty z zadaniami i dodatek, w ktorym uzasadnione
jest istnienie funkcji f potrzebnej] w dowodzie niezalezno$ci aksjomatu monotoniczno$ci
oraz funkcji f;, za pomocg ktorej dowodzi si¢, ze niektorych wlasnosci nie mozna
wyprowadzi¢ korzystajac jedynie z aksjomatow sumy, przystawania i jednosci.



Rozdzial 0
Wprowadzenie — aksjomatyczna teoria pola figur wielokgtnych

W tym rozdziale znajdziemy definicje figury wielokatnej, figur wielokatnych
niezachodzacych na siebie oraz rdéznicy figur wielokatnych. W kolejnych rozdziatach
wielokrotnie bedziemy korzystali z tych definicji.

Przedstawimy aksjomaty teorii pola dla figur wielokatnych, do ktérych bedziemy
si¢ odwotywali w kazdym rozdziale i w kazdym dowodzie.

Na zakonczenie opowiemy kréotko o teorii aksjomatycznej, poniewaz cala praca jest
Scisle zwigzana z aksjomatyczng teorig pola dla wielokatow, zwang geometrig
euklidesow3.

Zacznijmy od definicji zwigzanych z poj¢ciem figury wielokatne;.
Definicja 0.1. Figurg wielokatng nazwiemy kazda figure na plaszczyznie dajaca si¢

przedstawi¢ jako suma skonczonej liczby niezachodzacych na siebie trojkatow.

Definicja 0.2. Dwie figury wielokatne nie zachodza na siebie, jesli nie maja wspdlnych
punktow wewnetrznych.

Definicja 0.3. Roznica figur wielokatnych P — F to figura wielokatna powstala przez
wzigcie rdznicy zbioréw P\ F'1 dotaczenie punktow brzegu.
0.4. Aksjomaty teorii pola figur wielokatnych.

Aksjomat monotonicznosci, AM
Jesli figura wielokatna F zawiera si¢ w figurze wielokatnej G, to P (F) < P (G).

Aksjomat sumy, AS
Jesli figury wielokatne F'i1 G nie zachodzg na siebie, to mamy zalezno$¢
P(FUG)=P((F)+P(G).

Aksjomat przystawania, AP
Jesli figury wielokatne F'1 G sg przystajace, to P (F) = P (G).

Aksjomat jednosci, AJ
Pole kwadratu o boku 1 wynosi 1.

0.5. Teoria aksjomatyczna.

Teoria aksjomatyczna jest to teoria, w ktorej wszystkie twierdzenia wyprowadza si¢
z aksjomatow tej teorii. Budowe teorii aksjomatycznej rozpoczyna si¢ od wyboru pojec¢
pierwotnych teorii, tzn. poje¢, ktérych si¢ w niej nie definiuje. Nastepnie formutuje sie



zdania opisujace wlasnosci tych poje¢ i uznaje si¢ je bez dowodu za twierdzenia teorii.
Zdania te nazywa si¢ aksjomatami teorii.

Od uktadu oczekuje si¢ niesprzecznosci i niezalezno$ci. Uktad aksjomatow jest
niesprzeczny, jesli z tych aksjomatéw nie da si¢ wyprowadzi¢ dwoch stwierdzen ze soba
sprzecznych. Uklad aksjomatéw jest niezalezny, gdy kazdy aksjomat jest niezalezny od
pozostatych. Niezalezno$¢ aksjomatu od pozostatych aksjomatow uktadu polega na tym, ze
nie mozna go wyprowadzi¢ logicznym rozumowaniem z tych aksjomatow.

Za pomoca logicznego wnioskowania, zwanego dowodem, z aksjomatow
wyprowadza si¢ wszystkie dalsze twierdzenia teorii.

Kazda wspotczesna teoria matematyczna jest teorig aksjomatyczng. Pierwszy znany
uktad teorii aksjomatycznej jest zawarty w Elementach Euklidesa, ktdrego uwaza si¢ za
tworce tzw. metody aksjomatycznej. Metode te zaakceptowano, a nawet uznano za
obowigzujacy kanon w matematyce dopiero w koncu XIX wieku.

Podstawowg zaleta teorii aksjomatycznej jest wyrazne wymienienie jej zatozen
(aksjomatow). Konsekwencja uznania tych zalozen za sluszne jest uznanie za stuszne
wszystkich wnioskow z nich wynikajacych, a wigc wszystkich twierdzen rozpatrywanej
teorii. Jesli twierdzenia te prowadza do sprzecznosci, to przyczyny tego tkwiag w przyjetym
uktadzie aksjomatow.



Rozdzial 1
»Absolutna” teoria pola figur wielokatnych, czyli jakie wlasnosci pola mozna
wyprowadzi¢ bez korzystania z aksjomatu monotonicznosci

Wazng wlasnoscig systemu aksjomatycznego jest niezalezno$¢ aksjomatow.
Budujac teori¢ aksjomatyczng czasem zdarza si¢ taki aksjomat, ktorego niezaleznos$¢ jest
bardzo trudno udowodnié¢. Takim aksjomatem okazal si¢ aksjomat rownoleglosci (zwany
tez aksjomatem Euklidesa), ktorego niezalezno$¢ badano bezowocnie az 2000 lat.
Euklides nie udowodnil niezaleznosci aksjomatu rownoleglosci, dlatego najpierw
zbudowat teori¢ opartg na wszystkich aksjomatach bez aksjomatu réwnoleglosci i nazwat
ja geometrig absolutng. Chcial pokaza¢, jaka cze$¢ teorii opartej na wszystkich
aksjomatach jest w stanie wyprowadzi¢ bez odwolywania si¢ do aksjomatu réwnoleglosci.

Podobnie jest w naszym przypadku, gdy rozpatrujemy aksjomaty teorii pola. O ile
dowody niezalezno$ci aksjomatéw sumy, jedno$ci czy przystawania sg w miar¢ latwe,
okazuje si¢, ze bardzo trudno jest udowodni¢ niezalezno$¢ aksjomatu monotonicznosci,
dlatego w tym rozdziale zajmiemy si¢ tylko tymi wilasnosciami pola, ktére dadzg si¢
wyprowadzi¢, gdy korzystamy jedynie z aksjomatu sumy, przystawania i jednostki pola.
Te trzy aksjomaty wraz ze wszystkimi wlasno$ciami z nich wynikajagcymi nazwijmy
,»absolutng” teorig pola figur wielokatnych. Jest ona pewnym odzwierciedleniem tej czesci
teorii pola figur wielokatnych, jaka jesteSmy w stanie wyprowadzi¢ bez korzystania z
aksjomatu monotonicznosci.

Wiasnosé 1.1. Jesli figury F, F), ..., F,,parami na siebie nie zachodza, to

(1.1.1) P(F , VF,U..UF,)=P(F,) +P(F,)+ .. +P(F,).
Dowod: Ta wlasno$¢ jest uogdlnieniem aksjomatu sumy i wyprowadza si¢ ja z tego

aksjomatu przy pomocy indukc;ji.

Wiasnos$¢ 1.2. Pole réownolegloboku R o podstawie a i wysokosci 4 jest rowne polu
prostokata P; o bokach a oraz A.

T;

I3

&
 _
[y

rys. 1

Dowéd: Na rys. 1 mozemy zauwazy¢ prostokat P = R U T; U T, o bokach a + b, h,
réwnolegtobok R o podstawie a 1 wysokoS$ci /4 oraz przystajace trojkaty prostokatne 71 7.

Roéwnoleglobok 1 oba trojkaty nie zachodza na siebie, dlatego z wilasnosci 1.1
otrzymamy rownos¢

(1.2.1) P(P)=PR)+P(T)+P(T,).



Z drugiej strony prostokat P mozemy przedstawi¢ jako sumg¢ dwdch
niezachodzacych na siebie prostokatow P, 1 P> =T, U T, (rys. 21 3).

—P
T
Iy
) a r b
rys. 2 rys. 3

Stosujac aksjomat sumy — raz do prostokata P,, — drugi raz do prostokata P otrzymamy
(1.2.2) P(P)=P(T))+P(T>)

(1.2.3) P(P)=P(P)+P(P)
Z (1.2.1),(1.2.2), (1.2.3) otrzymamy réwnos¢

(1.2.4) P(R)=P (P).
|

Wiasno$¢ 1.3. (uogo6lnienie wlasnosci 1.2). Jesli dowolne dwa réwnolegloboki R, i R
maja jednakowe podstawy a 1 wysokosci £, to maja rowne pola.

Dowéd: Z wlasno$ci 1.2 otrzymamy, ze pole rownolegloboku R, jest rowne polu
prostokata P o bokach a, h. Rowniez z wlasnosci 1.2 wynika, ze pole réwnolegtoboku R;
wynosi tyle samo co pole wspomnianego wczesniej prostokata P. Zatem pola
réwnolegtobokow R; i1 R; sg sobie rowne.

Whiosek 1.4. Réwnolegloboki o jednakowych podstawach i wysoko$ciach maja réwne
pola.

Dowod: Wynika bezposrednio z wlasnosci 1.3 1 jest jej uogdlnieniem.

Wiasnos¢ 1.5. Pole trojkata 7' o podstawie a 1 wysokosci 4 jest 2 razy mniejsze od pola
rownolegtoboku R o podstawie a 1 wysokosci 4.
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rys. 4 rys.S rys.5

Dowéd: Rysunki 4, 5, 6 przedstawiaja rownolegtoboki R utworzone z rdznych rodzajow
trojkatow: prostokatnego, ostrokatnego oraz rozwartokatnego. Dla wszystkich tych
przypadkow zachodzi relacja przystawania: 77 = R — 7. Z aksjomatu przystawania wynika,
ze

(1.5.1) P(T)=PR-T).
Powolujac si¢ na aksjomat sumy i rownos$¢ (1.5.1) otrzymamy

(1.5.2) PRY=P(TUR-T)=P(T)+PR-T)=2P(T).
|

Wiasnosé 1.6. (wynikajaca z potgczenia whasnosci 1.2 1 1.5). Pole dowolnego trojkata 7 o
podstawie a i wysokosci 4 jest 2 razy mniejsze od pola prostokata P o bokach a i A.

Dowéd: Najpierw skorzystamy z rownosci (1.2.4), ktéra wedlug naszych oznaczen
przedstawia si¢ nast¢pujaco:

(1.6.1) P(R)=P (P),

gdzie R oznacza rownolegtobok o podstawie a 1 wysokosci 4.
Z réwnosci (1.5.2) 1 (1.6.1) otrzymamy zadang wtasno$¢.
N

Wiasnos$¢ 1.7. Trojkaty o jednakowych podstawach i rownych wysoko$ciach majg rowne
pola.

Dowdéd: Niech jednakowe podstawy maja dtugos$¢ a, a jednakowe wysokosci dlugos¢ 4.
Wtedy pole kazdego takiego trojkata jest potowa pola prostokata P o bokach a, A
(wlasnos¢ 1.6), zatem pola takich trojkatow sa sobie rowne.

Definicja 1.8. Dwie figury wielokatne nazywamy rownowaznymi przez rozktad, gdy obie
mozemy podzieli¢ na jednakowa liczbe niezachodzacych na siebie wielokatow w ten
sposob, ze kazdy wielokat jednej figury wielokatnej bedzie przystajacy do odpowiedniego
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wielokata drugiej figury wielokatnej (zapis ,,Z = F ” oznacza, ze Z jest rtOwnowazne przez
rozklad F').

Fakt 1.9. Figury wielokatne rownowazne przez rozktad maja rowne pola.

Dowdéd: Niech F'i B beda figurami wielokatnymi rownowaznymi przez rozktad oraz niech
figura wielokatna F sklada si¢ z n niezachodzacych na siebie wielokatow F,, F,, ..., F,,
natomiast druga figure wielokatng B podzielmy w ten sposdb na n niezachodzacych na
siebie wielokatow B,, B>, ..., B,, by B;= F;, B,= F,, ..., B,= F, (znak ,=" oznacza
przystawanie figur). Z aksjomatu przystawania mamy wtedy

(1.9.1) P(B)=P(F)), P(B,)=P (F>), ...,P(B,)=P(F)).

Dzigki (1.9.1) otrzymamy rownos¢

(1.9.2) PB)+PB)+...+PB,)=PF)+P(F>)+...+P(F).

W ostatnim etapie skorzystamy z wtasnosci 1.1 w nastgpujacy sposob:

(1.9.3) P(B)=P(B;U B:U...UB)=P(B)+P(B)+ ...+ P(B)=

= P(F)+P(F)+ ..+P(F,)=P({F, UF,U...UF,)=P(F).

|

Wiasnosé 1.10. Jesli P (W) =P (W,),to P (W,— (Wi W2)) =P (W>,— (W, W>)).
Dowod: Jesli figury wielokatne W, 1 W, maja réwne pola i ponadto W, N W, # o, to figura
wielokatna W, sklada si¢ z dwoch niezachodzacych na siebie figur wielokatnych W, W, 1
W,— (W, W,) = N,. Dla utatwienia wprowadziliSmy nowe oznaczenie N,. Korzystamy z
aksjomatu sumy

(1101) P(W]):P((W1ﬁ WQ)U N]):P(W1m W2)+P(N1)

Tak samo niezachodzace na siebie figury wielokatne W, » W 1 Wo— (W, W1) = N,
sktadaja si¢ w sumie na figur¢ wielokatng .. Ro6wniez z AS mamy zaleznos¢:

(1.10.2) PW)=P(Win W)U N))=P (W, W)+ P (N,).
Z zalozenia tej wlasnosci wiemy, ze pola W;1 W, sg takie same, wiec
(1.10.3) PW,NnWy)+P(N;)=P (W, W)+ P (N)).
A ostatecznie

(1.10.4) P (N/) :P(Nz).

12



Wiasnos$¢ 1.11. Prostokaty P; 1P, o wymiarach odpowiednio a; x h; 1 a> x h,, dla ktorych
zachodzi rownos¢ iloczynodw a; - h; = a; - h> maja rowne pola.

Dowéd: Umies¢my prostokaty P; i P> w ten sposob, by mialy wspolny jeden kat prosty,
nastepnie oznaczmy ich boki jak na rys. 7.

3
Fy C E
H
b -\
A J| NG F
f;
¥ 3 &) T
) i i Q B D
rys. 7 rys. 8

Dla prostokatow z rys. 7 mozemy wyliczy¢ trzy rozne ilorazy, ktore bedg sobie
roOwne, mianowicie:

(1.11.1) e

Z roéwnosci tych ilorazow wynika réwno$¢ katow a zaznaczonych na rys. 7.

Dla przejrzystosci utworzyliSmy rysunek nr 8, ktory przedstawia t¢ samg sytuacje,
co rysunek nr 7. Na nowym rysunku zostaly wyodrebnione potrzebne w dalszej czesci
dowodu nowe oznaczenia.

Sa jeszcze dwa przypadki innego potozenia prostokatow przedstawione na
rysunkach 9 i1 10. Roznig si¢ one potozeniem odcinka CD wzglgdem punktu J.

C E o E
if
A -
H
T
T
o z Ja) < g D
rys. 9 rys. 10

13



Dowdd bedzie taki sam dla wszystkich trzech przypadkow, tzn. przypadkow z rys.
8,9110.

Z tego wzgledu, ze odpowiednie ramiona katow o sa do siebie rownolegle,
mozemy stwierdzi¢, ze odcinki AB, CD, EF tez sa do siebie rownolegte.

W kolejnym etapie bedziemy chcieli pokaza¢, ze charakterystyczne kawatki
jednego prostokata P, o wierzchotkach O, D, F, A sa przystajace do odpowiednich
kawatkoéw prostokata P, wyznaczonego przez wierzchotki O, B, E, C, albo majg réwne
pola.

Z pewnoscig trojkat T o wierzchotkach O, B, A4 jest cze$cig wspdlng prostokata P; 1
P>. Zauwazmy dwa rownolegloboki: pierwszy R, — BDGA, nastgpnie drugi R, — ABHC.
Réwnolegloboki R; 1 R, w my$l wlasnosci 1.3 majg réwne pola (wspdlna podstawa 4B 1
wysokos$¢, czyli odleglo$¢ pomiedzy AB a CD).

Trojkaty 7' — GDF 1 T, — CHE s3 przystajace na podstawie cechy bkb przystawania
trojkatow, bok CE oraz bok EH i kat prosty pomigdzy nimi. Skorzystajmy z aksjomatu
przystawania dla trojkatow 7,1 7. Otrzymamy rownos¢ pol trojkatow 71 7.

Trojkaty 71 T, oraz rdwnolegltobok R; nie zachodza na siebie parami i w sumie
tworzg prostokat P;,, z kolei prostokat P, jest zbudowany z trojkatow T 1 T, oraz
réwnolegltoboku R, w ten sposéb, ze te trzy figury wielokatne nie zachodza na siebie
parami. Korzystajac z uogdlnionego aksjomatu sumy (wtasno$¢ 1.1) 1 wczesniejszych
spostrzezen otrzymamy

(1.11.2) PP)H)=P(T VT, OR)=P(T)+P(T)+PR)=P(T)+P(T,)+P(R)
:P(TUTZURQ):P(PQ)
N

Whiosek 1.12. Trojkaty 7,1 7> o wymiarach odpowiednio a; x h; 1 a> x h, (podstawa x
wysokos¢), dla ktorych zachodzi rownos$¢ a; - h; = a, - h, maja rdwne pola.

Dowo6d: Rozwazmy prostokaty P, o wymiarach a; x h; 1 P, o wymiarach a, x hs. Z
wlasnosci 1.6 mamy

(1121) P(T]): %P(P]) oraz P(Tg): %P(Pg)

Poniewaz wiemy, ze a; - h; = a, - h, mozemy skorzysta¢ z whasnosci 1.11 dzigki
ktorej, pola takich prostokatow sg rowne, tym samym potowy pol tez sg rowne zatem
zachodzi

(1.12.2) P (T)) =P (T)).
H

Wiasnosé¢ 1.13. Prostokaty P;iP,o0 wymiarach odpowiednio a; x &, 1 a, x h,, dla ktoérych
@l € @Qspehiaja PA) = @/
a,h, P(P,) a,h,

a,h,
a,h,
¢, d s3 liczbami naturalnymi. Zatézmy ponadto, ze ¢ i d sa wzglednie pierwsze. Po

a,h,
a,h,

, . . . . . , . , . C .
Dowadd: To, ze jest liczbg wymierng jest rtOwnowazne roOwnaniu = gdzie
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przeksztalceniu tego rownania uzyskujemy: a; - h;d = c-a; - h; (to rdwnanie moze
oznacza¢ iloczyn bokoéw dwoch nowych prostokatow N, 1 N> podobnie jak we whasnosci
1.11). Niech a;, h; - d beda bokami jednego prostokata N;, za$ ¢ - a,, h,to boki drugiego
prostokata N,. Skoro d jest liczba naturalng, podzielmy prostokat N, na d mniejszych,
przystajacych prostokatéw o wymiarach a; na &;, rowniez drugi prostokat N, podzielmy na
¢ mniejszych, przystajacych prostokatow o wymiarach a,na k.. Korzystajac z aksjomatu
przystawania i wlasnosci 1.1 otrzymujemy

(1.13.1) dP(P)=cP (P,

Zas$ po przeksztatceniu

(1.13.2) _
|

Whiosek 1.14. Jesli P jest prostokgtem o bokach a, b orazjeSlia-b € Q, toP (P)=a - b.

Dowod: Rozwazmy prostokat P 1 kwadrat jednostkowy K, ktérego boki wynosza ay = 1
oraz by = 1, dla tych dwoch ,,prostokatoéw” zastosujmy wiasnos¢ 1.13

P(P)  ab
P(K,) - asb, -

(1.14.1)

Z aksjomatu jedno$ci i po podstawieniu w miejsce a, - by jedynki otrzymamy

(1.14.2) P(P)=a-b.
|

Whiosek 1.15. Trojkaty 7), T, o wymiarach odpowiednio a; x A, 1 a> x h; (podstawa x

- € @ spetniajg 2(T) = aih,
a,h, P(T,) ah,

ah

wysokos¢), dla ktorych

Dowéd: Rozwazmy prostokaty P, o wymiarach a; x h; 1 P, o wymiarach a, x h,. Z
wiasnosci 1.13 1 1.6 otrzymamy rdwnos$¢:

P  2P(T) ah
P(P,) 2P(T,) a,h,’

(1.15.1)

a po przeksztatceniu

P(T)) _ ah,
P(T),) a,h,

(1.15.2)
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Whiosek 1.16. Dla trojkata T o podstawie a i wysokosSci A jeSlia -h e Q, to P (T) =
ah
5

Dowod: Kwadrat jednostkowy K przecigty przekatng dzieli go na dwa przystajace trojkaty
prostokatne. Nazwijmy jeden z tych trojkatow T, a jego podstawa i wysoko$¢ wynosza
odpowiednio ay =1 oraz hy = 1.

1
Z wlasnosci 1.6 1 z AJ pole trojkata 77 stanowi potowe pola kwadratu K, czyli 5

Z whasnosci 1.15 mamy

(1.16.1) T) _ _ah

P(T ) B aghy

T | ,
Po podstawieniu 5z P(Ty),zas 1 za ay. - hy otrzymamy

(1.16.2) P(T)= %

Whiosek 1.17. Dowolna dodatnia liczba wymierna jest polem pewnego wielokata.

Dowéd: Wynika bezposrednio z wniosku 1.14. Dowolng dodatnig liczb¢ wymierng w
przedstawmy za pomoca iloczynu liczb wymiernych np. w = w - 1. Wtedy pole prostokata
o bokach w, 1 wynosi w.

Whiosek 1.16 réwniez moze poshuzy¢ do udowodnienia powyzszej wilasnosci.
Zbudujmy trojkat, ktorego dlugos¢ podstawy jest dowolna liczbg wymierng w za$

wysoko$¢ & wynosi 2. Pole takiego trojkata z wtasnosci 1.16 jest rowne WL

Whiosek 1.18. Istnieja wielokaty o dowolnie duzych i1 dowolnie matych (tzn. wigkszych
od zera ale dowolnie bliskich zeru) polach.

Dowéd: Majac juz dany konkretny wzor na pole trojkata (1.16.2), mozemy wstawi¢ do
niego dowolnie duze, albo dowolnie mate (jednak wieksze od zera i dowolnie mu bliskie),
liczby a, h (oczywiscie tak, by a - & € Q), uzyskujac w ten sposob dowolnie duze, albo
dowolnie male pole trojkata 7.

Mozemy tez skorzysta¢ ze wzoru na pole prostokata o bokach a, b z wniosku 1.14 1
dla dowolnych dodatnich a, b takich, ze a - b € Q zbudujemy prostokat o dowolnie

duzych, albo dowolnie matych polach.
|

Definicja 1.19. Figura wielokatna m x Z, to suma m figur przystajacych do Z parami nie
zachodzacych na siebie.
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Definicja 1.20. Gdy dla dwoch figur wielokatnych F; 1 F, znajdziemy taki wielokat Z, ze
dla m, n € N figura wielokatna m x Z jest rOwnowazna przez rozktad F;(ozn.m x Z = F))
oraz n X Z jest rtObwnowazna przez rozklad F; (ozn. n x Z = F3), to te figury wielokatne
nazwiemy wspotmiernymi przez rozktad .

Wiasnos$¢ 1.21. Wielokaty wspotmierne przez rozklad maja tak samo wspoimierne pola,

P(F;
tznjesli F,=mxZiF,=nxZto PEF;)) = %

Dowéd: Niech figury wielokatne F; i F>; beda wspdimierne przez rozktad. W oparciu o
definicj¢ 1.20 zapiszmy to w nastepujacy sposob: m x Z = F, 1 nx Z = F, czyli
P(mxZ2)=P (F)) oraz P(nxZ)=P (F,)z faktu 1.9.

Z wiasno$ci 1.1 definicji 1.19 1 1.20 mozemy rozpisac nastgpujace dwie rownosci.

(1211) P(F) =P (mx 2)- P (iEesek) - D& B et Bk — . p
2)

(1212) P(F) =P (nx 2) - P (HEEEE) - DI abtmatdiigl -, p o)

Z (1.21.1)1(1.21.2) wyliczmy P (Z) i przyrOwnajmy oba wyniki.
(1.21.3) P2)= L P(F) = 1 P(F
21 @)= PUF) = — - P(F).

Ostatecznie stosunek pol F; do F, wynosi

P(F) m

(1.21.4) AR

. m . 7 . ’ . )
Otrzymany iloraz — nazwa si¢ czasem wspolczynnikiem wspoimiernosci
n

wielokatow F; i F
N

Nastepne dwie wilasnosci maja charakter pomocniczy i sa przygotowaniem do
dowodu ostatniej] waznej 1 ciekawej wilasnosci dajacej si¢ wyprowadzi¢ bez uzycia
aksjomatu monotonicznosci — wlasnosci 1.24.

Wiasno$¢ 1.22 Trojkat T o podstawie a 1 wysoko$ci 4 jest rOwnowazny przez rozklad

prostokatowi P o wymiarach a x Px
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Dowod:

| S =]

rys. 11 rys. 12

Rys. 11 przedstawiajg prostokat P = W U S; oraz trojkat prostokatny 7, =SU W z
kolei rys. 12 to trojkat ostrokatny 7. =R U S U WU Ziprostokat P=R, O W U Z U S,.

=
=

rys. 13

Na rys.13 narysowany jest trojkat rozwartokatny 75 = R U .S U W, rownolegtobok
K=S UWUR;iprostokat P=W UR; U ..

Na powyzszych trzech rysunkach wszystkie trojkaty S sa przystajace do trojkatow
S, oraz wszystkie trojkaty R sa przystajace do trojkatow R; z cechy kbk przystawania

h
trojkatow (dla boku 5 sasiadujgcego z odpowiednimi katami, we wszystkich przypadkach
h
oprocz trojkatow R 1 R; na rys. 13, dla ktérych zmienimy tylko bok 5 sasiadujacy z

odpowiednimi katami, na bok o dlugosci > by i tutaj wlasnos¢ dziatata). Z twierdzenia

Talesa otrzymamy, ze odpowiedni bok trojkata R wynosi 50 ile zawiera si¢ w boku b

trojkata 7.
Bezposrednie odwotanie si¢ do definicji 1.8 1 uogdlnienie wezesniejszych rozwazan
prowadzi do stwierdzenia réwnowazno$ci przez rozklad trojkata 7 o podstawie a i

wysokosci & z prostokatem P o wymiarach a x 5

Wiasnos$¢ 1.23. Dowolny trojkat 7 sktada sie z m trojkatéw o jednakowych polach.
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Dowolny bok trojkata 7 podzielmy na m réwnych czgéci, nastgpnie polaczmy
punkty podziatu z przeciwlegltym wierzcholtkiem trojkata 7' (jak na rys. 14). W ten sposob
powstanie m trojkatow parami na siebie niezachodzadzacych o jednakowych polach
(wlasnos¢ 1.7). Ich suma utworzy trojkat 7.

rys. 14
N

Wiasnos$¢ 1.24. Jesli dla pewnej figury wielokatnej W mamy P (W) = x, to dla dowolne;j
dodatniej wymiernej liczby ¢ istnieje taka figura wielokatna W, ze P (W) =¢q - x.

Dowod: Podzielmy wielokat /¥ na parami niezachodzace na siebie trojkaty 7;, w
ten sposob, by liczba trojkatéw byla jak najmniejsza. Rozwazmy 2 przypadki.

Pierwszy przypadek
Gdy g = % 1 n < m, wtedy kazdy z trojkatow T; dzielimy na m trojkatow T;;, T,

...y Iimy, 0 rOwnych polach (tak jak we wiasnosci 1.23), dla ktorych z wtasnosci 1.1
zachodzi

(1.24.1) m - P (Tin) = P (T).

Nastepnie sposrod trojkatow podziatu kazdego trojkata 7; wybieramy T3, To, ...,
Ty, czyli n pojedynczych trojkatow, ktorych pola sg rowne polu trojkata T;,. Sume
T, T, ..U T, oznaczmy przez Ty. Spetniona jest rownos¢

(1.24.2) n- P (T) =P (Tx).

Wybrane w ten sposob wszystkie trojkaty od razu tworza szukang figure
wielokatng W, czyli W’ = L;)Tfk .

Gdy z (1.24.1) wyliczymy P (T},) 1 wstawimy do (1.24.2), to otrzymamy
n
(1.24.3) ZP(T,-)ZP(T,*).

Obliczmy pole figury wielokatnej W’, dodatkowo korzystajac z wlasnosci 1.1.
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(1.24.4) P(W’)=P(9Tfk)=Zi:P(Tm) = Z%P(Ti)= % ZP(TJ = %P(y?)

= P(W)

Drugi przypadek
Gdy g = % 1 n > m, wtedy podzielmy kazdy trojkat 7; na m rownych
czescei Ty, (tak jak we whasnosci 1.23), dla ktorych zachodzi

(1.24.5) m - P (Ty) =P (T).

Trojkat T;, jest rownowazny przez rozktad prostokatowi P;(zgodnie z wlasno$cig
1.22), czyli

(1.24.6) P (T,) =P (P).

Teraz wystarczy wziag¢ n razy kazdy prostokat P; 1 uklada¢ jeden na drugim. Dla
utatwienia sume¢ n prostokatoéw P; oznaczmy jako P;,. Z wlasnosci 1.1 otrzymamy

(1.24.7) n-P(P)="P(Py).

Suma wszystkich prostokatéw P;, tworzy figure¢ wielokatng W’, czyli W’ = L’_J}?” .
Rozwiagzujac trzy rOwnania: (1.24.5), (1.24.6) 1 (1.24.7) otrzymamy zalezno$¢

(1.24.8) P(P)= % P(T).

Korzystajac z wlasnosci 1.1 1 wezesniejszej rownosci (1.24.8), obliczmy pole
figury wielokatnej .

(1249) P (W) =P (VE)= 22PED = S P - - 2. P(T) - 2P

1

Podsumowanie rozdzialu 1

Konczac pierwszy rozdzial wypiszmy jakich wlasno$ci pola nie wyprowadzili§my
korzystajac jedynie z trzech aksjomatow: sumy, przystawania i jednosci.
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Wiasnosé 1A. Pole dowolnego prostokata o bokach a, b wynosi a - b.

Wiasnosé 1B. Pole dowolnej figury wielokatnej jest liczbg dodatnia.

Wiasnosé 1C. Istnieje taka figura wielokatna, ze jej pole jest liczbg niewymierna.

Wiasnosé 1D. Dowolna liczba rzeczywista dodatnia jest polem pewnej figury wielokatne;.
Nasuwa si¢ pytanie, czy nie potrafimy odkry¢ dowodu dla powyzszych wtasnosci,

czy tez trzy aksjomaty AJ, AS, AP nie wystarcza by dowies¢ tych czterech wlasnosci. Nad
odpowiedzig zastanowimy si¢ w rozdziale 4.

Rozdzial 2
Stwierdzenia rownowazne z aksjomatem monotonicznosci w obecnosci pozostalych
aksjomatow teorii pola.
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Do momentu odkrycia geometrii nieeuklidesowej podejmowano wiele prob
dowodu V postulatu Euklidesa korzystajac z pozostatych aksjomatéw teorii. Aby taki
dowod byl poprawny mozna korzystac¢ jedynie z pozostatych aksjomatow i z wlasnosci z
nich wynikajacych. Dowody, ktoére przeprowadzono zawieraly bardzo podobne bledy.
Korzystano w nich z tych wlasnos$ci, ktorych nie da si¢ wyprowadzi¢ z pozostalych
aksjomatow. Te niefortunne wlasnosci charakteryzuja si¢ nastgpujaca cecha — wynikaja z
catego uktadu aksjomatow i1 z pozostatych aksjomatow uzupelionych o te wilasnosc
wynika aksjomat réwnoleglosci.

Taka zalezno$¢ stwierdzenia 1 ukladu aksjomatéw z wyszczegolnionym jednym
aksjomatem jak wyzej, zdefiniujemy jako rownowazno$¢ stwierdzenia z danym
aksjomatem w obecnosci pozostatych aksjomatow uktadu (definicja 2.3).

Warto zobaczy¢, jakie stwierdzenia sg rOwnowazne z aksjomatem monotoniczno$ci
w obecnosci aksjomatu sumy, przystawania i jednosci.

Definicja 2.1. Dwa uktady aksjomatow U i W sa réwnowazne wtedy, gdy kazdy aksjomat
z uktadu U mozna wyprowadzi¢ z uktadu aksjomatéw W i na odwrot.

Spostrzezenie 2.2. Gdy dwa uktady aksjomatow 4, F), F>, ..., F, 1 B, F), F>, ..., F, r0znig
si¢ tylko jednym aksjomatem, a pozostate maja wspolne, wystarczy udowodni¢, ze A4
mozna wyprowadzi¢ z uktadu aksjomatow B, F;, F>, ..., F,, 1 jednoczesnie B wynika z
uktadu aksjomatoéw A4, F, F, ..., F,, by dwa uktady aksjomatow byty rownowazne.

Definicja 2.3. Niech A4y, A;, 4>, ..., A, bedzie ukladem aksjomatéw pewnej teorii.
Stwierdzenie S tej teorii jest rownowazne aksjomatowi A, w obecnosci pozostalych
aksjomatoéw A, A, ..., A,, gdy uklady aksjomatéw Ay, A;, Az, ..., A, oraz S, A;, Ao, ..., A,
s3 rownowazne.

W nastepnej czesci tego rozdziatu sformutujemy stwierdzenia, o ktorych dowiemy
sie, ze s3a rownowazne aksjomatowi monotoniczno$ci w obecnosci pozostalych
aksjomatow teorii pola. Pierwszym z nich jest ponizsze stwierdzenie 2.A.

Stwierdzenie 2.A. Dla kazdej figury wielokatnej W, pole P (W) jest liczba nieujemna:
P(W)>0.

Twierdzenie 2.4. Stwierdzenie 2.A jest rownowazne aksjomatowi monotoniczno$ci w
obecnosci pozostalych aksjomatdéw teorii pola.

Dowdd: Dowodzimy rownowaznosci stwierdzenia 2.A z aksjomatem monotoniczno$ci w
obecno$ci aksjomatow AJ, AP, AS. Zgodnie z definicja 2.3 1 spostrzezeniem 2.2
pokazemy, ze zachodzg dwie implikacje:

1. AJ, AP, AS. AM = stwierdzenie 2.A
Dowolng figur¢ wielokatng W mozna podzieli¢ na skonczong sume¢ parami
niezachodzacych na siebie trojkatow. Z tej sumy wybierzmy dowolny trojkat 7, ktérego
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wierzchotki nazwijmy 4, B, C, w nim tak jak na rysunku 15 zawiera si¢ trojkat 7, o
podstawie 1 wysokosci, ktore sg dodatnimi liczbami wymiernymi.

Aby uzasadni¢ istnienie trojkata 7, zawartego w dowolnym trojkacie 7 'skorzystamy
z twierdzenia, ze pomig¢dzy dowolnymi dwiema liczbami rzeczywistymi lezy liczba
wymierna, w szczegdlnosci pomigdzy 0 a dowolng liczba rzeczywista (dlugos¢ boku AB,
dhlugos¢ wysokosci trojkata 7) lezy liczba wymierna (odpowiednio podstawa, wysokos$¢
trojkata 7).

a

rys. 15

Trojkat T jest zawarty w figurze wielokatnej W, dlatego z aksjomatu
monotonicznos$ci otrzymamy

(2.4.1) P (W) = P (D).

Ponownie skorzystamy z aksjomatu monotonicznosci, tym razem dla trojkata 71 7)
otrzymujac

(2.4.2) P(T) =z P (Ty).
. . . ah
Z wniosku 1.16 pole trojkata 7 wynosi > zatem

(2.4.3) P (T, = 0.

Z powyzszych trzech nierdwnosci otrzymamy, ze dla dowolnej figury wielokatnej
W zachodzi nierownos¢ P (W) > 0.

2. AJ. AP, AS, stwierdzenie 2.A = AM

Na poczatku zalézmy, ze mamy dowolne dwie figury wielokatne W i F takie, ze W
zawiera si¢ w F. Przedstawmy F' jako sume niezachodzacych na siebie dwoch figur
wielokatnych WiY,czyli F=W U Y.

Nastepnie skorzystamy z aksjomatu sumy dla wcze$niej wspomnianych figur
wielokatnych Wi Y.

(2.4.4) PF)=P(WuY)=PW)+P(Y)
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Teraz potrzebne jest stwierdzenie 2.A, ktore pozwala nam stwierdzi¢, ze P (Y) > 0.
Gdy do P (W) dodamy P (Y) — liczbe nieujemna, okaze si¢, ze otrzymalismy P (W) albo
co$ wiecej niz P (W). Zapiszmy t¢ nieroOwnos¢

(2.4.5) P(W)+P(Y) > P(W).

Laczac rownos¢ (2.4.4) z nierownoscig (2.4.5) otrzymamy zaleznos¢ P (F) > P (W).
Ostatecznie doszlismy do koncowego wniosku: jesli dowolne dwie figury wielokatne W i
F sa takie, ze W zawiera si¢ w F, to P (W) < P (F), a jest to dokladnie tre$¢ aksjomatu
monotonicznosci.

Sformutujmy jeszcze drugie stwierdzenie, z ktérego wynika aksjomat
monotonicznosci, 1 ktore ostatecznie okazuje si¢ réwnowaznym aksjomatowi
monotoniczno$ci w obecnosci pozostatych aksjomatow teorii pola.

Stwierdzenie 2.B. Istnieje figura wielokatna W, taka, ze jesli W jest figurag wielokatng 1
W() (@ W, to P (W) >P (Wo)

Stwierdzenie to jest stabszg wersja aksjomatu monotonicznosci, poniewaz zatozenie jest
stabsze, (nie dotyczy dowolnych figur wielokatnych, z ktérych jedna zawiera si¢ w drugie;,
ale mowi o figurach zawierajacych ustalong, jedng figure wielokatna).

Twierdzenie 2.5. Stwierdzenie 2.B jest rownowazne aksjomatowi monotoniczno$ci w
obecnos$ci pozostalych aksjomatow teorii pola.

Dowodd: Dowodzimy rdwnowaznos$ci stwierdzenia 2.B z aksjomatem monotonicznos$ci w
obecnosci aksjomatéw AJ, AP, AS. Pokazemy, ze zachodzg dwie implikacje:

1. AJ, AP. AS. AM = stwierdzenie 2.B

Zaldézmy, ze istnieje figura wielokatna W, taka, ze W, — W. Dla W, zawartego w
figurze wielokatnej W mozemy skorzysta¢ z aksjomatu monotoniczno$ci i otrzymamy
nastepujaca nierownos¢

2.5.1) P (W, < P(W).

2. AJ, AP, AS, stwierdzenie 2.B = AM

Rozwazmy dowolne figury wielokatne W, 1 W, takie, ze W, — W.. Niech F bedzie
taka figura wielokatna, ze F 1 W, nie maja wspolnych punktéw wewnetrznych i1
F O W, = W,. Skorzystamy z aksjomatu sumy

(2.5.2) PWy)=PWFUW)=PF)+P(W).
Dla przejrzysto$ci dowodu utworzmy jedna ,.kopie” F’ figury wielokatnej F' taka,

by F’ = F. Wezmy figur¢ wielokatng W) taka, o ktorej méwi stwierdzenie 2.B. Dotaczmy
W, do figury wielokatnej F tak, by nie zachodzily na siebie i1 by ich suma stworzyta nowa
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figur¢ wielokatng W, (stwierdzenie 2.B. tez wspomina m. in. o takiej figurze wielokatnej
W), stad W, c Wi ze stwierdzenia 2.B zachodzi zalezno$¢:

(2.5.3) P (W) > P (W,).

Z drugiej strony W = F’ U W, Zapiszmy wigc aksjomat sumy dla figur
wielokatnych F’ 1 W,.

(2.5.4) PW)y=P(F" U Wy)=P(F’)+P(W).

Z réwnosci (2.5.4), nieréwnosci (2.5.3) 1 aksjomatu przystawania dla F’ mamy
(2.5.5) P(F) > 0.

Teza aksjomatu monotonicznosci, czyli nierownos¢ P (W>) > P (W;) powstanie z

polaczenia nieréwnosci (2.5.5) 1 réwnosci (2.5.2).

Rozdzial 3
Teoria pola z zaprzeczonym aksjomatem monotonicznosci
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Niezalezno$¢ aksjomatu od pozostalych aksjomatow uktadu polega na tym, ze nie
mozna go wyprowadzi¢ logicznym rozumowaniem z tych aksjomatow, jest to wazna
wlasnos¢ teorii aksjomatycznej. W przeciwnym razie, gdy aksjomat jest zalezny od
pozostatych nie powinien wystgpowaé w uktadzie aksjomatow teorii.

W przeciaggu wielu stuleci po ogloszeniu Elementow podejmowano niezliczong
ilos¢ prob dowiedzenia niezaleznosci V postulatu Euklidesa od aksjomatow teorii
absolutnej. Dowody opieraly si¢ rowniez na metodzie nie wprost, polegajacej na
zaprzeczeniu samego V postulatu albo ktorego$ ze stwierdzen, z ktorego on wynika. W
takim wypadku otrzymanie sprzecznosci logicznej gwarantuje zalezno$¢ V postulatu
Euklidesa od pozostatych aksjomatow.

Mikotaj Lobaczewski zaprzeczajac aksjomatowi réwnolegtosci Playfaira (przez
punkt nielezacy na danej prostej przechodzi doktadnie jedna prosta jej nieprzecinajaca),
wyprowadzit tak wiele stwierdzen nie uzyskujac sprzecznos$ci logicznej, ze ich liczba
przerosta liczbe twierdzen geometrii euklidesowej. W ten sposdb powstata nowa geometria
zwana geometrig hiperboliczng albo geometrig Lobaczewskiego.

Przez analogie ze sposobem powstawania nowej geometrii, odniesiemy si¢ do
zagadnienia niezalezno$ci aksjomatu monotoniczno$ci od pozostatych aksjomatow teorii
pola i w tym rozdziale wyprowadzimy kilka stwierdzen bedacych konsekwencjami
zaprzeczenia stwierdzenia 2.A réwnowaznego aksjomatowi monotoniczno$ci w obecnos$ci
pozostatych aksjomatéw. W dowodach tych nowych stwierdzen mozna dodatkowo
korzysta¢ z aksjomatu sumy, przystawania i jednosci.

Wprowadzmy ogdlne oznaczenie [l(a, b) na prostokat o bokach a, b, ktére bedzie
obowigzywato tylko w tym rozdziale.

Ponizsze stwierdzenie jest zaprzeczeniem stwierdzenia 2.A.

Stwierdzenie 3.A. Istnieje figura wielokatna W taka, ze jej pole jest ujemne: P (W) < 0.

Kolejne stwierdzenie 3.1 wyprowadzimy z AJ, AS, AP i stwierdzenia 3.A.
Dodatkowo mozemy korzysta¢ ze wszystkich wlasnosci wyprowadzonych w rozdziale 1,
poniewaz we wszystkich dowodach w rozdziale pierwszym korzystaliSmy tylko 1
wylacznie z trzech aksjomatow AJ, AS, AP.

Stwierdzenie 3.1. Istnieje figura wielokatna U, ktorej pole P (U) > — oo.

Dowéd: Mozemy skorzysta¢ z AJ, AP, AS i stwierdzenia 3.A, z ktérego wiemy, ze istnieje
jakas figura wielokatna W, ktéra ma ujemne pole. Utworzmy n figur wielokatnych
przystajacych do W, niech to beda W,, W>, . . . W, takie, ze zadna para W, W, nie zachodzi
na siebie. Szukang figurg wielokatng jest U, = W, v W, u . .. U W, Na rys. 16
przedstawiono przyktadowy sposob tworzenia figury wielokatnej U. Figura wielokatna W
zostala narysowana symbolicznie, poniewaz nic nie wiemy o niej oprocz tego, ze istnieje.
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~s

rys.

aa

e

Z wilasnosci 1.1 1 aksjomatu przystawania mamy
(3.1.1) PWU)=PW)+P W)+ ...+P(W,)=nP (W).

Poniewaz P (W) jest ujemne, wtedy przy przejsciu granicznym, gdy n dazy do
nieskonczono$ci, (ciag pol figur wielokatnych) P (U,) jest rozbiezny do minus
nieskonczonosci.

Zanim przystagpimy do dowodu kolejnych stwierdzen (3.4 oraz 3.5) sformutujemy 1
udowodnimy nastgpujace dwie wiasnosci (3.2 1 3.3), bez korzystania z aksjomatu
monotonicznosci, a jedynie z pozostalych aksjomatdéw teorii pola.

Wiasnosé¢ 3.2. Istnieje prostokat o bokach 1 i a, ktory ma ujemne pole.

Dowod: Figure wielokatng W taka, ze jej pole jest ujemne (ze stwierdzenia 3.A)
podzielmy na skonczong liczbe m parami na siebie niezachodzacych trojkatéw T, a wiec

W = U7, . Z whasnosci 1.22 dowolny trojkat 7; o wymiarach a; x h; jest rOwnowazny
i=1
h,
przez rozktad prostokatowi Il(a;, ?’ ). Kiedy wszystkie trojkaty T; tworzace W zamienimy

h,
na rownowazne im przez rozktad prostokaty Il(a;, ?’) 1 utworzymy z nich sume¢ tak, by

zadne dwa nie mialy wspolnych punktéw wewnetrznych, to powstata w ten sposoéb nowa
figura wielokatna N begdzie rownowazna przez rozktad figurze wielokatnej . Powotujac
si¢ na fakt 1.9 (wyprowadzony tylko z aksjomatow AS, AP, AJ) uzyskamy rownos¢ pol
dla N'i W, skorzystajmy jeszcze przy tym z wlasnosci 1.1 1 otrzymamy

m

(2.1 PN =PM=P(U Ma, 2= 3 P(Ia, )

i=1

h,
Niech zapis Il(a;, b;) oznacza i- ty prostokat o bokach a;, b;= ?’ . lloczyn bokow

Dla prostokata I'l(a;, b;) wynosi a;- b;, tak samo jak iloczyn bokow innego prostokata [I1(1,
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a;b;), dlatego z wilasnosci 1.11 prostokaty Ila;, b) 1 IK1, ab;) maja réwne pola.
Pouktadajmy prostokaty Il(1, a:b;), (jest ich m) tak, by nie zachodzity na siebie parami i
by tworzyly nowy prostokat o boku 1, ktérego drugi bok wynosi

m

(3.2.2) aby+aby+ ...+ anby= Y, abi=a.

i=1

O a mozemy powiedzieé, ze jest dodatnig liczba rzeczywista.
Z whasnosci 1.1 mamy

(3.2.3) i P (IXas, b)) = f“ P(H(l,aibi))zP(gj 11, aby)) = P (I1, a)).

i=1 i=1

h,
Przypomnijmy, ze prostokat /l(a;, ?’) to ten sam prostokat co Il(a;, b;), zatem z

réwnosci (3.2.1) 1 (3.2.3) uzyskamy réwno$¢ pol figury wielokatnej W i prostokata
I1(1, a), a ponadto rowniez 1 ujemnos$¢ pol:

(3.2.4) P(IK1,a)) = P (W) < 0.
|

Wiasnosé 3.3. Pole prostokata Il(p, ga) dla p i g — dowolnych, dodatnich liczb
wymiernych oraz liczby rzeczywistej a, wynosi p - gP (I1(1, a)).

. . _¢c _n c n L . .
Dowod: Niech p = 7°97 . Pole prostokata 77 ( 7 m a) z wlasno$ci 1.11 jest rowne

polu innego prostokata I7(1, <. % a), zapiszmy zatem
C n C n
(3.3.1) PUI( o) = PUI(L, S a)

Obliczmy ile wynosi pole 711, < % a). Prostokat I7 (1, cna) to suma d - m

przystajacych prostokatow H(l,i % a) takich, ze zadne dwa nie majg wspolnych

punktéw wewnetrznych, (sktadowe prostokaty nalezy uktada¢ wzdhuz boku ¢ - n - a), czyli
z aksjomatu przystawania 1 wlasnosci 1.1 otrzymamy

(3.3.2) P(I1(1, cna)) = d- mP (H(l,i-%a)).

Prostokat I7 (1, cna) sklada si¢ z ¢ - n przystajacych do siebie prostokatow
I (1, a), gdy skorzystamy z aksjomatu przystawania i wlasnosci 1.1 zachodzi¢ bedzie
zalezno$¢

(3.3.3) P (I1(1, cna)) = cnP (I1(1, a)).
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Przyrownujac (3.3.3) do (3.3.2) otrzymamy

(3.3.4)

P(II(1, @) = P(H(l,g-%a)).

n
m

SN

Nastepnie z potaczenia (3.3.1) z (3.3.4) 1 po podstawieniu p zamiast goraz q

. n
zamiast — otrzymamy
m

(3.3.5) P (Ilp, qa)) = p- qP (11, a)).

n
Stwierdzenie 3.4. Istnieje nieskonczony ciag wielokatow W,, W, W;, ... taki, ze
W, o> W,o W; o ... 1przekroj wszystkich wielokatéw jest zbiorem jednopunktowym, a
P(W,) > oo

1
Dowéd: Niech elementami takiego ciggu beda prostokaty I/ o b,), gdzie b,=n* — q,-a
: 1 . : :
10<bh, < ot (z twierdzenia o trzech ciggach b, — 0).

1
Rys. 17 przedstawia n — ty prostokat I P by).

a Pg '™

1 . .

" ) it '
4 0 b

rys. 17
Z aksjomatu sumy mamy zalezno$¢
1 1, 1 1
B4  PUIC b)) =P UK 1) ~ P, qa) = n ~ — g, P (K0,

a)).

Ostatnig rownos$¢ otrzymali$my z wlasnosci 3.3 oraz z wilasnosci 1.14.
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1
Wielkos¢: — , P (II(1, a)), jest liczba dodatnig, poniewaz P (II(1, a)) < 0,

1 1
dlatego n — , P (II(1, a)) > n, zatem P (H(;, b,)) > n. A z definicji ciggu
rozbieznego do plus nieskonczonosci, ktora mowi, ze dla kazdej liczby M € R prawie
wszystkie wyrazy ciggu sa wigksze od M, otrzymamy rozbiezno$¢ ciggu pdl prostokatow
1
I > b,) do nieskonczonosci, gdy n — oo.

Stwierdzenie 3.5. Dla dowolnych dwdch liczb rzeczywistych ¢, 1 ¢, takich, ze ¢; < ¢
istnieje nieskonczony cigg wielokatow W, W, W; ..., ktory spelnia warunki:

WicW,cWsc...oraz W, = R * taki, ze pole kazdego takiego prostokata miesci sie

pomiedzy c; a c..

Dowéd: Zbudujmy prostokaty 17, dla i = 1, 2, 3, ... o wymiarach i x b;, spelniajace
zaleznosci I c ILc I < ... 1 UL =R ?, niech prostokaty bedg umieszczone tak jak

narys. 18.

rys. 18

Pojedynczy prostokat Il(n, b,) o bokach n, b, = n + g,a, sktada si¢ z kwadratu K, o
boku #» i prostokata I'l(n, g.a), rys. 18, g, — to dowolna, dodatnia liczba wymierna, zas a
jest bokiem prostokata I7(1, a) o uyjemnym polu.

" " w2
" En TXn, gra)
rys. 19

Korzystajac z aksjomatu sumy obliczmy pole prostokata Il(n, b,)
(3.5.1) P (I(n, b)) = P (K,) + P (I(n, q.a)).
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Z whasnosci 1.14 pole kwadratu K, wynosi

(3.5.2) P (K,) = n’.
Pole prostokata I'l(n, g,a) z wtasnos$ci 3.3 wynosi

(3.5.3) P (Il(n, g.a)) = n-q, P II(1, a)).
Z powyzszych trzech rownosci otrzymamy

(3.5.4) PII(n,b))= n* + n-q,PII(1, a)).

Dobierzmy liczbe wymierng ¢, tak, by pola wszystkich prostokatow [1(n, b,)
zawieraly si¢ pomiedzy c; a c..

(3.5.5) <+ nqg,PUI(l,a)< c
(3.5.6) ci—n <n-q.PUII(1,a) < c;— n?

Zanim podzielimy przez n P (I1(1, a)) nierdéwnosci (3.5.6) pamigtajmy, ze nalezy zmienic¢
znak nier6wnosci na przeciwny, poniewaz pole P (I1(1, a)) jest ujemne.

c, —n’ c, —n’
e < q}’l < e —
nP(I1(,a)) nP(I1(1,a))
Korzystajac z twierdzenia o ggstosci zbioru liczb wymiernych w zbiorze liczb
rzeczywistych, z pewnoscia znajdziemy liczb¢ wymierng ¢, pomi¢dzy dwoma liczbami
rzeczywistymi wyznaczonymi przez nierownosci (3.5.7), dla ktérej w sposéb podany na
rys. 18 1 19 zbudujemy szukany ciag wielokatow.

(3.5.7)

Rozdzial 4
Niezalezno$¢ aksjomatu monotonicznosci

Budujac system aksjomatyczny warto zwrdci¢ uwage na to, aby aksjomaty byty
niezalezne, tzn. azeby zaden z nich nie dat si¢ wyprowadzi¢ logicznym rozumowaniem z
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pozostatych. Ten wymdg ma raczej charakter estetyczny, a poza tym chodzi nam o to, by
system aksjomatow byt jak najmniej liczny, azeby wszystkie twierdzenia, ktore dadzg si¢ z
pewnej grupy aksjomatow wywies¢, umiesci¢ juz w ,,nadbudowie” w postaci twierdzen z
dowodami.

W tym rozdziale znajdziemy funkcje H przyporzadkowujaca figurom wielokatnym
liczby rzeczywiste — taka, ktéra spelnia aksjomat sumy, przystawania, jednosci i nie
spelnia aksjomatu monotoniczno$ci. Istnienie takiej funkcji dowodzi niezaleznosci
aksjomatu monotonicznosci od pozostatych aksjomatow teorii pola.

4.1. Funkcja H. Do zbudowania funkcji H postuzy nam pomocnicza funkcja f: R— Ro
nastepujacych wlasnosciach:

(i) Vier Vgea S gx)=q f (%),
(i) Viyer [ xty) =f @)+ ),
(iii) V,ca S @=q

(iv) f nie jest tozsamo$ciowa.

Istnienie takiej funkcji uzasadnimy w dodatku. Teraz przy pomocy funkcji f o
powyzszych wlasnosciach zdefiniuymy funkcje H jako ztozenie funkcji pola Pyi funkcji f,

czyli H(W) = f (Po(W)), gdzie W jest dowolng figura wielokatna.

4.2. Uzasadnimy, ze funkcja H spetnia trzy aksjomaty: AJ, AS, AP.

I. Aksjomat jednosci.
Mamy kwadrat jednostkowy K, dla ktérego zachodzi aksjomat jednosci, czyli
Py (Ky) = 1. Z definicji funkcji H 1 wlasno$ci (iii) otrzymamy

(4.2.1) H(Ky)=f (Po(Ko))=f (1)=1.

II. Aksjomat sumy.
Niech figury wielokatne W, 1 W, niezachodza na siebie. Skorzystamy z tego, ze
funkcja pola P, spetnia aksjomat sumy, czyli P, (W, U W>) = Py (W),) + Py (W) oraz z
wiasnosci (ii) dla funkcji f.

(4.2.2) HW; O Wo)=f (Po(W1 U W2))=f (Po(W1) + Py(W2)) = f (Po(W1)) +
+ fPo(W2))=H W)+ H(W>).
III. Aksjomat przystawania.
Funkcja P, spetnia aksjomat przystawania, dlatego gdy W, = W, mozemy stwierdzi¢,

7€ P() (W[) :P() (Wz) Zatem

(4.2.3) HW)=f (Po (W)= f (Po (W) =H(W).
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Zanim udowodnimy, ze funkcja H nie spetnia aksjomatu monotonicznos$ci
wyprowadzmy charakterystyczng wtasnos¢ funkcji f.

Lemat 4.A. Istniejg liczby rzeczywiste dodatnie x, y takie, ze x < y, dla ktérych zachodzi
nierownos¢ f (x) > f (»).

Dowéd: Wlasno$¢ (iv) innymi stowy mozemy sformutowac, tak — istnieje dodatnia liczba
rzeczywista x taka, ze f (x) # x, dodajmy jeszcze, ze z wlasnosci (ii1) nie moze ona by¢
liczbg wymierng. A skoro f (x) #x,to f (x) <xlub f (x) > x. Rozwazmy nast¢pujace
dwa przypadki.

1. Rozwazmy pierwszy przypadek, gdy f(x) <x. Dla ulatwienia utworzmy
pomocniczy rys. nr 20.

L 3

F@b-----3

rys, 20

Prosta na tym rysunku to funkcja f (x) = x. Na osi OY zaznaczmy odcinek
pomiedzy f (x) a x. Skorzystamy z pewnej wlasnos¢, ze pomigdzy dowolnymi dwiema
liczbami rzeczywistymi lezy liczba wymierna (zwana inaczej gestoscia zbioru liczb
wymiernych w zbiorze liczb rzeczywistych). W naszym przypadku na odcinku (0, x), na
osi OX lezy liczba wymierna ¢g. Z wilasnosci (iii) wiemy jaka jest warto§¢ funkcji f, dla
wymiernego argumentu ¢g. Na zbiorze liczb wymiernych funkcja f jest tozsamo$ciowa,
czyli ¢ = f (gq). Zaznaczmy na rys. nr 20 punkt (¢, f (q)) 1 uporzadkujmy argumenty i
wartosci funkcji f dlaxidlag. Dla g <x zachodzi f (q) >f (x).

2. W drugim przypadku, gdy f(x) > x postgpujemy w podobny sposdb. Zaznaczmy
przedziat od x do f (x) na osi OY, rysunek nr 21, na odcinku (x, f (x)), na osi OX
znajdziemy liczbe wymierng ¢, dzigki gestosci zbioru liczb wymiernych w zbiorze liczb
rzeczywistych.
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FE s

F@fx

rys. 21

Funkcja f jest identycznos$cig na zbiorze liczb wymiernych, wiec wartosci funkcji
dla dowolnej liczby wymiernej g wynosza f (q) = q. Punkt (¢, f(q)) jest zaznaczony na rys.
21, zachodzg dla niego i dla punktu (x, f (x)) nastgpujace zaleznosci ¢ >x1 f (q) <f(x).

|

4.3. Funkcja H nie spelnia aksjomatu monotoniczno$ci.

Niech x, y beda liczbami takimi jak w lemacie 4.A. Niech bedzie dany trojkat 77 o
podstawie x i wysokosci 2 oraz trojkat 7> o podstawie y 1 wysoko$ci 2. Poniewaz x < y,
mozna tak wybraé trojkaty, by 7, < 7. Obliczmy ich pola P, (7)) = x, za§ Py (T>) =y,
wtedy z lematu 4.A otrzymamy [ (P, (1)) > f (Po (T%)), czyli H (T;) > H (T>). W ten
sposob pokazaliSmy, ze istniejg takie figury wielokatne 7, 1 T, ze T, < T, a
H (T,) > H (T>) jest to sprzeczne z aksjomatem monotoniczno$ci, ktéry méwi, ze dla
dowolnych figur wielokatnych T, i 7> takich, ze T < T> zachodzi H (T;) < H (T>).

|

W 4.2 pokazali$my, ze funkcja H spelnia aksjomaty sumy, jednosci i przystawania,
a w 4.3, ze ta sama funkcja H nie spetnia aksjomatu monotoniczno$ci, zatem aksjomat
monotonicznos$ci jest niezalezny od pozostatych aksjomatow.

4.4. Wiasnosci, ktorych nie da si¢ wyprowadzi¢ z uktadu aksjomatow AJ, AS, AP (nie
rozszerzonego o aksjomat monotonicznosci).

Posiadamy juz wigcej wiadomosci, a co wazniejsze dysponujemy silnym
narzgdziem — funkcjg H, za pomocg ktorej udowodnimy, ze wiasnosci sformutowane na
koncu pierwszego rozdzialu nie wynikajg z aksjomatu monotonicznosci a jedynie z trzech
pozostatych aksjomatow AJ, AS i AP.

Twierdzenie 4.4.1. Jedynie z aksjomatow AJ, AS, AP nie wywnioskujemy, ze pole
dowolnego prostokata o bokach a, b wynosi a - b (wlasnos¢ 1A).
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Dowod: Do dowodu postuzy nam funkcja H, poniewaz pokazemy, ze nie spelnia
wiasnos$ci 1.A, (znajdziemy taki prostokat P o bokach a, b, dla ktorego H (P ) nie bedzie
rowne a - b). Prostokat P o boku 1 i z, gdzie z jest tym wektorem bazowym, ktérego
warto$¢ funkcji jest rézna od niego samego, jest najlepszym kontrprzyktadem, gdyz
zachodzi

(4.4.1) HP) =f®PoP) =f-2)=1f@) =f@ #z
|

Twierdzenie 4.4.2. Korzystajac tylko z aksjomatow AJ, AS, AP nie wywnioskujemy, ze
pole dowolnej figury wielokatnej jest liczba dodatnig (wtasnos$¢ 1B).

Dowéd: Skorzystajmy z tego samego przyktadu, co w 4.3. Niech bedzie dany trojkat 7; o
podstawie x 1 wysoko$ci 2 oraz trojkat 7> o podstawie y 1 wysokosci 2, wtedy 7, < To.
Zauwazmy, ze x < y. Obliczmy pola trojkatow: Py (7)) =x 1 P, (T,) =y oraz pole figury
wielokatnej 7> — T, (dla ulatwienia nazwijmy ja F) z aksjomatu sumy mamy

(442) Po (F) + Po (T]) = Po (Tz),

czyli Py (F) =y— x.
Korzystajac z wlasnosci funkcji f obliczmy warto$¢ funkcji H dla figury
wielokatnej F'

(4.4.3) HF) = f@o(F) =f-x) =f M- ®.

wtedy z lematu 4.A otrzymamy f (x) > f (v), 1 w potaczeniu z rownoscig (4.4.3) mamy, ze
H(F)<0.

Pokazalismy, wiec istnieje figura wielokatna F, ktora ma ujemne pole, tzn. ze
wtlasnosci 1B nie spetnia funkcja H, tym samym wlasno$¢ 1B nie wynika z AS, AP, AJ.

By dowies¢, ze ostatnie dwie wlasnosci nie wynikaja z aksjomatow AS, AJ, AP
wykorzystamy nowa funkcje rzeczywista f;, ktora posiada wszystkie wtasnosci funkcji f 1
jeszcze dodatkowa wlasnosé

(V) Vicr fr ©eqQ

I tym razem H, zdefiniujemy jako ztozenie funkcji f; 1 Py, H; = fi°Py. Wigcej na temat
funkcji H, i f; w dodatku w podrozdziale 6.5.

Twierdzenie 4.4.3. Jedynie z aksjomatow AJ, AS, AP nie wywnioskujemy, ze istnieje taka
figura wielokatna, ktorej pole jest liczba niewymierng (wtasnos¢ 1C).
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Dowéd: Pokazemy, ze funkcja H, nie spelnia wlasnosci 1C oraz spelnia AJ, AS i AP.
Funkcja H ze wzgledu na trzy wilasnosci (1), (i1), (iii) funkcji f, spelnia aksjomat sumy,
przystawania i jedno$ci. Funkcja H; ze wzglgdu na spetnianie takze wlasnosci (1), (ii), (iii)
przez swoja funkcje sktadowsg f; rowniez spetnia te trzy aksjomaty. Majac dang funkcje

H, = f°P, spelniajaca aksjomaty AJ, AP i AS wystarczy tylko pokaza¢, ze H, nie spetnia
wtlasnosci 1C. Dla dowolnej figury wielokatnej W zachodzi

(4.4.4) Hi (W) = fi Po(W) = f1 ()

Liczba y jest dowolna, wigc w mys$l warunku nr (v) mamy, ze f; (y) € Q. Funkcja H; nie

spetnia zatem wiasnos$ci 1C, poniewaz dla dowolnej figury wielokatnej W, H; (W) € Q.

Twierdzenie 4.4.4. Nie wywnioskujemy, ze dowolna liczba rzeczywista dodatnia jest
polem pewnej figury wielokatnej (wlasnos¢ 1D), korzystajac jedynie z aksjomatow AJ,
AS, AP

Dowdéd: Funkcja H, speinia aksjomaty AJ, AS, AP (uzasadnienie znajduje si¢ w
pierwszych czterech linijkach dowodu tw. 4.4.3). Pokazmy wigc, ze H, nie spehnia
wlasnosci 1D. W twierdzeniu 4.4.3 pokazali$my, ze dla dowolnej figury wielokatnej W,
H, (W) moze by¢ tylko liczbg wymierng, zatem dodatnia liczba niewymierna nie moze by¢
wartos$cig funkcji H.

|
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Rozdzial 5
Zadania

Rozdziat piaty zawiera przykladowe zadania, ktéore polecam czytelnikowi do
samodzielnego rozwigzania. Zadania te dotycza réznych aksjomatow, nie tylko aksjomatu
monotonicznosci, ale charakter ich jest bardzo podobny do aspektéw poruszanych w tej
pracy, co ma na celu utatwienie zadania i przeéwiczenie wiadomo$ci 1 umiejgtnosci
zdobytych podczas czytania niniejszej pracy magisterskiej.

1. Uzasadnij, ze nastgpujacych stwierdzen nie da si¢ udowodni¢ bez odwotania si¢ do
aksjomatu przystawania (a wigc wylgcznie na podstawie trzech pozostatych aksjomatow
teorii pola):

(a) kazdy kwadrat jednostkowy ma pole 1;

(b) pole trojkata powstatego z podzialu dowolnego prostokata przekatng jest rowne
potowie pola prostokata;

(c) istniejg wielokaty o dowolnie duzych polach;

(d) réwnolegloboki o réwnych podstawach i rownych wysokos$ciach majg réwne pola;

(e) P (W) =0 dla dowolnego wielokata .

2. Uzasadnij, ze stwierdzen (b), (c), (d) 1 (e) z zadania 1 nie da si¢ udowodni¢ bez
korzystania z aksjomatu sumy.

3. Znajdz po trzy takie funkcje, ktore nie spetniajg aksjomatu
(a) jednosci;

(b) przystawania;

(c) sumy;

a spetniajg wszystkie pozostate aksjomaty teorii pola.

4. Czy bez aksjomatu sumy mozna dowies$¢, ze istniejg wielokaty o dowolnie duzych,
(dowolnie matych) polach? A bez aksjomatu przystawania?

5. Czy aksjomat przystawania mozna zastgpi¢ stabszym aksjomatem translacji?

6. Czy aksjomat jednostki AJ mozna zastagpi¢ aksjomatem AE: pole trojkata

J3

rownobocznego 7, o boku 1 wynosi P (7)) = R

7. Skonstruuj model dla AP oparty na umiejetnym zliczaniu kropek.
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8. Jakich aksjomatow nie spetnia funkcja P (W) = diam (W), gdzie diam (W) jest
najdtuzsza odlegtoscig pomiedzy dwoma punktami wielokata .

Dodatek

To juz ostatni etap tej pracy, w ktorym zajmiemy si¢ uzasadnieniem istnienia
funkcji f 1 f; z rozdzialu 4. Zagadnienie istnienia tych funkcji nie jest bezposrednio
zwigzane z aksjomatem monotonicznos$ci, dlatego wyodrgbnione z catosci pracy zostato
umieszczone na samym koncu w charakterze dodatkowego uzupetnienia.

Na poczatku zapoznamy si¢ z kilkoma definicjami, bardziej zwigzanymi z algebra
niz z geometria, ale potrzebnych do uzasadnienia istnienia funkcji f oraz f;.
Definicja 6.1. Zbior V' z dodawaniem i1 mnozeniem przez skalary z ciala K oraz
wyrdznionym elementem 6 (zwanym wektorem zerowym w V), nazywamy przestrzeniq
liniowg (zamiennie wektorowq) nad cialem K, jesli spelnione sg nast¢pujace warunki

(aksjomaty przestrzeni liniowej), dla dowolnych wektorow u, v, w € V i dowolnych
skalarow a, b € K:

(1) u+v =v+u,
@) ut@tw)=@+u)+w,
B)u+t+0=0+u = u,
(4) dla kazdego wektora u istnieje taki wektor v, ze u + v =0,
S)am+vy=au+tav,
6) (a+tbyu=au+bu,
(1) (@ab)u=a(bu),
@®) 1 -u=u.
Definicja 6.2. Niech V' 1 W beda dowolnymi przestrzeniami wektorowymi nad cialem F,

odwzorowanie @: V' — W przestrzeni V' w przestrzen W nazywamy liniowym jezeli dla
dowolnych wektorow u, v przestrzeni ¥ 1 dowolnego elementu a z ciata F' zachodza

zwiazki:

(6.2.1) o u+rv)y=e wW+e (v < (addytywnosc),

(6.2.2) p@avy=a ¢ (v) < (jednorodnosc).
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Definicja 6.3. Funkcje liniowa ¢ przeksztalcajacg przestrzen wektorowa R nad ciatem Q

w siebie nazwijmy Q - liniowym odwzorowaniem.

6.4. Uzasadnienie istnienia funkcji f/* spetniajacej wlasnosci (i) — (iv) z 4.1.

Zbiér wartosci R 1 dziedzing R funkcji /i R — R potraktujmy jako przestrzen
wektorowg R wzgledem zbioru skalarow Q, (zbior skalarow Q z dziataniami mnozenia i
dodawania tworzy cialo liczbowe), innymi stowy w zamian za zbior liczb rzeczywistych R

wezmy przestrzen wektorowa R nad cialem Q.

Lemat 6.4.1. Jesli /1 R — R jest odwzorowaniem Q@ — liniowym, to spelnia warunki (i)
oraz (i1) z 4.1.

Dowod: Wiasnosci (i), (i1) to podstawowe warunki (addytywnos¢ 1 jednorodnos¢) na to, by
funkcja przeksztalcajgca przestrzen wektorowg R nad cialem Q w siebie byla
odwzorowaniem liniowym, wiec sg natychmiast spenione.

Zdefiniuyymy odwzorowanie liniowe f zadajac je na elementach bazy. Jako baze
wezmy uktad wektorow liniowo niezalezny nad Q, generujacy cala przestrzen R
sktadajacy si¢ z elementow 1, z, z;, z,, z3, .... Funkcja f okreslamy wtedy przepisem takim,

zef (1)=1,f (z) # z, a pozostale wektory bazowe sa przeksztalcane przez funkcje f'w
zupetnie dowolny sposob.

Funkcja f spelnia wlasnos¢ (iv), nie jest tozsamosciowa poniewaz dla liczby =z
warto$¢ funkeji f (z) # z.

Lemat 6.4.2. Jesli £ R— R jest odwzorowaniem @Q — liniowym oraz f (1) =1, to spetnia
warunek (iii).

Dowodd: Pokazemy, ze dla tak zdefiniowanej funkcji f zachodzi wilasno$¢ (iii). Jezeli
f (1)=1, to z whasnosci (i) dla dowolnej liczby wymiernej ¢ bedzie zachodzita wtasnos$¢

(6.4.1) Voca f@=f(g-D=qf()=q-1=q,

a jest to doktadnie tres¢ wtasnosci (iii) funkcji f.
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W 6.4 pokazalismy, ze taka funkcja jak f istnieje. Jednak ze wzgledu na
niemozliwos¢ wypisania wszystkich elementoéw bazy, nie uda si¢ funkcji f zapisa¢ jednym
wzorem. Aby zaprezentowal funkcje f/ mozemy jedynie wypisa¢ jej charakterystyczne
wlasnosci, czyli wlasnosci (i) — (iv) oraz zbior wartosci funkcji /' dla wektorow bazowych

przestrzeni wektorowej R nad cialem Q.

6.5. Uzasadnienie istnienia funkcji f; spetniajacej wtasnosci (i)— (v) z 4.1.

Przypomnijmy wtasnosci nowej funkcji f; z rozdziatu 4. Funkcja f; posiada
wszystkie wlasnos$ci funkcji 1 jeszcze dodatkowa wlasnos¢

(V) Vicr f1 x)eQ.

Bardzo podobnie jak w przypadku funkcji f, zdefiniujemy f; zadajac je w
nastepujacy sposéb na wektorach bazowych 1, w, wi: i € I, f; (1) =1, f; (w) # w, a
pozostate wektory bazowe sg przeksztalcane przez funkcje f zawsze w taki sposob, ze
spetniony jest warunek f; (w) € Q, f; (w;) € Q, dlai € T.

Funkcja f; jest w inny sposob zadana na uktadzie wektorow bazowych niz funkcja f,
jedynie na tym polega réznica pomigdzy tymi funkcjami. Z tego wzgledu w bardzo
podobny sposob jak to byto z funkcja f mozemy uzasadni¢, ze funkcja f; spelnia wlasnosci
(1) — (iv) z rozdzialu 4. Natomiast dodatkowa wilasno$¢ (v) wynika ze szczegdlnego
sposobu zdefiniowania funkcji f; przez odpowiednie zadanie jej na wektorach bazowych,

ktore sprawilo, Ze f; jest odwzorowaniem przestrzeni wektorowej R nad ciatem Q w ciato

Q. co pokazemy w ponizszym lemacie.

Lemat 6.5.1. Obrazem powyzej zdefiniowana funkcji f; jest zbior liczb wymiernych — Q.

Dowod: Niech x € R bedzie dowolne, (a g i p bedg liczbami wymiernymi), w takim razie
x mozemy przedstawi¢ jako sume kombinacji liniowej wektorow bazowych

(6.5.1) x=q-l+p-w+ 2. q, Wy .
k=1

Mamy pokazaé, ze f; (x) € Q. Z jednorodno$ci i addytywnosci funkcji f;, warunku (iii)
oraz rownosci (6.5.1) otrzymamy

(6.5.2) fix)=q +p-fi(w) + iqkf](w,-k),

czyli f; (x), jest sumg liczb wymiernych, a wigc liczba wymierna.
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