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Wstep

W mojej pracy magisterskiej chciatbym poruszy¢ problem parkietazy pétobrotowych
na sferze. Parkietaz potobrotowy na sferze, to takie pokrycie sfery ptytkami, w ktorej
dowolne dwie sasiadujace ze soba ptytki sg swoimi obrazami, powstajacy przez obrot o
180° wzgledem srodka ich wspdlnego boku.

Glownym celem niniejszej pracy jest sklasyfikowanie wszystkich mozliwych parkietazy
potobrotowych na sferze.

Aby to uczynié¢,w pierwszym rozdziale wprowadzimy podstawowe informacje na temat
geometrii sferycznej oraz z podstawowe pojecia na temat parkietazu potobrotowego, z
ktorych bedziemy w dalszej czesci pracy korzystac.

Nastepnie w rozdziale drugim zajmiemy sie ustaleniem jakie plytki potencjalnie na-
daja sie na uzycie ich do skonstruowania parkietazu potobrotowego na sferze.

W rozdziale trzecim i czwartym pokazemy, ze znalezione w rozdziale drugim ptytki
mozemy uzy¢ do skonstruowania parkietazu pétobrotowego na sferze.

Na koniec w rozdziale piatym raz jeszcze przedstawimy klasyfikacje wszystkich par-
kietazy potobrotowych na sferze.

W tym miejscu chcialtbym jeszcze serdecznie podziekowaé promotorowi niniejszej pracy,
Panu Jackowi Swigtkowskiemu, za wszelka pomoc, wskazowki, poswiecony czas, zyczli-
wos¢ i duza doze wyrozumialosci dla mnie.



1 Wstep teoretyczny

Przed wyruszeniem w podroéz, zazwyczaj poswiecamy chwile czasu na spakowanie sie.
Pakujemy ubrania, bielizne, jedzenie i rézne inne rzeczy, ktére moga sie nam przydac, gdy
dotrzemy do upragnionego miejsca.

Z podobnych przyczyn powstat ten oto rozdzial. Aby sie na chwile zatrzymac i przygoto-
wac sie do zblizajacej podrézy. Bedzie to podroz w gtab matematyki. W trakcie podrozy
bedziemy szukacé sposobéw na pokrycie sfery (powierzchni kuli) ptytkami w pewien spe-
cyficzny sposéb.

1.1 Geometria na sferze

Podréz po sferze. Zeby sie dobrze przygotowaé do takiej niecodziennej wycieczki warto
sie zapytaé czy przypadkiem nie byliSmy wczesniej w podobnym miejscu.

Cos$ podobnego do sfery...Po chwili dochodzi do nas fakt, ze nasz dom — Ziemia jest
dobrym przyktadem. Oczywiscie znajda si¢ tacy, ktérzy zaczna krzycze¢, ze Ziemia nie
jest kula, tylko geoida, wiec musimy szuka¢ dalej. Na szcze$cie maja tylko po czesci racje.
Ziemia nie jest kula, ale ma ksztalt zblizony do kuli i to nam w zupelnosci wystarczy.
Trudno nam jednak poczu¢ namacalnie kulisto$¢ naszej planety. Nie zauwazamy jej, gdy
budzac si¢ patrzymy przez okno, lub gdy rano wychodzimy z psem na spacer. Jest dla nas
po prostu zbyt ogromna. Niektorym sie wrecz wydaje, ze Ziemia jest ptaska! Aby ominaé
ta drobng niedogodnos¢, sprobujmy zmniejszy¢ nasza Ziemie na przyktad, aby byta tak
samo wielka jak asteroida na ktorej mieszkat Maty Ksigze.

Rysunek 1: Maly Ksigze na swej asteroidzie
Obraz pobrany z [5]

Gdy wybraliSmy juz swe miejsce docelowe, to pozostato nam jedynie tam sie wybrac!
W jaki sposéb? Na te pytanie niech kazdy odpowie sobie sam! Przejdzmy od razu do
sytuacji, gdy postawiliSmy juz pierwszy krok na nowym ladzie i co wigcej spotkalismy juz
,wladce” tej planety. Maty Ksiaze zaprowadza nas do swej oblubienicy Rézy. Gospodarz
planety dba o swojego goscia, wobec tego wybrat on najkrétsza droge, czyli jaka? Jaka
droge wybralt? Pierwszg rzecza ktora przychodzi nam na mysl, to uzycie wzoru na odle-
gto$¢ pomiedzy dwoma punktami w przestrzeni. Zaktadamy, ze znamy wspoirzedne gdzie



si¢ oni teraz znajduja, podstawiamy do wzoru i juz. Niestety nie jest tak tatwo.

Po chwili mozemy zauwazy¢, ze ten pomyst zaktada, ze nie jesteSmy ludzmi tylko kretami,
gdyz cata droge bysSmy musieli przejs¢ pod ziemia na co nie mozemy sie zgodzi¢

(My chcemy kroczy¢ po sferze).

Moze powinnnismy podejs¢ do tego zadania z innej strony. Zastandéwmy sie, czy moze
jest co$ co te punkty taczy. Tak jest jedna rzecz! Oba punkty leza na jednej sferze, a
wiec sg one rownoodlegte od srodka sfery. Wéwcezas mozemy poprowadzié przez te dwa
punkty okrag ktorego srodek bedzie srodkiem sfery.

Takie okregi bedziemy nazywa¢ okregami wielkimi.

Definicja 1.1. Okregiem wielkim bedziemy nazywaé przekroj sfery plaszczyzng przecho-
dzqcq przez jej Srodek.

Przypomnijmy, ze chcieliémy dowiedzie¢ sie w jakiej odlegtosci znajduje sie Maty

Ksigze od rézy. Wiemy, ze przez te dwa punkty przechodzi okrag wielki. Warto by-
toby sie zapytac¢, czy moze istnieje wiecej niz jeden taki okrag i co jeszcze wazniejsze, czy
istnieje inna krotsza droga.
Na poczatek sprobujmy odpowiedzie¢ na pierwsze pytanie. Wyobrazmy sobie, ze Ksiaze
znajduje sie na jednym biegunie planety, a réza na drugim. Woéwczas istnieje nieskoncze-
nie wiele okregéw wielkich przechodzacych przez te dwa punkty (potudniki tej planety).
Takie punkty bedziemy nazywa¢ punktami antypodycznymi.

Definicja 1.2. Punktami antypodycznymi nazywamy takq pare punktow, dla ktorych tq-
czgcey je odcinek przechodzi przez srodek sfery.

A jak bedzie w przeciwnym przypadku, gdy punkty nie bedg potozone antypodycznie?
Okazuje sig, ze istnieje tylko jeden taki okrag.

Lemat 1.3. Dla dowolnych dwoch punktow lezgcych na sferze, niebedgcymi punktami
antypodycznymi istnieje tylko jeden okrgg wielki ktory zawiera te punkty.

Dowadd. Ustalmy dowolne dwa punkty A i B niebedace punktami antypodycznymi lezace
na pewnej sferze o srodku w punkcie S. Punkty A i B nie sa punktami antypodycznymi,
a wiec odcinek je taczacy nie przechodzi przez srodek sfery S, a zatem punkty A, Bi.S sg
punktami niewspotliniowymi. Jak wiemy trzy punkty niewspoétliniowe wyznaczaja nam
doktadnie jedng ptaszczyzne, a zatem mozemy skonstruowac ptaszczyzne ABS. Wéowcezas
przekroj tej ptaszczyzny ze sferg wyznacza nam szukany okrag. O]

Definicja 1.4. Niech A, B bedqg dowolnymi punktami lezgcymi na sferze. Odlegtosé po-
miedzy tymi punktami bedziemy oznaczad jako d(A, B) i jest ona réwna dlugosci krétszego
tuku okrequ wielkiego zawierajgcego te dwa punkty.

Uwaga 1.5. W przypadku, gdy A i B sq punktami antypodycznymi, wowczas odlegtosé
pomiedzy tymi dwoma punktami jest rowna potowie diugo$ci dowolnego okregu wielkiego
przechodzgcego przez te dwa punkty.

Udato sie nam powiedzie¢ jak wyznaczy¢ odleglto$é pomiedzy dwoma punktami na
sferze. Tym sie jednak nie bedziemy zajmowac¢. My bedzie zajmowac sie pokryciem sfery
poprzez specjalne ptytki. Bedziemy dosy¢ wybredni, gdyz interesowac¢ nas beda jedynie
plytki w ksztalcie wielokatéw sferycznych.



Definicja 1.6. Dwukgtem sferycznym nazywamy cze$¢ sfery ograniczong dwoma roznymi
tukami okregow wielkich, tgczgcymi pewne dwa punkty antypodyczne sfery.

W dalszym czesci, przyda nam sie jedna wtasnosé¢ dwukatéw sferycznych. Jest nig
wzOr na pole dwukata sferycznego.

Definicja 1.7. Tréjkgtem sferycznym nazywamy czesé sfery ograniczong trzema tukami
okregow wielkich.

Definicja 1.8. Wielokgtem sferycznym nazywamy czesé sfery ograniczong tamang za-
mknietq skiadajgcq sie z tukow okregow wielkich.

To nie wszystko. Zanim przejdziemy do ostatniego zaltozenia, wprowadzmy jeszcze
dwa pojecia.

Definicja 1.9. Bokiem wielokgta sferycznego nazywamy tuk okregu wielkiego nalezacy do
tamanej zamknietej na ktorej zbudowany jest wielokqt sferyczny.

Definicja 1.10. Niech A, B, C bedg punktami na sferze, ktore nie lezg na jednym okregu
wielkim. Niech S bedzie Srodkiem tej sfery. Kqtem sferycznym ABC' nazywamy kgt dwu-
Scienny miedzy polplaszczyzng ABS a pélplaszczyzng CBS.

Wiemy juz co to jest bok wielokata sferycznego i jego kat. Dzigki temu jestesmy
nareszcie w stanie poznaé¢ ostatnie zatozenie odnosnie naszych ptytek.

Definicja 1.11. Wielokgtem sferycznym wypuktym nazywamy taki wielokqt sferyczny,
ktorego wszystkie kqty wewnetrzne majq miare mniejszq niz .

Definicja 1.12. Sferycznym wielokgtem foremnym nazywamy taki wypukty wielokqt sfe-
ryczny, ktorego wszystkie boki sq tej samej miary oraz wszystkie kqty sq tej samej miary.

Wiemy juz co nieco na temat wielokgtow sferycnych, tylko jak dowiedzie¢ sie kiedy
dwa takie wielokaty sa przystajace (i co to wogéle znaczy)? Innymi stowy jak spraw-
dzi¢ kiedy dwie ptytki sg do siebie przystajace? Matematycy uzywaja do tego izometrii.
[zometrie bedziemy rozumieé¢ jako przeksztatcenie geometryczne, ktére zachowuje odle-
gto$¢ pomiedzy dowolnymi dwoma punktami. Tylko jak to bedzie wygladac¢ dla geometrii
na sferze? Jedng z izometrii w przestrzeni jest symetria osiowa. Zauwazmy, ze dane
przeksztalcenie bedzie réwniez izometria sferyczng. Dlaczego? Powodem tego jest to, ze
mozemy obciaé cala przestrzen do interesujacej nas sfery. Co wigcej mozemy zauwazy¢, ze
dowolng izometrie na sferze mozemy rozszerzy¢ do izometrii na calej przestrzeni! Do tego
potrzebujemy. Do Izometrii bedziemy potrzebowaé¢ punktow statych, czyli takich, ktore
pozostajg, pomimo przeksztalcenia na swoim miejscu. Takim punktem bedzie $rodek
sfery. Izometrie ktére maja jeden punkt staty, to obroty i odbicia.

Definicja 1.13. Izometria sfery, to izometria przestrzeni, ktéra zachowuje sfere.

Wéwezas mozemy powiedzie¢ co to znaczy, ze dwie figury lezace na sferze sa do siebie
przystajace.

Definicja 1.14. Mowimy, ze dwie figury na sferze sq przystajgce, gdy istnieje izometria
sfery przeksztatcajocq jedng figure na drugq.



Wiemy juz co to znaczy, ze dwie figury lezace na sferze sg do siebie przystajace.
W trakcie naszej podrozy bedziemy sprawdzaé, czy dwa tréjkaty sferyczne s do siebie
przystajace. Pomoga nam w tym cechy przystawania tréjkatow sferycznych. Co ciekawe
cechy przystawania tréjkatéw znane z geometri euklidesowej obowigzujg rowniez tutaj!
Co wiecej, cecha przystawania trojkatéw sferycznych jest rowniez cecha kat, kat, kat,
ktora w geometrii euklidesowej byta jedynie cecha podobienstwa.

Fakt 1.15. W geometrii na sferze, dla trojkatow sferycznych zachodzg nastepujgce cechy
przystawania:

e bok, bok, bok;
o kqt, kat, kqt;
o kqt, bok, kqt;
o bok, kqt, bok.

Fakt 1.16. Suma miar kgtow wewnetrznych w n—kqcie sferycznym
jest wieksza niz (n —2) -7 i

Oba powyzsze fakty zostaly zaczerpniete z [4].



1.2  Troche o pokryciu sfery ptytkami

Udato dowiedzie¢ sie nam co nieco na temat geometrii sferycznej. Pora teraz przej$¢ do
tego, co bedziemy rozumie¢ przez pokrycie sfery ptytkami. Mozna to zrobi¢ na wiele
roznych sposobow. My jak wczesniej wspominaliSmy ograniczymy sie do nastepujacego
sposobu.

Definicja 1.17. Parkietaz na sferze to takie pokrycie sfery plytkami, w ktérym:
(i) wszystkie plytki sq wypuklymi wielokgtami sferycznymi;
(7i) nie ma pustych miejsc (pokrycie jest bez dziur);

(iii) plytki na siebie nie nachodzq;

(iv) jesli dwie plytki majq cze$é wspdlng, to jest to albo jeden wspdlny wierzcholek, albo
wspolny caty bok w kazdej z tych plytek.

Jesli ptytkami u nas sg wielokaty sferyczne, to warto wyrézni¢ pewien rodzaj obiektu

Definicja 1.18. Wierzcholkiem parkietazu na sferze, ktorego plytkami sq wielokqty sfe-
ryczne, nazywamy wspolny wierzcholek wielokgtow, tworzqcych dany parkietaz.

A to jeszcze nie wszystko! W naszej podrézy nie bedziemy badaé wszystkich par-
kietazy na sferze (jest ich za duzo!l), tylko pewien szczegdlny rodzaj takich parkietazy.
Interesowaé¢ nas beda takie pokrycia w ktérych dowolnie wybrane dwie ptytki sa przy-
stajacymi wielokatami. To nie wszystko. Jest jeszcze druga wtasnosé. Do opisu drugiej
wtasnosci bedzie nam potrzebne dowiedzenie sie co to jest obrot sfery wokét ustalonego
punktu.

Definicja 1.19. Obrotem sfery S o $rodku w punkcie O wokét punktu P o kat
a nazywamy takie przeksztatcenie geometryczne, w ktérym dowolnemu punktowi A nale-
zZgcemu do sfery S przyporzqdkowujemy punkt A’, ktory jest obrazem punktu A wzgledem
obrotu przestrzeni wokot osi OP o kgt «.

Wracajac do parkietazy, interesowac nas bedzie taki przypadek, w ktérym dla dowol-
nych dwéch sasiadujacych ze soba ptytek (tzn. majacych wspélny caly bok), kazda z nich
jest obrazem drugiej w obrocie o m wzgledem $rodka wspolnego boku. Takie pokrycie
sfery bedziemy nazywa¢ parkietazem potobrotowym na sferze,

Definicja 1.20. Parkietaz potobrotowy na sferze, to parkietaz na sferze, w ktorym
plytki sq przystajocymi wielokgtami sferycznymi, utoZonymi w ten sposob, Ze dla dowol-
nych dwdoch plytek parkietazu majgcych wspolny bok, kazda z nich jest obrazem drugiej w
obrocie o ™ wzgledem srodka tego wspdlnego boku.



Aby zrozumieé przytoczona powyzej definicje, zobaczmy na przyktadach co jest par-
kietazem pétobrotowym na sferze, a co takim parkietazem nie jest,

(b) Przyklad parkietaza,
ktéry nie jest potobrotowy

(a) Przyklad parkietaza
pélobrotowego

Rysunek 2

Przyktadem parkietazu potobrotowego na sferze jest pariekataz przedstawiony na Ry-
sunku 2a. Jest to parkietaz zbudowany z foremnych trojkatow sferycznych 7, 7, 5. Jest
to parkietaz pétobrotowy, gdyz kazda para plytek, ktora ma ze sobg wspdlny bok, jest
obrazem drugiej plytki w obrocie o m wzgledem Srodka wspdlnego boku (w plytce wszyst-

kie katy sa do siebie przystajace).

Natomiast przyktadem parkietazu na sferze, ktory nie jest parkietazem pétobrotowym
przedstawiony na Rysunku 2b. Jest to parkietaz zbudowany z przystajacych tréjkatow
sferycznych 7, 7, %’T Wybierzmy dwie ptytki, ktéore maja wspdlny bok. Zauwazmy, ze
druga ptytka jest obrazem pierwszej ptytki w obrocie o 271 wzgledem Srodka wspolnego
boku. Korzystajac z tego, ze ptytki w parkietazu nie sg foremnymi trojkatami sferycznymi,
otrzymujemy ze druga ptytka nie jest obrazem pierwszej ptytki w obrocie o m wzgledem
srodka wspolnego boku.
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2 Jakie ksztalty muszg mieé¢ nasze ptytki, aby za ich
pomocg utozy¢ parkietaze pélobrotowe na sferze?

Naszym celem jest znalezienie wszystkich mozliwych parkietazy potobrotowych na sferze.
Dosy¢ ambitne zadanie. Nie da sie wszystkiego zrobi¢ naraz, wiec zacznijmy pomalutku,
od najmniejszego wielokata sferycznego — dwukata.

2.1 Parkietaze z dwukatéw sferycznych

Ustalmy dowolny dwukat sferyczny A o mierze kata réwnej a. Zaldézmy optymistycznie,
ze da sie skonstruowaé parkietaz z dwukatéw sferycznych. (patrz Rysunek 3).

Rysunek 3

Wiéwezas wierzchotkiem parkietazu bedzie jeden z punktow antypodycznych dwukata
A. Zalézmy, ze wokdt wierzchotka spotyka sie n plytek. Z definicji parkietazu pétobroto-
wego na sferze, wiemy ze dowolne dwie ptytki sa przystajacymi wielokatami sferycznymi,
czyli wszystkie plytki sasiadujace wokot wierzchotka sg przystajace do dwukata A. Do-
datkowo wiemy, ze kazdy dwukat ma pare¢ przystajacych katéow. 7Z tego otrzymujemy,
ze:
n-o =2

Wobec tego mozemy sformutowaé wniosek, ze dana sytuacja sie pojawi jedynie wtedy,
gdy danym dwukatem sferycznym bedzie dwukat o katach 27”, gdzie n > 3. Nietrudno tez
zauwazy¢, ze dla dowolnego n > 3 parkietaz sfery jednakowymi dwukatami sferycznymi
o katach 2% przedstawiony na Rysunku 3 jest parkietazem pétobrotowym.

Podsumowanie 2.1. Istnieje nieskonczona seria parkietazy sferycznych potobrotowych za
pomocqg plytek dwukgtnych. Doktadniej, dla kazdego n > 3 istnieje taki parkietaz w ktorym
kgt przy wierzchotku dwukgtnej plytki wynosi 2%; za$ parkietaz sktada sie z doktadnie n

plytek. Sq to wszystkie mozliwe parkietaze potobrotowe za pomocqg dwukgtnych plytek.

2.2 Jak to bedzie dla innych wielokatéw?

Pierwsze pytanie, ktére nam sie nasuwa brzmi nastepujaco. Czy istnieje pewna analo-
gia w sposobie szukania ptytek pomiedzy dwukatami, a innymi wielokatami sferycznymi?
Po krétkiej chwili widzimy, ze nie. Jednak po dtuzszej chwili niektorzy moga zauwazy¢,
ze pewne idee pojawiajace sie przy dwukacie sferycznym mozemy zastosowaé dla innych
wielokatow.

Podobnie jak poprzednio zatozymy z gory, ze dla pewnego wielokata sferycznego istnieje
parkietaz potobrotowy o ptytkach takiego ksztattu. Bedziemy sprawdzaé jakie warunki
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musi spelnia¢ nasza ptytka, aby wokdt wierzchotka parkietazu spotkata si¢ pewna liczba
plytek.

W przeciwienstwie do dwukatow, inne wielokaty sferyczne mogg nie mie¢ przystajacych
katéw. Nie zrazajac sie pojawiajaca trudnoscig, sprobujmy ja pokonaé! Ustalmy dowolny

wielokat sferyczny P. Niech wq, ws, ws, ..., w, beda kolejnymi wierzchotkami wielokata
sferycznego P, natomiast aq, as, as, . . ., a,, niech oznaczaja jego kolejne katy wewnetrzne
odpowiednio przy wierzchotkach wy, ws, w3, ..., w,. Przez S oznaczmy srodek boku wie-
lokata P, taczacego w; z wsy. Sytuacje ilustruje Rysunek 4.

Rysunek 4

Nastepnie obracamy ptytke P, o m wzgledem punktu S. Dzieki temu powstaje nowa
ptytka, ktora bedziemy oznaczac jako P;. Wowczas dla wielokata sferycznego P; wybie-
ramy odcinek sasiadujacy z odcinkiem wyws. Nastepnie wyznaczamy jego Srodek, ktory
bedziemy oznacza¢ jako S;. Teraz obracamy ptytke P, wokét punktu S;. W wyniku tego
obrotu powstaje obraz ptytki P;. Oznaczmy go przez P». Efekt tych czynnosci ilustruje
Rysunek 5.

Rysunek 5
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Dang czynno$¢ powtarzamy. Zauwazmy, co dzieje si¢ wokoét wierzchotka wy .
Przy pojedynczym wybranym wierzchotku katy w kolejnych obrazach wielokata P tworzg
sekwencje taka, jak w danym wielokacie, czyli kolejno oy, as, as, ..., ar, gdzie k ozna-
cza liczbe plytek parkietazu rozwazanego wierzchotka parkietazu. Chcemy, aby ptytki
utworzyly fragment parkietazu. Wobec tego suma miar katéw znajdujacych sie wokot
wierzchotka parkietazu musi by¢ rowna 360°. otrzymujemy ze aq +as+az+. ..+ = 2.

Obserwacja 2.1. Wokoét wierzcholka parkietazu kqty w kolejnych obrazach wielokgta P
tworzq sekwencje o, o, ag, . . ., ap, gdzie k oznacza liczbe plytek, ktore sqgsiadujq z wierz-
chotkiem parkietazu.

To nie koniec cennego kruszca, ktére mozemy z Obserwacji 2.21 wywnioskowaé (wy-
kué¢)! Zauwazmy, ze procedure opisang wczesniej mozna dalej kontynuowaé. Wowczas
k + 1 ptytka znajdzie sie w miejscu ptytki wyjsciowej, kolejna ptytka na miejscu drugiej i
tak dalej. Mozemy wobec tego powiedzie¢, ze ay1 = aq, gyo = 2, itd. Niech n = ak +0,
dla a,b € Nib < k, wowczas o, = Qapip = Q.

Obserwacja 2.2. Wokol wierzchotka parkietazu kqty w kolejnych obrazach wielokgta P
tworzq sekwencje o, o, as, . . ., o, gdzie k oznacza liczbe plytek, ktore sqgsiadujg z wierz-
chotkiem parkietazu. Wowczas dowolny kgt wewnetrzny wielokgta P ov,, gdzie w = ak—+Db,
dla a,b € N i b < k, jest rowny ay.

Zdobylismy, juz peten garnuszek pozytecznych wlasnosci, ale to jeszcze nie wszystko!
Mozemy jeszcze zauwazy¢ jedng przydatng rzecz. Poprzednio caty nasza uwage skupilismy
na katach wokot wierzchotka parkietazu. Skupmy sie teraz na czyms innym, na bokach
wielokata wychodzacych z tego wierzchotka (patrz Rysunek 6).

Rysunek 6
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Na poczatek zauwazmy, ze wokot wierzchotka parkietazu boki wielokata P w kolejnych
obrazach, tworza sekwencje by, bs, . .., bx, gdzie k oznacza liczbe ptytek, ktoére sasiaduja z
wierzchotkiem parkietazu. Nastepnie podobnie jak poprzednio, kontynujemy nasza pro-
cedure. Otrzymujemy, ze

bk—f—l = bl, bk_,_g = bg, itd.

Niech n = ak 4+ ¢, dla a,b € Nib < k, wowczas b, = bygre = be.

Obserwacja 2.3. Wokdl wierzchotka parkietazu boki w kolejnych obrazach wielokgta P
tworzq sekwencje by, by, bs, ..., by, gdzie k oznacza liczbe plytek, ktore sqsiadujg z wierz-
chotkiem parkietazu. Wowczas dowolny bok wewnetrzny wielokgta P b, gdzie w = ak+c,
dla a,c € N i c <k, jest przystajgcy do boku b,.

Mamy juz narzedzie, pora je wykorzysta¢. Nasza analize zaczniemy od tréjkata sfe-
rycznego. Podzniej na warsztat wezmiemy czworokaty sferyczne itd. Zanim jednak za-
czniemy nasza analize zauwazmy jeszcze jedng przydatna rzecz.

Obserwacja 2.4. W kazdym wierzchotku dowolnego parkietazu potobrotowego na sferze
spotykajq sie przynajmniej trzy plytki tego parkietazu.

Dowdd. Ustalmy dowolny parkietaz potobrotowy na sferze. Nastepnie wybierzmy dowolny
wierzchotek W tego parkietazu. Zatézmy, ze wokot wierzchotka W sgsiaduje pewna liczba
n ptytek. Dla kazdej z sasiadujacych ptytek P; wierzchotek W jest wierzchotkiem pewnego
kata ;. A zatem mozemy napisa¢ nastepujaca réwnoscé:

Oél+()é2+...+()én:271'.

Pamietamy ze nasz wielokat sferyczny jest wielokatem wypuklym. A zatem kazdy z katéw
«; jest mniejszy od 7. A zatem potrzebujemy przynajmniej trzy plytki. O]

2.3 Parkietaz z trojkatow sferycznych

Zatézmy, ze aq, ag, ag sa kolejnymi katami tréjkata sferycznego (patrz Rysunek 7).

Rysunek 7

Sprawdzmy ktére trojkaty sferyczne wypetniaja czesé sfery, ze wzgledu na liczbe takich
trojkatow wokot ustalonego wierzchotka w sposéb potobrotowy.
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Rysunek 8

2.3.1 Trzy trojkaty wokol wierzchotka parkietazu

Sytuacje z trzema trojkatnymi plytkami wokoét wierzchotka pétobrotowego parkietazu
ilustruje Rysunek 8.
Ze wzgledu na Obserwacje 2.2 otrzymujemy, ze:

&1+C¥2+O&3:27T.
Suma miar katéw w wypukltym tréjkacie sferycznym musi byé¢ wieksza niz 7 i jednocze-
$nie mniejsza niz 3w, wiec trojkaty sferyczne o sumie miar katow rownej 27 potencjalnie
istnieja. Ich dokladniejszym opisem zajmiemy si¢ w Rozdziale 4. Réwniez w tamtym

rozdziale przekonamy si¢ ktore spsrod takich tréjkatéow prowadza do rzeczywistych par-
kietazy poétobrotowych na sferze.

2.3.2 Cztery trojkaty wokoél wierzchotka parkietazu

Sytuacje z czterema trojkatnymi ptytkami wokot wierzchotka potobrotowego parkietazu
ilustruje Rysunek 9.

Rysunek 9

Ze wzgledu na Obserwacje 2.2 otrzymujemy, ze:

Oé1+062+063+064:271'.
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Zauwazmy, ze liczba ptytek jest wicksza niz liczba katéw w wielokacie sferycznym. Wobec
tego mozemy skorzysta¢ z Obserwacji 2.3 ktora mowi nam, ze ay = oy, a; = g i g = Q.
Wobec tego otrzymujemy nastepujaca rownosé

1 = Qg = 03 = A,

stad
da = 27,

a zatem o = 7. Wobec tego mozemy sformutowa¢ wniosek, ze dana sytuacja moze sig
pojawic¢ jedynie wtedy, gdy danym tréjkatem sferycznym bedzie tréjkat o katach 3, 3, 7.
Problemem istnienia parkietazy o ptytkach takiego ksztattu zajmiemy sic w Podrozdziale
3.3.

2.3.3 Piec¢ trojkatéw wokol wierzchotka parkietazu

Sytuacje z piecioma trojkatnymi plytkami wokot wierzchotka pétobrotowego parkietazu
ilustruje Rysunek 10. Ze wzgledu na Obserwacje 2.2 otrzymujemy, ze:

Rysunek 10

041+062+C¥3+OZ4+O£5:27T7

Liczba uzytych plytek jest wieksza niz liczba katéw w wielokacie, wiec ze wzgledu na
Obserwacje 2.3 mamy, ze

1 = g = O3 = Oy = 05 = (&,

Wobec tego:
da = 2m,
czyli
2
oa=—.
)

Zatem mozemy sformutowaé¢ wniosek, ze dana sytuacja moze sie pojawi¢ jedynie wtedy,
gdy danym tréjkatem sferyczny bedzie trojkat o mierze katow 2%, 2% 2¢

57 57 5°
Problemem istnienia parkietazy o ptytkach takiego ksztattu zajmiemy sie w Podrozdziale
3.3.
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2.3.4 Dla szesciu trojkatow

Ze wzgledu na Obserwacje 2.2 otrzymujemy, ze:
(o1 + g + ag + ay + as + ag) = 2,

Liczba uzytych plytek jest wieksza niz liczba katéw w wielokacie, wiec ze wzgledu na
Obserwacje 2.3 mamy, ze

Oy = Qp, Q5 =0y, Q= Q3.
stad
2(a1 + ag + agz) = 2m,

czyli
a1+ o+ a3 =T

Zatem suma miar katéw tego trojkata wynosi 7. Otrzymujemy sprzecznosé, gdyz suma
miar katow w tréjkacie sferycznym jest wieksza niz 7 (patrz Fakt. 1.19).

Oznacza to, ze nie istnieje zaden potobrotowy parkietaz sfery o plytkach tréjkatnch, w
ktorym wokot wierzchotka spotykaja sie 6 ptytek.

2.3.5 Dla siedmiu trojkatéow i wiecej
Ze wzgledu na Obserwacje 2.2 otrzymujemy, ze:
(1 +as+ ...+ a,) =2,

gdzie n > 7. Liczba uzytych ptytek jest wieksza niz liczba katow w wielokacie, wiec ze
wzgledu na Obserwacje 2.3 mamy, ze

e ) = ay = a3 = «, gdy liczba plytek nie jest podzielna przez 3. Zatem
no = 2m,

Stad 3a < m. Wéwcezas suma katow tego tréjkata sferycznego jest mniejsza niz .
Otrzymujemy sprzeczno$é, gdyz suma katéw w tréjkacie jest wieksza niz 7 (patrz
Fakt. 1.19).

e g(ay + as + a3) = 27, dla pewnej liczby naturalnej g > 2, gdy liczba plytek jest
podzielna przez 3. Woéwcezas otrzymujemy, ze a; + as + a3 < m. Wobec tego suma
katow tego tréjkata sferycznego jest mniejsza niz w. Otrzymujemy sprzecznosc,
gdyz suma katéow w tréjkacie musi by¢ wieksza niz 7 (Patrz Fakt. 1.19).

Podsumowujac nasze rozwazania z Podrozdzialéw 2.3.1-2.3.5 otrzymujemy nastepujaca
konkluzje.

Whiosek 2.5. Fragment parkietazu potobrotowego na sferze wokdl pojedynczego wierz-
cholka mozna potencjalnie utworzycé jedynie z nastepujgcych trojkgtow sferycznych:

o trojkqt sferycany 5, 5, 3,

2r 2w 27

o trogkat sferycany <, 5, T,

o trojkqt sferyczny o sumie miar kgtow wynoszgcej 2.
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2.4 Parkietaz z czworokatéw sferycznych

W tym podrozdziale przyjrzymy sie utozeniom fragmentu parkietazu dla czworokatow
sferycznych. Zaldézmy, ze oy, as, as, a4 sa kolejnymi katami czworokata sferycznego, jak
na Rysunku 11.

Rysunek 11

Rozpatrzymy kolejno przypadki dotyczace wystepowania réznej liczby takich ptytek
wokot wierzchotka parkietazu,

2.4.1 Trzy czworokaty wokodl wierzchotka parkietazu

Sytuacje z trzema czworokatnymit ptytkami wokoét wierzchotka potobrotowego parkietazu
ilustruje Rysunek 12. Ze wzgledu na Obserwacje 2.2 otrzymujemy, ze:

Rysunek 12

Oél+052+043:271'.

Korzystajac z Obserwacji 2.3 mozemy zauwazy¢, ze ay = «y oraz a3 = ay. Podobnie
mozemy pokazaé, ze as = an. Wobec tego

1 = Qg = 03 = Oy = QO

stad
3a = 2m,
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2r 2w 2w 27w

a zatem o = %’r Czyli szukany czworokat sferyczny musi mie¢ miary katow <°, <t, ¢, =t
To jednak nie jest wszystko, co mozemy powiedzie¢ o tym czworokacie.

Poniewaz w przeciwienstwie do tréjkatow sferycznych, miary katéw w czworokgcie nie
okreslaja jednoznacznie figury, potrzebujemy do tego dodatkowo dtugosci bokéw.

Korzystajac z Obserwacji 2.4 otrzymujemy, ze
b3 Eb4, b4Eb1, bl Ebg,
a wiec
blEszngb4,
czyli rozwazany czworokat sferyczny musi by¢ czworokatem foremnym. Wobec tego mo-

zemy sformutowaé wniosek, ze dana sytuacja moze pojawi¢ sie jedynie wtedy, gdy danym

: : z 2r 27 2w 27w
czworokatem sferycznym bedzie czworokat foremny o mierze katow ¢, <5, <5, <5, Pro-

blemem istnienia parkietazy o plytkach takiego ksztaltu zajmiemy sie w Podrozdziale
3.3.

2.4.2 Dla czterech czworokatéw wokol wierzchotka parkietazu
Ze wzgledu na Obserwacje 2.2 otrzymujemy, ze:
041+062+063+C¥4:27T.

Dostajemy sprzecznos¢, z Faktem 1.19, bo zgodnie z nim suma katéow w czworokacie
sferycznym musi by¢ wigksza niz 2w, Zatem nie istnieje zaden pdtobrotowy parkietaz
sfery o ptytkach czworokatnch, w ktorym wokot wierzchotka spotkaja sie 4 ptytki.

2.4.3 Dla pieciu i wiecej czworokatow
Ze wzgledu na Obserwacje 2.2 otrzymujemy, ze:
ar+as+ag+ ...+ ap =2m,
gdzie k > 5. Zauwazmy, ze
2r=oap+ae+as+ ...+ ap > a1+ as+ as + oy,

gdyz miary katéw muszg by¢ dodatnie. Dostajemy sprzeczno$é z Faktem 1.19, bo zgodnie
z nim suma katow w czworokacie sferycznym musi by¢ wieksza niz 27.

Whiosek 2.6. Zakladajgc, ze plytka jest czworokgtem sferycznym, fragment parkietazu
potobrotowego na sferze mozna utworzyc jedynie z foremnego czworokgta sferycznego o

2r 2w 2w 27w
katach =, =5, 5, 5.
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2.5 Parkietaz z pieciokatéw sferycznych

W tym podrozdziale przyjrzymy sie mozliwosci utozenia fragmentu parkietazu wokét usta-
lonego wierzchotka, dla pieciokatow sferycznych. Zatézmy, ze oy, as, as, ay, as sa kolej-
nymi katami pieciokata sferycznego, jak na Rysunku 13.

Rysunek 13

Rozpatrzymy kolejno przypadki dotyczace wystepowania réznej liczby takich plytek
wokoét wierzchotka parkietazu,

2.5.1 Trzy pieciokaty wokdl wierzchotka parkietazu

Sytuacje z trzema pieciokatnymi ptytkami wokot wierzchotka potobrotowego parkietazu
ilustruje Rysunek 14.

Rysunek 14

Ze wzgledu na Obserwacje 2.2 otrzymujemy, ze:
o + as + ag = 27.
Korzystajac z Obserwacji 2.3 otrzymujemy ze
=0y, Q=405 Q3=0], 0q4=0Qy  0O5=03,

stad

1 = g = O3 = Oy = 05 = (,
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czyli
3a = 2m,

a zatem a = 27“ Korzystajac z Obserwacji 2.4 otrzymujemy, ze
b3 =0by, by=0b1, bs=by, b = b3,

czyli
b15b25b35b45b5.
Wobec tego mozemy sformutowaé wniosek, ze dana sytuacja moze si¢ pojawi¢ jedynie

wtedy, gdy danym pieciokatem sferycznym bedzie pieciokat foremny o mierze katow

%”, %’r, %”, %’r, %’T Problemem istnienia parkietazy o ptytkach takiego ksztattu zajmiemy

sie w Podrozdziale 3.3.

2.5.2 Dla czterech pieciokatow

Ze wzgledu na Obserwacje 2.2 otrzymujemy, ze:
(11+Oéz+063+064:2ﬂ'.

Korzystajac z obserwacji 2.3 otrzymujemy ze

o1 = O, Oy = O, Q3 = (g, oy = a, Q5 = Oy,

stad
1 = Qg = 03 = Oy = 05 = (&,
czyli
4o = 2m,
a zatem a = 7. Wobec tego Sa = 57” Otrzymujemy sprzeczno$¢ z Faktem 1.19, bo

zgodnie z nim suma katéw w pieciokacie sferycznym musi by¢ wigksza niz 3.

2.5.3 Dla pieciu i wiecej pieciokatéw wokol wierzchotka parkietazu
Ze wzgledu na Obserwacje 2.2 otrzymujemy, zZe:
o+ oy +asg+ ...+ o = 2m,
gdzie k > 5. Zauwazmy, ze
2r=a1+ast+az+...+ap > a; +ay+ az + ag + as,

gdyz miary katéw musza by¢ dodatnie. Dostajemy sprzecznosé z Faktem 1.19, gdyz suma
miar katéw w pieciokacie sferycznym musi by¢ wigksza niz 3.

Whniosek 2.7. Zakladajgc, ze plytka jest pieciokgtem sferycznym fragment parkietazu
potobrotowego na sferze wokot ustalonego wierzchotka mozna utworzyc jedynie z foremnego
h 2r 2w 2w 2w 27w

pieciokqta sferycznego o kqtach =5, =5, 55, 55, %
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2.6 Co z innymi wielokatami

W tym podrozdziale, na koniec przyjrzymy sie mozliwoéciom utozenia fragmentu parkie-
tazu wokoét ustalonego wierzchotka, gdy ptytkami beda u nas wielokaty sferyczne wypukte
o liczbie bokéw wigkszej niz piec.

Niech ag, s, ..., a, beda kolejnymi katami wewnetrznymi rozwazanego n-kata, gdzie
n > 6. Rozpatrzmy dwa przypadki.

Zalézmy najpierw, ze liczba plytek wokoét wierzchotka wynosi k, gdzie & > n Wowcezas
korzystajac z Obserwacji 2.2 otrzymujemy, ze

Oé1+062+...+0ék:2ﬂ'.
Zauwazmy, ze

2r=a1+ag+...+ap > a1 +as+ ...+ a,

Dostajemy sprzecznosé z Faktem 1.19, gdyz suma miar katow w n-kacie sferycznym, musi
by¢ wigksza niz (n — 2) - m, czyli wieksze niz 4.
Pozostato nam sprawdzi¢ co sie stanie, gdy k < n. Zaldézmy, ze istnieje taki parkietaz.
Wowczas korzystajac z Obserwacji 2.2 mamy, ze:

041+062—|—...+Oék:277'

Wiedzac, ze k < n mozemy wywnioskowaé, ze n = ak + b, dla pewnych a,b € N, gdzie
b < k. Wobec tego na mocy Obserwacji 2.3 mamy, ze
Qpi1 = Q1,  Qpig = o,  Qp = Qgiip = .
Zatem
artoag+ ... toapt+ o oo o, =

:a1+a2+...+ak+ak+1+...+aak+b:
=alog+as+...+ap)+ag+ ...+ < 2arm+ br = 7(2a + b),

gdyz katy aq, g, ..., ap sa katami wypuktymi. Korzystajac z Faktu 1.19 wiemy, ze suma
miar katow n-kata sferycznego musi by¢ wigksza niz m(n — 2). Tym bardziej musi zostaé
spelniona nastepujaca nierownosé:

m(2a+b) >a;+as+ ...+ a, >7(ak +b—2)
2> a(k—2).

Dana nieréwno$c jest prawdziwa jedynie dla trzech przypadkéw k£ = 3ia = 1, ale wowcezas
n =34 b, czyli b > 3. Sprzecznos¢, gdyz b jest reszty z dzielenia n przez k, wobec tego
musi by¢ mniejsze niz k.

Whniosek 2.8. Dla n-kqtow sferycznych, gdzie n > 5 nie da sie utworzyé fragmentu
parkietazu potobrotowego na sferze.
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3 Realizacja parkietazy p6lobrotowych na sferze

W poprzednim rozdziale zajeliSmy sie sprawdzeniem, ktére plytki moga postuzy¢ nam
do skonstruowania parkietazu potobrotowego na sferze. W tym i w nastepnym rozdziale
zajmiemy sie¢ pokazaniem, ze takie ptytki faktycznie istnieja oraz sprawdzeniem czy z nich
da sie skonstruowa¢ parkietaz! W tym rozdziale ograniczymy sie do foremnych wielokatow
sferycznych.

3.1 Istnienie plytki

W matematyce istnienie danego obiektu matematycznego pokazujemy poprzez jego kon-
strukcje. W ten sposob nasz cel stal si¢ troche bardziej konkretny. Naszym celem jest
skonstruowanie wielokatow sferycznych z poprzedniego rozdzialu. Do tego bardzo przy-
datnym narzedziem okaze si¢ przeksztatcenie promieniste.

3.2 Przeksztalcenie promieniste

Dany jest wielocian W wpisany w sfer¢ K o érodku w punkcie S. Przeksztalceniem
promienistym nazywamy takie przeksztatcenie, ktore przyporzadkowuje kazdemu punk-
towi A nalezacego do brzegu wielo$cianu W taki punkt A’, ktéry jest punktem przeciecia
sfery S z polprosta o poczatku w punkcie S przechodzaca przez punkt A.

Rysunek 15: Pzeksztatcenie promieniste

Sformutowalismy definicje przeksztatcenia promienistego. Intuicyjnie czujemy, ze ob-
razem wielo$cianu wpisanego w kule, bedzie parkietaz na sferze. Nam jednak intuicja nie
moze wystarczy¢. Musimy, to pokazac!
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Zacznijmy od poczatku. Sprawdzmy co stanie sie, gdy przeksztatcimy jedynie jedna
krawedZz AB wieloscianu W. Korzystajac z tego, ze wielokat W jest wpisany w kule,
mamy, ze punkty A i B lezg na sferze, co wiecej jesli krawedZz AB nie przechodzi przez
srodek sfery, to punkty A i B nie sa antypodyczne, a woéwczas punkty A i B lezg na
doktadnie jednym okregu wielkim AB tej sfery.

A

Pl

B

Rysunek 16: Krawedz wielo$cianu wpisana w koto wielkie AB

Wowezas mozna zauwazy¢, ze przeksztalcenie promieniste odcinka AB sprowadza sie
do poprowadzenia ze srodka okregu S potprostych przechodzacych przez dwolny punkt P
znajdujacy sie na odcinku AB i sprawdzeniu jaki bedzie punkt przeciecia tych pétprostych
z okregiem wielkim AB. Nietrudno zauwazy¢, ze obrazem tego przeksztalcenia bedzie
krotszy tuk AB tego okregu wielkiego (patrz Rysunek 16).

Obserwacja 3.1. Przeksztalcenie promieniste przeksztatca krawed? AB wieloScianu na
bok AB wielokgta sferycznego.

Wiemy juz, ze przeksztatcenie promieniste przeksztatca krawedz wielokata w odcinek
na sferze (tzn. w tuk na pewnym okregu wielkim). Wéwczas mozemy wywnioskowaé, ze:

Whiosek 3.2. Przeksztalcenie promieniste przeksztatca Sciane wieloscianu wpisanego w
sfere, w wielokqt sferyczny.

Nie musimy sie ograniczac, jedynie do jednej $ciany. Zauwazmy, ze jesli srodek kuli
S znajduje sie wewnatrz wieloScian W, wowczas przeksztatcenie promieniste przeksztatci
szkielet wieloscianu W w parkietaz na sferze.

Whniosek 3.3. Przeksztatlcenie promieniste przeksztalca szkielet wieloScianu sferycznego
W w parkietaz na sferze.

Wiemy juz, ze przeksztatcenie promieniste przeksztatca szkielet wieloscianu W w par-
kietaz na sferze. Wré¢my do $cian wieloscianu W. Wiemy, ze Sciana wieloscianu W jest
przeksztalcana w wielokat sferyczny. My chcemy otrzymaé wielokat sferyczny foremny,
czyli taki, ktéry ma wszstkie boki tej samej dhugosci i katy tej samej miary. Pytanie
jak taki wielokat sferyczny uzyskac¢? Zrobimy, to poprzez pokazanie, ze przeksztatcenie
promieniste zachowuje ,,foremnos¢ wielokata”, czyli:

« zachowuje przystawanie bokéw — obrazem wielokata foremnego dla przeksztat-
cenia promienistego jest wielokat sferyczny o bokach rownej dtugosci,

o zachowuje przystawanie katow — obrazem wielokata foremnego dla przeksztal-
cenia promienistego jest wielokat sferyczny o katach rownej miary.

Oméwimy to doktadniej w ponizszych Podrozdziatach 3.2.1 1 3.2.2.
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3.2.1 Przeksztalcenie promieniste zachowuje przystawanie bokéw

Wybierzmy pewng krawedz AB wieloscianu W. Zauwazmy tak jak poprzednio, ze odci-
nek AB zawiera si¢ w kole wielkim AB. Poprowadzmy ze Srodka okregu S odcinki do
wierzchotkéw A, B. Powstaje trojkat rownoramienny o kacie przy wierzchotku S pewnej
miary .

A

B

Rysunek 17: Krawedz AB wpisana w okrag wielki AB

Wéwezas dtugosé tuku AB, bedzie réwna R - «, gdzie R, to promien kuli.
Zauwazmy, ze dtugos¢ tuku AB zalezy jedynie od miary kata a. Co wiecej kat « jest
jednozanacznie wyznaczony przez dtugosé odcinka AB. Wobec tego mozemy powiedzied,
ze obrazem krawedzi wpisanej w sfer¢ K, ktérej dtugosc¢ jest rowna krawedzi AB w prze-
ksztatceniu promienistym jest tuk o dtugosci rownej tukowi AB.

3.2.2 Przeksztalcenie promieniste przeksztalca foremny wielokat o wierz-
choltkach na sferze w wielokat sferyczny o jednakowych katach

Dany jest pewien wielokat foremny W, ktorego wszystkie wierzchotki lezg na sferze, i ktory
jest roztaczny ze srodkiem tej sfery. Do kazdego wierzchotka wielokata W poprowadzmy,
odcinek, ktéry taczyé go bedzie z srodek kuli S (patrz Rysunek 18).
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Otrzymali$émy ostrostup prawidtowy, ktory bedziemy oznaczaé jako P. Korzystajac z
Definicji 1.10 mamy, ze kat sferyczny AC'B jest katem, pomiedzy Sciana boczng ostrostupa
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ASC' a $ciang boczng ostrostupa BSC. Innymi slowy jest to kat dwuscienny pomiedzy
tymi dwoma Scianami bocznymi ostrostupa P. Stad mozemy powiedzie¢, ze innym ka-
tom w otrzymanym wielokgcie sferycznym mozemy przypisa¢ im pewne katy dwuscienne
pomiedzy dwoma $cianami bocznymi ostrostupa P.

Nastepnie korzystajac z tego, ze w ostrostupach prawidtowych katy dwusieczne pomie-
dzy dwoma $cianami bocznymi sg do siebie przystajace, otrzymujemy, ze w otrzymanym
wielokacie sferycznym katy tez beda przystajace.

Whiosek 3.4. Przeksztatlcenie promieniste przeksztatca wielokgt foremny o wierzchotkach
lezgeych na sferze, ktory jest roztgezny ze Srodkiem kuli opisanym na tym wielokgcie, w
wielokqt sferyczny o przystajgcych kgtach.

Twierdzenie 3.5. Przeksztalcenie promieniste przeksztatca wielokgt foremny o wierzchot-
kach lezgcych na sferze, ktory jest roztgczny ze srodkiem kuli opisanym na tym wielokgcie,
w wielokqt sferyczny foremny.

3.2.3 Co dalej?

Pokazalismy, ze przeksztatcenie promieniste przeksztalca wielokat foremny w wielokat
foremny sferyczny. Teraz pozostalo nam jedynie znalezé¢ takie wieloSciany, w ktorych
wszstkie $ciany sa jednakowymi wielokgtami foremnymi. Co wiecej musi by¢ spetniony
jeszcze jeden dodatkowy warunek, a mianowicie, ze w kazdym wierzchotku wielo$cianu,
spotyka si¢ ta sama liczba $cian. W matematyce takich bryt jest jedynie pie¢. Nazywamy
je brytami platonskimi.

Definicja 3.6. Brylq platonskq nazywamy taki wielosScian wypukty, w ktorym:
o wszyskie sciany sq wielokgtami foremnymi przystajecymi

o w kazdym wierzchotku zbiega sie taka sama liczba scian

OOHE

CIWOroEGan CEMinECan - dwunastosdan
foremmy foremmy foremny

)
o4

Rysunek 19: Bryly platoniskie (obraz pobrany z [6])

Znany jest fakt, ze jest doktadnie 5 bryt platonskich (patrz [8]) . Bryly te przedsta-
wione sa na Rysunku 14. Wiadomo, ze kazda z tych bryl mozna wpisa¢ w sfere (w taki
sposob, ze wszystkie jej wierzcholki leza na tej sferze) (patrz [8]).
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3.3 Bryly platonskie a szukane parkietaze

W tym podrozdziale zajmiemy sie skonstruowaniem szukanych parkietazy, korzystajac
przy tym z narzedzia odkrytego w poprzednim podrozdziale.

3.3.1 Konstrukcja tréjkata sferycznego 7, 7, 5 i odpowiadajacego mu parkie-
tazu poélobrotowego

s m s

Do konstrukeji trojkata sferycznego 7, 5, 5, bedziemy potrzebowac bryty platonskiej,
w ktorej w kazdym wierzchotku spotykaja sie cztery trojkaty. Takim wieloScianem jest
o$mioécian foremny (patrz Rysunek ).

(a) O$mioScian foremny (b) Parkietaz utworzony
ijsany W ku]@ Z tréjk@téw Sferycznych g, g, g
Rysunek 20

Rzut promienisty oSmioscianu foremnego wpisanego w sfere daje parkietaz sfery, ktory
sktada sie z jednakowych foremnych trojkatow sferycznych. Poniewaz w kazdym wierz-
chotku tego parkietazu spotykaja sie cztery jednakowe plytki, miary katéw w tych ptyt-
kach musza wynosi¢ . Nietrudno tez zauwazy¢, ze taki regularny parkietaz sfery jest

2
potobrotowy.
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In It 2t § odpowiadajacemu mu par-

3.3.2 Konstrukcja tréjkata sferycznego 7, <, <

kietazu pétobrotowego.

Do konstrukceji trojkata sferycznego %”, %’“, %’T, bedziemy potrzebowadé bryty platonskiej,

w ktorej w kazdym wierzchotku spotykaja sie pie¢ trojkatow
Takim wieloscianem jest dwudziesto$cian foremny.

N

AP

(a) Dwudziestoscian foremny

. (b) Parkietaz utworzony
wpisany w kule

z trojkatéw sferycznych 2%, 2@ 2¢

5355

Rzut promienisty dwudziesto$cianu foremnego wpisanego w sfere daje parkietaz sfery,
ktory sktada sie z jednakowych foremnych tréjkatow sferycznych. Poniewaz w kazdym
wierzchotku tego parkietazu spotyka si¢ pie¢ jednakowych ptytek, miary katow w tych
plytkach musza wynosi¢ 2&. Nietrudno tez zauwazyé, ze taki regularny parkietaz sfery

5
jest pétobrotowy.

3.3.3 Konstrukcja sferycznego czworokata foremnego 2%, 2&, 2t 27 j odpo-

37 37 37 3
wiadajgcego mu parkietazu pétobrotowego.

2r 2w 2w 27 : 4 : 4 s
= 5, 5, 5 bedziemy potrzebowa¢ wieloscianu

w ktorym w kazdym wierzchotku spotykaja sie trzy przystajace czworokaty. Takim wie-
lo$cianem jest szescian.

Do konstrukcji czworokata sferycznego

(b) Parkietaz utworzony

(a) Szescian wpisany w kulg z czworokatow sferycznych
2 27 2w 27w

37 377373

Rysunek 22

28



Rzut promienisty szeScianu wpisanego w sfere daje parkietaz sfery, ktory sktada sie
z jednakowych foremnych czworokatow sferycznych. Poniewaz w kazdym wierzchotku
tego parkietazu spotykaja si¢ trzy jednakowe ptytki, miary katow w tych ptytkach musza

Wynosic 2{ Nietrudno tez zauwazy¢, ze taki regularny parkietaz sfery jest pétobrotowy.

2r 2w 2w 2w 2ii0dp0-

3.3.4 Konstrukcja sferycznego pigciokata foremnego <7, 5, 57, 55, 3

wiadajgcego mu parkietazu pétobrotowego

Do konstrukcji pieciokata sferycznego %’r, %’r, 2{, %’r, %’r bedziemy potrzebowaé wielo-

Scianu w ktorym w kazdym wierzchotku spotykaja sie trzy przystajace pieciokaty. Takim
wieloscianem jest dwunastos$cian foremny.

L (b) Parkietaz utworzony
(a) Dwunastoscian foremny o i
z pieciokatow sferycznych

wpisany w kule or 2 2 2r 2r
37737 3% 373
Rysunek 23

Rzut promienisty dwunasto$cianu foremnego wpisanego w sfere daje parkietaz sfery,
ktory sktada sie z jednakowych foremnych pieciokatow sferycznych. Poniewaz w kazdym
wierzchotku tego parkietazu spotykaja si¢ trzy jednakowe ptytki, miary katéw w tych
plytkach musza wynosi¢ 25. Nietrudno tez zauwazyé, ze taki regularny parkietaz sfery

3
jest pétobrotowy.

Podsumowanie

W tym rozdziale skonstruowalidémy cztery parkietaze pétobrotowe z ptytkami foremnymi,
ktére omawialiSmy w Podrozdziatach 2.3.2, 2.3.3, 2.4.1, 2.5.1. Pozostalo nam jedynie
sprawdzi¢, czy istnieje parkietaz z plytkami tréjkatnymi o sumie katéw 27, ktéry oma-
wialiémy w Podrozdziale 2.3.1. Tym problemem zajmiemy si¢ w kolejnym rozdziale.
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4 Trojkaty sferyczne o sumie miar katéw réwnej 27

Na koniec pozostato nam sprawdzi¢ ostatnia seri¢ przyktadéw; trojkaty sferyczne o sumie
miar katéw rownej mierze katowi pelnemu. Na poczatku zajmiemy sie sprawdzeniem
istnienia takich ptytek.

4.1 Istnienie plytki

W tym rozdziale chcemy pokazaé istnienie rodziny tréjkatow sferycznych o sumie katow
wewnetrzych réwnej 2.

Dla przejrzystosci tekstu, w dalszym ciggu na oznaczanie powyzszej rodziny tréjkatoéw
sferycznych, bedziemy uzywaé skrotu Tazj}M, gdzie a, B 7, to katy wewnetrzne w tych
tréjkatach. Do pokazania niepustosci tejze rodziny tréjkatow, przyda nam sie informacja
na temat pola dwukata i tréjkata sferycznego. Owe informacje zostalty zaczerpniete z [?7.

Twierdzenie 4.1. Pole dwukgta sferycznego o kqcie o jest rowne:
P =2a- R,
gdzie R, to promien sfery.
Twierdzenie 4.2. Pole tréjkqta sferycznego o mierze kqgtow o, 3, v jest rowne:
P=(a+pB+y—m) R,
gdzie R, to promien sfery.

Gdy wiemy juz jak oblicza¢ pola dwukata i tréjkata sferycznego, mozemy uzasadnic
ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4.3. Jesli tréjkqt sferycany T2,

o~ istnieje, toa > 5, 8> 5y > 7.

Dowdd. Ustalmy dowolny dwukat sferyczny D, o kacie « taki, ze trojkat sferyczny T
nalezacy do rodziny tréjkatow T2 . ktory zawiera sie w tym dwukacie (patrz Rysunek
24).

a,B,77

Rysunek 24

Korzystajac z Twierdzen 4.1 i 4.2, mamy, ze P(D,) =2« - R? i P(T) = nR2.
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Wiedzac, ze trojkat sferyczny T jest podzbiorem wlasciwym dwukata D, otrzymu-
jemy:

P(D,) > P(T)
200- R?> > 1 - R?

W7

a > —.

2
Nieréwnos¢ 3 > 7 oraz v > 7 uzasadnia si¢ analogicznie. m

Poznalismy dodatkowsa ceche rodziny trojkatéw sterycznych To%%,v' Wréémy do poka-
zania niepustosci owej rodziny. Aby to zrobi¢ skorzystamy z nastepujacego Faktu (fakt

zaczerpniety z [7]).

Fakt 4.4. Dane sq dwie potptaszczyzny q1 i qo, ktore przecinajg sie pod kgtem dwuScien-
nym rownym «. Z kazdej z potplaszczyzn prowadzimy wektor normalny, skierowany w tg
strone, ktdra nie zawiera drugiej polplaszczyzny tego kqta (patrz Rysunek 25).

Rysunek 25

Wowczas kgt miedzy wektorami normalnymsi tych plaszczyzn wynosi ™ — a.

Zauwazmy, ze Fakt 4.4 dziata réwniez w drugg strone, tzn dla dowolnych dwdoch wek-
toréw zaczepionych w tym samym punkcie, o kacie znajdujacy si¢ miedzy nimi réwnym
T — , mozemy znalez¢ dwie potptaszezyzny, prostopadte do poszcezegolnych wektorow, w
taki sposob, ze kat dwuscienny pomiedzy nim bytby rowny .

Rozszerzmy teraz sytuacje, do przypadku, gdy mamy trzy wektory zaczepione w punk-
cie, ktory jest Srodkiem sfery. Katy pomiedzy poszczegdlne wektory sa rowne odpowiednio
T —a, ™ — 3, m— . Korzystajac z wyzej wymionego rozumowania, mozemy dla kazdego
wektora znale¢ potptaszczyzne do niego prostopadta tak, ze katy dwuscienne pomiedzy
odpowiednimi $écianami bedg rowne «, 3, 7. Korzystajac z rozumowania analogicznego jak
w Podrozdziale 3.2.2 mozemy pokazaé, ze istnieje trojkat sferyczny o katach wewnetrzych
réwnych «, 5, v (patrz Rysunek 26).

A zatem, aby pokazal, ze istnieje trojkata sferycznego T, ktory nalezy do rodziny
T(i’rﬁ,7 wystarczy pokazaé, ze istnieje trdjséienne naroze o katach ptaskich m — o, 7 — f3,
™ — 7. takich, ze a + 3+ =27 ia,B,7 € (3;7). Do tego przyda nam si¢ ponizsze
twierdzenie, ktére zostalo zaczerpnigte z [8].
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Rysunek 26

Twierdzenie 4.5 (Twierdzenie o istneniu tréjéciennego naroza brytowego). Dane sg trzy
kqty ostre &, 3, & dla ktorych:

i) a<B<yorazd<a+p,

i) &+ B +7 < 2m.
Wowezas z kgtéw &, B, 7 moina zbudowad wypukly kqt tréjscienny, czyli przestrzenne
naroze o trzech krawedziach.

Aby skorzystaé¢ z Twierdzenia 4.5 sprawdzmy jego warunki. W naszym przypadku
katy ptaskie majg miary @ — a, m — 3, m — 7, zalézmy, ze 1 —a < 71— < 7w — 7.
Sprawdzmy najpierw drugi warunek.

T—a+nm—f+rm—y=3r—(a+[+7)=7<2m,
zatem drugi warunek jest spetniony. Pozostato nam sprawdzi¢ pierwszy warunek.
T—a+n—fB=2r+y—vy—a—-[F=2n+y—-2m=7>71—7,

gdyz v > 7. Wobec tego
T—a+m—[F>1—".

Zatem pierwszy warunek réwniez jest speliony.

Whiosek 4.6. Na mocy Twierdzenia 4.5 istnieje naroze trojscienne o kgtach plaskich
T—a, 7=, =7, gdziea++y=2m1, a>F, 8>5, 7> 3.

Whniosek 4.7. Niech «, 3, v bedg dowolnymi kgtami wypuktymi, takimi, ze a+pP+v = 2w
oraz o> 3, B> 5, v > 5. Wowczas istnieje trojkqt sferyczny o kgtach o, 3, .

4.2 Konstrukcja parkietazu

Wiemy juz, ze rodzina tréjkatow sferycznych wypuktych o sumie katow wewnetrznych
rownej 27 nie jest zbiorem pustym. Pokazemy teraz, ze z kazdego tréjkata z tej rodziny
da sie skonstruowac¢ parkietaz pétobrotowy na sferze. Do tego przyda nam si¢ ponizszy
fakt.

Fakt 4.8. Kazdy trojkqt sferyczny nalezgcy do zbioru ijﬁ’7 zawiera si¢ w potsferze ogra-
niczonej okregiem zawierajgcym dowolny jego bok.
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Dowdd. Dany jest dowolny trojkat sferyczny T nalezgcy do zbioru T, (i”ﬁﬁ, dla pewnych «,
B, v. Zalézmy bez straty ogodlnosci, ze f < v < «a. Trojkat sferyczny T zawiera sie w
dwukacie D, o kacie «

(patrz rysunek 27).

Rysunek 27

Korzystajac z tego, ze trojkat sferyczny T jest trojkatem wypuklym mamy, ze o < 7.
Wéwezas mozemy powiedzieé, ze dwukat D, zawiera sie w pewnym dwukacie D, ktéry
ma wspoélny bok z dwukatem D,. ograniczonej ogreg. Stad mamy, ze trojkat 1" zawiera
sie w D. O

Wiemy, ze ptytka T o ksztalcie trojkata sferycznego nalezgca do rodziny Tgf}m znajduje
sie na potsferze ograniczonej okregiem zawierajacy jeden z jego bokéw. Umiesémy ja wiec
na sferze. Teraz bez obaw o przeciecie sie dwoch plytek mozemy postawié¢ druga ptytke

T przystajaca do ptytki T' w sposéb przedstawiony na Rysunku 28.

Rysunek 28

Pokazemy, ze ptytka T; jest obrazem plytki T' w obrocie sfery o srodku w punkcie X
wokét punktu S o kat w, gdzie S jest srodkiem odcinka BC'. Oczywiste jest, ze punkt
B przejdzie na C, a C' na B. Wéwczas mozemy powiedzieé, ze odcinek BS przeszedt na
odcinek C'S i vice versa. Aby pdj$¢ dalej zauwazmy, ze tréjkat ASB jest przystajacy do
tréjkata A’SC (cecha bkb), co ilustruje Rysunek 29.
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Rysunek 29

Wobec tego mozemy powiedzie¢, ze obrazem trojkata ASB w obrocie sfery wokoét
punktu S o kat 7w jest tréjkat A;SC. Podobnie obrazem tréjkata ASC bedzie trojkat
A1SB.

Wnhiosek 4.9. Plytka T jest obrazem plytki T w obrocie sfery wokdl punktu S o kgt w,
gdzie S jest Srodkiem odcinka BC'.

Gdy potozylismy juz dwie ptytki, to najwyzszy czas na trzecia, tylko gdzie?

Zwr6¢my ponownie nasze oczy na Rysunek 29. Mozemy zauwazy¢é w nim, ze w po-
stawionych dwoch ptytkach znajduja sie dwa wierzchotki, ktore sg wierzchotkami dwdoch
katéw. Bez straty ogélnosci wybierzmy punkt C. Wokét wierzchotka C' znajduje sie
kat a i kat 5. Do pokrycia calej powierzchni brakuje nam 27 — o — 3, czyli kat v (bo
a+ [+ = 2m). Wobec tego w puste miejsce wokét wierzchotka C' przytézmy trzecia
ptytke przystajaca do plytki 7', ktéra oznaczymy jako Ty (patrz Rysunek 30).

y=2r—a—0

Rysunek 30

Aby powstale pokrycie byto parkietazem potrzebujemy pokazaé jeszcze dwie rzeczy
(patrz Definicja 1.17):

o plytki T', T, T na siebie nie nachodzg;

o Jedli ptytka Tb ma czesé wspoing z ptytka T' lub z ptytka 77, to jest to ich wspolny
caty bok.
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Zacznijmy od drugiego warunku. Korzystajac z tego, ze ptytki T', T1 i T5 sa do siebie
przystajace, mamy, ze bokowi ptytki 77 przylegajacy do ptytki 75 odpowiada bok plytki
T, przylegajacy do plytki T;. A zatem ptytka 17 przylega do ptytki 75 caltym bokiem.
Postepujemy podobnie z bokiem ptytki T przylegajacy do ptytki boku ptytki 75. Do
petni szczescia pozostato nam do pokazania pierwszy warunek. Bez straty ogdlnosci po-
kazemy, ze ptytka T5 nie nachodzi si¢ z ptytka T'. Niech D, bedzie dwukatem sferycznym,
ktory zawiera ptytke T, a Dg bedzie dwukatem sferycznym, ktéry zawiera ptytke 75. Ko-
rzystajac z tego, ze dowolne dwa wypukte dwukaty o wspélnym boku si¢ nie nachodza
otrzymujemy, ze tym bardzie ptytki 7" i T3 si¢ nie nachodza. Postepujac podobnie jak to
byto z ptytka T7 dostajemy ponizszy wniosek.

Whniosek 4.10. Plytka Ty jest obrazem plytki Ty w obrocie sfery wokot $rodka wspdlnego
boku o kqt .

Na koniec pozostato nam potozy¢ ostatnia czwarta ptytke. Zauwazmy, ze pozostawiony
pusty obszar jest tréjkatem sferycznym o katach «, 5, v. Wobec tego mozemy przytozy¢
do niej czwarta ptytke 75, ktora jest przystajaca do ptytki 7. Wobec tego udato nam sie

pokry¢ sfere przystajacymi ptytkami nalezacej do rodziny tréjkatéw Tfﬂiw

4.3 Podsumowanie

W tym rozdziale pokazalidémy, ze mozna skonstruowaé¢ parkietaze pétobrotowe na sferze
z ptytek w ksztalcie trojkata sferycznego o katach rozwartych takich, ze ich suma jest
rowna 27.
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5 Podsumowanie
W tym rozdziale chcieliby$my jeszcze raz przedstawi¢ owoc naszej pracy, czyli klasyfikacje

wszystkich parkietazy pétobrotowych na sferze.

5.1 Parkietaze pétobrotowe z dwukatéow sferycznych

Parkietaz pétobrotowy na sferze mozemy skonstruowac za pomocag dwukatéw sferycznych
o kacie 27”, gdzie n > 3.

Rysunek 31

5.2 Parkietaze polobrotowe skonstruowane za pomoca bryt pla-
tonskich

Dzieki rozdziatowi drugiemu i trzeciemu udato nam sie odkry¢ kolejne cztery parkietaze
potobrotowe na sferze.
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5.2.1 Parkietaz utworzony z trojkatéow sferycznych 7, 7, 7

Parkietaz utworzony z tréjkatéow sferycznych 7, 7, 7 (patrz Rysunek 32) powstal jako

obraz przeksztalcenia promienistego oSmio$cianu foremnego wpisanego w sfere.
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Rysunek 32

2r 2w 27w

5.2.2 Parkietaz utworzony z trdjkatow sferycznych -, =, <

Parkietaz utworzony z trojkatow sferycznych 2?”, %”, 2% (patrz Rysunek 33) powstal jako

obraz przeksztatcenia promienistego dwudziestoscianu foremnego wpisanego w sfere.

Rysunek 33
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2 2w 2w 27w

5.2.3 Parkietaz utworzony z czworokatow sferycznych ¢, <F, <&, =

2r 2m 2w 27

Parkietaz utworzony z czworokatéw sferycznych ¢, <5, ¢, =F (patrz Rysunek 34) powstal

jako obraz przeksztalcenia promienistego szeScianu wpisanego w sfere.
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Rysunek 34

5.2.4 Parkietaz utworzony z foremnych pieciokatéw sferycznych
2r 2w 2w 27 27
37 37 37 37 3
Parkietaz utworzony z pieciokatéw sferycznych %”, %’T, %’r, %” (patrz Rysunek 35) powstal
jako obraz przeksztalcenia promienistego dwunastokgta foremnego wpisanego w sfere.

Rysunek 35
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5.3 Parkietaze po6tobrotowe z tréojkatéw sferycznych o katach
rozwartych, takich, ze ich suma jest ré6wna 27
W rozdziale czwartym pokazaliSmy, ze mozna skonstruowaé parkietaz pétobrotowy na

sferze za pomoca ptytek o ksztalcie trojkata sferycznego o katach rozwartych takich, ze
ich suma jest réwna 27 (patrz Rysunek 36).

Rysunek 36
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