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1 Wprowadzenie

Niniejsza praca stanowi swoista kontynuacje i uzupelnienie pracy magisterskiej autor-
stwa Pawla Gielgiera Klasyfikacja zakresow ksztaltow plytek w wielokgtnych parkietazach
izohedralnych o niesymetrycznych plytkach [1]. W przywolanej pracy autor opisat 23 z 46
typow parkietazy izohedralnych ptaszczyzny o niesymetrycznych ptytkach — mianowicie te
o ptytkach trojkatnych, pieciokatnych oraz pewne 3 typy parkietazy izohedralnych o ptyt-
kach czworokatnych. Obiektem zainteresowan niniejszej pracy sa pozostate 23 przypadki, a
doktadniej wszystkie przypadki parkietazy o plytkach szesciokatnych oraz nieoméwione w
[M] przypadki ptytek czworokatnych. Material w tej pracy zostal przedstawiony w sposéb
niezalezny od wczesniej wspomnianej pracy magisterskiej, co pozwala na jego zrozumienie
bez koniecznosci wezesniejszego zapoznania sie z opracowaniem [IJ.

W ksiazce [3] dokonano klasyfikacji parkietazy izohedralnych, natomiast w publikacji
[2] na dwéch ilustracjach przedstawiono szkicowe zakresy ksztaltéw plytek wystepujacych
w tych parkietazach. Ilustracje te nie zostaly jednak opatrzone komentarzami ani uzasad-
nieniami. W szczegdlnosci brakuje tam jednoznacznych informacji dotyczacych warunkow,
jakie musi spetnia¢ ptytka w danym parkietazu, a takze odpowiedzi na pytanie, czy moze
ona w pewnych przypadkach mie¢ ksztalt wielokata wklestego. Celem niniejszej pracy jest
szczegdtowe okreslenie zakresow dopuszczalnych ksztattéw plytek w poszezegdlnych typach
parkietazy izohedralnych oraz przedstawienie uzasadnien poprawnosci tych ustalen.

Praca ma charakter popularnonaukowy. Zostata napisana w sposéb przystepny, z mysla
o uczniach szkot srednich. Bazuje na wiedzy dostepnej na tym etapie edukacji. Pojecia i
twierdzenia, ktore wykraczaja poza ten zakres, zostaty przedstawione w Rozdziale 2: Twier-
dzenia i definicje. Opracowanie to skierowane jest przede wszystkim do mtodych czytelni-
kéw, aby rozbudzi¢ ich zainteresowanie geometria, a szerzej — matematyka, oraz zacheci¢
do dalszego odkrywania tej dziedziny. Istotng czescia tej pracy jest ukazanie, ze przy uzyciu
prostych narzedzi mozemy prowadzi¢ ciekawe i niebanalne rozumowania geometryczne.

Ponizsze opracowanie moze tez stanowié¢ inspiracje dla grafikéw komputerowych, po-
szukujacych nietuzinkowych, regularnych form graficznych opartych na parkietazach izo-
hedralnych o niesymetrycznych ptytkach.

Wszystkie zamieszczone w tej pracy rysunki wykonalam samodzielnie, korzystajac z
programu GeoGebra. Ich liczba oraz przejrzystosé majg utatwié¢ potencjalnemu czytelnikowi
zrozumienie kolejnych etapoéw prowadzonych rozumowan.



2 Twierdzenia i definicje

Czym jest parkietaz ptaszczyzny? Intuicyjnie jest to utozenie posadzki z ptytek. Chcemy;,
aby taka posadzka nie miata dziur i zeby ptytki na siebie nie nachodzity. Bedziemy rozwazac
parkietaze wielokgtne, to znaczy takie, ktérych ptytki sa wielokatami.

Definicja 1. Parkietaz wielokgtny plaszczyzny to wylozenie plaszczyzny wielokgtami w taki
sposob, ze czesé wspdlna dwdch plytek jest bokiem w kazdej z tych plytek (krawedZ parkie-
tazu), wierzcholkiem w kazdej z tych plytek (wierzcholek parkietazu) lub zbiorem pustym.

wierzcholek

parkietazu

krawedz
parkietazu

Rysunek 1: Przyktadowy fragment parkietazu wielokatnego o ptytkach w ksztalcie trapezu

Przypomnijmy, czym jest izometria ptaszczyzny.
Definicja 2. Izometria plaszczyzny to przeksztatcenie zachowujgce dtugosci i ksztalty.
[zometrie mozemy sklasyfikowaé¢ w nastepujacy sposob:
1. translacja o wektor;
2. obrét o zadany kat wokot ustalonego punktu;
3. symetria osiowa (odbicie) wzgledem prostej;

4. symetria z poslizgiem, czyli ztozenie odbicia wzgledem prostej i translacji o wektor
rownolegly do tej prostej.

Przytoczmy kilka prostych i znanych z geometrii faktow dotyczacych izometrii.

e Odcinek powstaty w wyniku translacji o wektor jest roéwnolegty do wyjsciowego.



e Obrot o 180° nazywamy potobrotem. Potobrét wokét pewnego punktu jest tym sa-
mym, co odbicie wzgledem punktu, wokot ktérego wykonano potobrot.

e Odcinek powstaly w wyniku pétobrotu jest rownolegty do pierwotnego odcinka.

Definicja 3. Symetria parkietazu to 1zometria przeksztalcajoca parkietaz na samego siebie.

Zwréémy uwage na to, ze identycznosé zawsze jest symetria parkietazu. Wyrdzniamy
pewien szczegblny rodzaj parkietazy, a mianowicie parkietaze izohedralne.

Definicja 4. Parkietaz izohedralny to parkietaz plaszczyzny, w ktorym dla kaZdych dwdch
plytek istnieje symetria parkietazu przeprowadzajgca jedng plytke na drugq.

Oczywista konsekwencja tej definicji jest to, ze wszystkie ptytki parkietazu izohedral-
nego muszg by¢ figurami przystajacymi.

Definicja 5. Stopniem (walencyjnoscig) wierzcholka parkietazu nazwiemy liczbe spotyka-
jacych sie w nim plytek parkietazu.

Na Rysunku 1 wszystkie wierzchotki parkietazu sa stopnia 4.

Definicja 6. Typ walencyjny parkietazu izohedralnego to zestaw stopni wierzchotkow par-
kietazu na obwodzie pojedynczej plytki w kolejnosci przeciwnej do ruchu wskazowek zegara.

Analizowane w tej pracy parkietaze izohedralne o ptytkach czworokatnych beda miaty
typ walencyjny [4,4,4,4], to znaczy, ze w kazdym wierzchotku parkietazu spotykaja sie cztery
plytki. Natomiast analizowane parkietaze izohedralne o ptytkach szesciokatnych beda miaty
typ walencyjny [3,3,3,3,3,3], czyli w kazdym wierzchotku takiego parkietazu spotykaja sie
trzy ptytki.

Dalej omoéwimy pojecie orientacji ptytki oraz podziatu izometrii ze wzgledu na zacho-
wywanie orientacji.

Definicja 7. Orientacjg plytki bedziemy nazywaé kierunek ruchu po obwodzie plytki (zgodny
lub przeciwny do ruchu wskazéwek zegara), wedlug ktorego etykietowane sq¢ boksi.

Uwaga 8. Translacja i 0obrot to przeksztatcenia zachowujgce orientacje, zas symetria wzgle-
dem prostej oraz symetria z poSlizgiem to przeksztalcenia zmieniajgce orientacje.
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Rysunek 2: Przeksztatcenia zachowujace orientacje. (A) Translacja o wektor . (B) Obrét
wokoét punktu O.

A ] B. .
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Rysunek 3: Przeksztalcenia zmieniajace orientacje. (A) Odbicie wzgledem prostej k. (B)
Odbicie wzgledem prostej k z poslizgiem o wektor .

Wiemy juz, czym sa parkietaze izohedralne. W tytule niniejszej pracy jest mowa o
niesymetrycznych plytkach. Sprecyzujmy, co rozumiemy pod tym pojeciem.

Definicja 9. Plytka w parkietazu izohedralnym jest niesymetryczna, gdy nie istnieje rézna
od tozsamosciowej symetria parkietazu przeksztatcajgca jg na samq siebie.

Ptytki, ktore nie posiadaja symetrii wlasnych sa oczywiscie niesymetryczne. Nie jest
to jednak jedyny przypadek, gdy ptytka w parkietazu izohedralnym jest niesymetryczna.



Ptytka bedzie niesymetryczng réowniez wtedy, gdy ptytka ma symetrie wtasna, ale syme-
tria parkietazu sprawia, ze plytka staje sie niesymetryczna. Przyktadowo, symetrig wtasng
rownolegtoboku jest poétobrot wokot punktu przeciecia przekatnych, ale, gdy rozwazany-
mi izometriami parkietazu beda tylko odbicia i translacje to ta plytka staje si¢ dla nas
niesymetryczna.

Najprostszym jednak sposobem, aby ptytka posiadajaca symetrie wlasne stata sie nie-
symetryczna, jest narysowanie na niej wzoru. Tym wzorem bedzie dla nas poetykietowanie
bokéw tej ptytki. Dodatkowo, w kilku poczatkowych podrozdziatach wprowadzimy dodat-
kowy wzor— litere F na ptytce, aby dodatkowo zaznaczy¢ brak symetrii ptytki oraz pokazaé
sens rozrozniania poszczegolnych typow parkietazy izohedralnych.

Rysunek 4: Przyktadowe dwie niesymetryczne ptytki, na ktorych wprowadzono etykie-
towanie bokow i dodatkowy wzor-litere F

Przytoczmy wazng i znang wlasnosé, ktora posiadaja parkietaze izohedralne o niesy-
metrycznych ptytkach.

Lemat 10. W izohedralnym parkietazu o niesymetrycznych ptytkach dla dowolnych dwoch
plytek Py i Py istnieje doktadnie jedna symetria parkietazu, ktora przeprowadza ptytke Py
na Ps.

Dowdd. Zatézmy nie wprost, ze istniejg dwie rézne symetrie parkietazu 7'1 S przeprowadza-
jace plytke P na ptytke P,. Kazdg izometric mozemy odwrdcié, wiec Tt oraz S—! sg izo-
metriami przeprowadzajacymi ptytke P, na ptytke P;. Rozwazmy ztozenie izometrii S~'oT
natozone na Py, czyli STY(T(P,)). Poniewaz T'(P) = Py, to S™HT(P)) = S™YR) = Py,
bo S~ przeprowadza P, na P;. Oznacza to, ze ztozenie izometrii S~oT jest identycznoscia
na P, wiec S~'oT = I. Nakladajac S na obie strony réwnosci otrzymujemy, ze T' = S. [

Jak bedziemy etykietowa¢ krawedzie parkietazu? Krawedzie jednej wyrdznionej ptytki
etykietujemy kolejnymi literami alfabetu, a nastepnie przenosimy etykiety ptytek zgodnie
z odpowiednimi symetriami parkietazu przenoszacymi te pierwsza plytke na dowolng inng.
W ten sposob kazda krawedz ma dwie etykiety pochodzace od dwoch plytek, do ktorych
przynalezy.

Zwroémy uwage na to, ze w danym typie izohedralnym parkietazu kazda ptytka jest
przeksztalcana na plytki sasiadujace z nia przez boki o poszczegdlnych etykietach przez



te same izometrie, zatem wystarczy wiedziec¢, jak jedna ptytka jest przeksztatcana na sa-
siednie. Wprowadzimy na to pewne oznaczenia. Rozwazmy dwie ptytki P i P,. Niech T
bedzie zgodnie z Lematem [10] jedyng izometrig parkietazu przeksztalcajaca ptytke P, na
P,. Niech ptytki Py i P, przylegaja do siebie przez bok o etykiecie a w ptytce P (ich czescia
wspoélna jest ten bok). Bedziemy rozrézniaé przypadki w zaleznosci od tego, gdzie w plytce
P, znajduje sie bok o etykiecie a.

1. Jesli bok o etykiecie a w ptytce P; to wspdlny bok plytek Py i P, (symetria parkietazu
T przeksztalca bok o etykiecie a sam na siebie), to oznaczamy to kropka na $rodku
boku. Jesli symetria T" zachowuje orientacje, to piszemy przy tej kropce znak plus +,
a jesli nie zachowuje, to znak minus — (patrz Rysunek .

A p A
b d

I X!
d b
A A A
b b

® e +
d d

Rysunek 5: Oznaczenie, gdy wspolny bok ptytek P, i P, ma taka sama etykiete w obu
plytkach, za$ symetria T: (A) zachowuje orientacje, (B) nie zachowuje orientacji.

2. Jesli bok o etykiecie a w ptytce P, ma doktadnie jeden wspélny wierzchotek z bokiem
o etykiecie a w P, to oznaczamy to tukiem laczacym srodki dwoch wspomnianych
bokéw. Jesli symetria T' zachowuje orientacje, to przy tuku piszemy znak plus +, a
jesli nie zachowuje, to znak minus — (patrz Rysunek @

A P A

a b k
(A) d bla c R §

c d

A P A

a d K‘
(B) d bla c B ]

c b

Rysunek 6: Oznaczenie, gdy boki o etykietach a w ptytkach P, i P, maja wspélny wierz-
chotek i symetria T": (A) zachowuje orientacje, (B) nie zachowuje orientacji.



3. Jesli bok o etykiecie a w plytce P, nie ma wspolnego wierzchotka z bokiem o etykiecie
aw P, to oznaczamy to tukiem taczacym srodki dwoch wspomnianych bokéw. Odci-
nek réwniez bedziemy nazywac tukiem. Jesli symetria parkietazu zachowuje orienta-
cje, to przy tuku piszemy znak plus +, a jesli nie zachowuje, to znak minus — (patrz

Rysunek .

i , A
N

(A) a cla c +
e
A A, A
b d

a c|a C
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Rysunek 7: Oznaczenie, gdy boki o etykietach a w ptytkach P, i P, nie maja wspolnego
wierzchotka i symetria T: (A) zachowuje orientacje, (B) nie zachowuje orientacji.

Wprowadzone oznaczenia rozumiemy w ten sposob, ze dwa boki potaczone tukiem sa
nawzajem swoimi obrazami przez odpowiednie izometrie parkietazu. Kropka na $rodku
boku to w pewnym sensie potaczenie boku tukiem z samym sobg. Znaki plus + oraz minus —
oznaczaja odpowiednio zachowywanie badz zmiane orientacji przez wspomniane izometrie.

Wprowadzenie odpowiednich oznaczen na wszystkich bokach pokazuje, jak dana ptytka
jest przeksztalcana na sgsiednie. Nazywamy to diagramem sgsiadowania. Wszystkie moz-
liwe diagramy sasiadowania dla parkietazy o niesymetrycznych czworokatnych ptytkach
o typie walencyjnym [4,4,4,4] w izohedralnych parkietazach zostaly zaprezentowane na
Rysunku [ Zestawienie diagraméw sasiadowania dla parkietazy izohedralnych o szescio-
katnych niesymetrycznych ptytkach o typie walencyjnym [3%] zostaly pokazane na Rysunku
. Klasyfikacje tych diagraméw czytelnik moze znalezé w [3] (Rozdziat 6).

Przedmiotem naszego zainteresowania beda parkietaze sklasyfikowane wedtug typow
1zohedralnych.

Definicja 11. Dwa parkietaze izohedralne nalezg do tego samego typu, zwanego typem
1zohedralnym, gdy majg ten sam typ walencyjny oraz plytki majq ten sam diagram sqsia-
dowania.

Przytoczmy za [1] serie twierdzen, ktore w [I] zostaly sformutowane bez uzasadnienia, a
ktore w niniejszej pracy udowodnimy w ostatnim rozdziale pracy — Dodatek. Niech bedzie
dany parkietaz izohedralny o niesymetrycznych ptytkach i odpowiednio poetykietowych



bokach wszystkich ptytek. Niech ptytki P, i P, przylegaja do siebie bokiem o etykiecie a w
pltytce P,. Niech T bedzie jedyna izometrig parkietazu przeksztatcajaca ptytke P, na P.

Twierdzenie 12 (o pétobrocie). Jesli wspdlny bok plytek Py 1 Py ma etykiete ,a” zaréwno
w Py jak i Py oraz symetria parkietazu T zachowuje orientacje (patrz Rysunek @A ), toT
jest potobrotem wzgledem srodka wspdlnego boku.

Twierdzenie 13 (o odbiciu). Jesli wspdlny bok plytek Py i Py ma etykiete ,a” zaréwno w
Py jak i Py oraz symetria parkietazu T nie zachowuje orientacji (patrz Rysunek @B), toT
jest odbiciem wzgledem prostej zawierajgce) wspolny bok.

Twierdzenie 14 (o obrocie). Jesli boki o etykietach ,a” w plytkach Py i P, majg jeden
wspdlny wierzcholek oraz symetria parkietazu T zachowuje orientacje (patrz Rysunek @A ),
to T jest obrotem wokol wspolnego wierzchotka tych bokéow oraz boki o etykietach ,a” w
plytkach Py i Py sq réwne (to znaczy, Ze majq tg samq dlugosc).

Twierdzenie 15. Jesl boki o etykietach ,a” w plytkach Py i Py, majq jeden wspolny wierz-
cholek oraz symetria parkietazu T nie zachowuje orientacji (patrz Rysunek @B}, to T jest
symetriq z poslizgiem oraz boki o etykietach ,a” w plytkach Py i Py sq rowne.

Twierdzenie 16 (o translacji). Jesli boki o etykach ,a” w plytkach Py i Py nie majg
wspdlnego wierzcholka oraz symetria parkietazu T zachowuje orientacje (patrz Rysunekz@A ),
to T jest translacjq oraz boki o etykietach ,a” w plytkach Py © Py sq rowne i rownolegle.

Twierdzenie 17. Jesli boki o etykach ,a” w plytkach Py i Py nie majg wspolnego wierz-
cholka oraz symetria parkietazu T nie zachowuje orientacji (patrz Rysunek @B), to T jest
symetriq z poslizgiem oraz boki o etykietach ,a” w plytkach Py i Py sq rowne.

W niniejszej pracy bedziemy korzystaé¢ z Twierdzen [12] [13] [16], ktérych dowody
czytelnik moze znalez¢ w Rozdziale 5 — Dodatku. Dla kompletnosci przytaczamy réwniez
pozostate dwa twierdzenia dotyczace symetrii z poslizgiem. Najczesciej bedziemy wykorzy-
stywa¢ Twierdzenie |16]

Bedziemy uzywaé¢ pewnego potocznego terminu odbicia wzgledem boku, wiec je
sprecyzujmy.

Definicja 18. Odbicie wzgledem odcinka do odbicie wzgledem prostej zawierajgcej ten od-
cinek.

Przydatny w wielu uzasadnieniach bedzie ponizszy pomocniczy fakt.
Fakt 19. Boki ptytki z diagramu sgsiadowania polgczone tukiem sq tej samej dlugosci.

Dowadd. Przypomnijmy, ze stosujemy konwencje, ze odcinek rowniez nazywamy tukiem. Bo-
ki potaczone tukiem majg taka samg etykiete w dwdch roznych ptytkach. Jedyna izometria
przeprowadzajaca jedng ptytke na druga, przeprowadza réwniez jeden z tych bokéw na dru-
gi. Izometria jest przeksztatceniem zachowujacym dtugosci odcinkow, wiec boki potaczone
hukiem sg rowne. O]
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3 Czworokaty

Rysunek 8 pokazuje diagramy sasiadowania dla rozwazanych w tej pracy typoéw parkie-
tazy izohedralnych o niesymetrycznych ptytkach czworokatnych zaczerpnigte z publikacji
[3] (Rozdziat 6). Wszystkie te parkietaze maja typ walencyjny [4*] (w kazdym wierzchotku
parkietazu spotykaja sie 4 ptytki), co ma sygnalizowa¢ kwadratowy ksztaltt tych plytek.
Dodatkowe trzy typy parkietazy o ptytkach czworokatnych TH30, IH31, IH33 majace typy
walencyjne rozne od [4,4,4,4] zostaly juz opisane w pracy magisterskiej [1].

“e += += "o
= +0 ﬂ+ + ~e *
- =+ =+ >

IH45 IH46 IH47 IH48

+= _— +=
—e " + — _ =

=+ =+ =+

IH49 IH50 IH51 IH52

+ + =
IH53 IH54 IH55 IH56

Rysunek 8: Diagramy sasiadowania dla rozwazanych parkietazy czworokatnych

11



W nastepnych podrozdziatach bedziemy kolejno analizowaé¢ poszczegdlne typy izohe-
dralne pod katem mozliwych ksztattow czworokatnych plytek w parkietazach poszczegol-
nych typow.

3.1 Typ IH41

Parkietaz izohedralny typu IH41 tworza ptytki z diagramem sasiadowania jak na Ry-
sunku [

Rysunek 9: Diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH41

Zgodnie z Twierdzeniem izometrig przeksztatcajaca plytke na sasiednie jest trans-
lacja. Przeciwlegle boki czworokatnej ptytki sa rowne i rownolegte, wiec ptytka ma ksztatt
rownolegtoboku.

Fakt 20. Dla plytki o ksztalcie dowolnego rownolegtoboku istnieje parkietaz izohedralny
typu THA41.

Zacznijmy wypelnia¢ ptaszczyzne réwnolegtobokami zgodnie z diagramem sasiadowania
dla plytki typu IH41. Po pewnym czasie otrzymamy sytuacje, jak na Rysunku [I0]

] € Y/6 € Y/6 < ¥
d »/d »/d b
k o a 8/a a 8/a a Ji
¢ < L P E— THAS < T
d bd_Lbﬁd b
m o a 8/ a __g_ia a G
) G T/6 c V)8 c il
d b/9 b/ b
o a 8/« a B8/ a g

Rysunek 10: Fragment parkietazu typu IH41
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Rozwazmy réwnolegltobok P odpowiadajacy wyjsciowej ptytce. Zauwazmy, ze pas row-
nolegltobokéw miedzy prostymi k& i m mozemy w nieskoniczonosé¢ kontynuowaé¢ w lewo i w
prawo przesuwajac rownolegtobok P o catkowite wielokrotnosci wektora . Pas réwnole-
gltobokow powyzej prostej k powstaje poprzez przesunigcie pasa pomiedzy prostymi ki m
o wektor ¥, natomiast pas rownolegtobokéw ponizej prostej m powstaje poprzez przesu-
niecie pasa miedzy prostymi k i m o wektor —v. Zatem parkietowanie ptaszczyzny rowno-
legtobokami mozemy kontynuowaé¢ w nieskonczonos¢ w gore i w dot stosujac odpowiednie
przesunigcia pasa réwnolegtobokéw miedzy prostymi & i m.

Udowodnilismy, ze petlny zakres ksztattéw ptytek w parkietazu izohedralnym typu [H41
to wszystkie mozliwe rownolegtoboki (w szczegdlnoscei nic wiecej juz nie pasuje) oraz dla
plytki o ksztatcie dowolnego réwnolegltoboku istnieje parkietaz izohedralny typu TH41.

3.2 Typ IH42

Parkietaz izohedralny typu IH42 tworzg plytki z diagramem sgsiadowania jak na Ry-
sunku [111

Rysunek 11: Diagram sgsiadowania dla parkietazu typu 1H42

Przypomnijmy, ze zgodnie z Twierdzeniem [16| potaczenie niesgsiadujacych ze soba bo-
kéw odcinkiem (tukiem) ze znakiem + oznacza, ze te odcinki sa réwne i rownolegte. Zatem
plytka parkietazu typu IH42 ma ksztatt réwnolegltoboku.

Fakt 21. Dla plytki o ksztalcie dowolnego réownolegloboku istnieje parkietaz izohedralny
typu TH42.

Wypeliamy ptaszczyzne rownolegtobokami zgodnie z diagramem sasiadowania typu
[H42. Po pewnym czasie otrzymamy sytuacje, jak na Rysunku [12]

Zauwazmy, ze pas rownolegtobokow miedzy prostymi m i £ mozemy kontynuowaé w
nieskonczonos¢ w prawo i w lewo przesuwajac odpowiednie réwnolegtoboki odpowiednio
o wektor 4 i —u. Pas réwnoleglobokow powyzej prostej k powstaje w wyniku odbicia
pasa rownolegtobokéw miedzy prostymi k£ i m wzgledem prostej k. Pas ponizej prostej
m powstaje poprzez odbicie pasa miedzy prostymi k i m wzgledem prostej m. Stosujac
symetrie wzgledem odpowiednich prostych mozemy kontynuowaé¢ zapekianie ptaszczyzny
rownolegtobokami w nieskonczonos¢ w gore i dot.
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Rysunek 12: Fragment parkietazu typu 1H42

Udowodnilidmy, ze pelny zakres ksztattéw plytek w parkietazu izohedralnym typu I1H42
to wszystkie mozliwe roéwnolegtoboki oraz dla ptytki o ksztatcie réwnolegtoboku istnieje
parkietaz izohedralny typu IH42.

3.3 Typ IH43

Parkietaz izohedralny typu IH43 tworza ptytki z diagramem sasiadowania jak na Ry-
sunku I3

Rysunek 13: Diagram sasiadowania dla parkietazu typu [H43

Latwo zauwazy¢, ze znoéw potencjalna ptytka ma ksztatt rownolegtoboku, bo z Twier-

dzenia jej dwa przeciwlegte boki sa réwne i réwnoleglte. Odnotujmy zatem ponizszy
fakt.

Fakt 22. Dla plytki o ksztalcie dowolnego réownolegloboku istnieje parkietaz izohedralny
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typu 1H43.

Niech P; bedzie wyjsciowym rownolegltobokiem, zas P, ptytka parkietazu sasiadujaca
przez bok o etykiecie b w ptytce P;. Niech P oznacza szesciokat bedacy suma réwnolegto-
bokéw P i Ps.

Zauwazmy, ze mozemy stworzy¢ fragment parkietazu, jak na Rysunku [14]

k m
/5 = = ,65-‘ ~ . /\
i
G bld Q'Y 27 s bld Il__ll
a | ol W blg | oy bld ol b
a a a
MNMNWN
o bld | aly bld |  alv bld |«
J | ol bla | w5 bla | o b
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MNM)& p: ’BWN
v blg Qu_"y - b|d o bl | g
d | o ol | bla | o b
a a a
MN > \MN
¥ bl|d v | o | bl|d | o
"‘l s U bl d w7 bdl o b
2 c 2 c cl c

Rysunek 14: Fragment parkietazu typu 1H43

Pas miedzy prostymi k i m mozemy kontynuowa¢ w nieskonczonos¢ przesuwajac sze-
Sciokat P w goére i w doét o catkowite wielokrotnosci wektora o, bo boki o etykietach a i ¢
zaréwno w plytce P; jak i w plytce P5 sg rowne i rownolegte.

Pas ztozony z figur przystajacych do szesciokata P po prawej stronie prostej m powstaje
poprzez przesuniecie pasa miedzy prostymi k i m o wektor @. Podobnie pas na lewo od
prostej k jest przesunieciem pasa figur miedzy prostymi k i m o wektor —u. Przesuwajac
dalej pas szesciokatow miedzy prostymi ki m o catkowite wielokrotnosci wektora u wraz z
podziatem kazdego sze$ciokata na dwa rownolegloboki, uzyskujemy parkietaz izohedralny
typu IH43.

Pokazalismy, ze pelny zakres ksztaltow ptytek w parkietazu izohedralnym typu 1H43
to wszystkie mozliwe réwnolegtoboki oraz dla ptytki o ksztatcie dowolnego rownolegtoboku
istnieje parkietaz izohedralny typu IH43.

—_
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3.4 Typ IH44

Plytke parkietazu typu IH44 przedstawia Rysunek

% B

Rysunek 15: Diagram sgsiadowania dla parkietazu typu 1H44

Na mocy Faktu boki potaczone tukiem sa tej samej dtugosci, zatem potencjalna
plytka parkietazu typu IH44 ma ksztatt deltoidu.

Fakt 23. Dla ptytki o ksztalcie dowolnego deltoidu istnieje parkietaz izohedralny typu TH44.

Wypehiamy plaszczyzne deltoidami zgodnie z diagramem sasiadowania zaprezentowa-
nym na Rysunku W wyniku tego dostajemy fragment parkietazu zaprezentowany na
Rysunku (16}

Rysunek 16: Fragment parkietazu typu 1H44

Rozwazmy Szes'ciok@tﬂ ABCDEF oznaczony literg P. Jest on sklejeniem dwéch delto-
idow, ktorych wspolny bok w jednym z nich ma etykiete b, w drugim zas etykiete c. Niech
szesciokat () bedzie sklejeniem odpowiednich deltoidéw powyzej ptytki P potaczonych bo-
kiem o etykiecie b w jednym z nich oraz etykiecie ¢ w drugim z deltoidow.

Ly skrajnym przypadku szeéciokat moze staé sie réwnolegtobokiem, ale rozumowanie jest dalej poprawne
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Zauwazmy, ze bok AB jest rownolegty do boku DF, gdyz katy odpowiadajace BAD i
ADEF sa tej samej miary . Ponadto boki o etykietach b i ¢ sg tej samej dtugosci. Wobec tego
szesciokat () jest obrazem szesciokata P w wyniku przesuniecia o wektor v. Etykiety bokow
i podzial szesciokata na dwa deltoidy przenosza si¢ odpowiednio. Podobnie szesciokat R
ponizej figury P wraz z jej podziatem jest obrazem sze$ciokata P w wyniku przesuniecia
o wektor —¢/. Zatem pionowy pas utworzony z szesciokatéw bedacych sklejeniem dwoch
deltoidéw mozemy kontynuowaé w gore i w dot w nieskonczonos$é¢ przesuwajac plytke P
wraz 7z jej podziatem o catkowite wielokrotnosci wektora .

Zwroémy uwage na to, ze szesciokat S idealnie pasuje do ptytek P i @), bo boki o ety-
kietach a i d sa tej samej dtugosci oraz a+ 3+ v+ d = 360°, co wynika z sumy miar katoéw
pojedynczego deltoidu. Dalej zauwazmy, ze odcinek C'D jest réwnolegly do odcinka AF,
bo katy odpowiadajace CDA i DAF sy tej samej miary, gdyz w deltoidzie 3 = §. Ponadto
wspolny bok sze$ciokatéw @) i S jest réwnolegly do odcinka E'F', bo katy odpowiadajace
sa rowne: o = (. Stad szesciokat S wraz z jego podziatem jest obrazem szesciokata P wraz
7z jego podzialem przez przesuniecie o wektor u. Zatem pas szesciokatéw po prawej stronie
powstaje poprzez przesuniecie srodkowego pasa o wektor u, a pas szeSciokatow po lewej
stronie powstaje w wyniku przesuniecia srodkowego pasa o wektor —u. Wypetnianie ptasz-
czyzny pionowymi pasami szeSciokatéw mozemy zatem kontynuowaé¢ w nieskonczono$é w
lewo i w prawo przesuwajac sSrodkowy pionowy pas szesciokatéw o catkowite wielokrotnosci
wektora .

Zwroémy uwage jeszeze na to, ze deltoid moze by¢ réwniez wklesty. Wtedy rozumowanie
jest identyczne, a parkietaz wyglada tak, jak pokazano na Rysunku [I7TA. W szczegblnosci
mozliwa jest tez sytuacja, gdy deltoid degeneruje sie do tréjkata réwnoramiennego. Wtedy
jeden wierzchotek tego ,deltoidu” wypada w spodku wysokosci. Ten przypadek wraz z
rozumowaniem zaprezentowanym powyzej jest rowniez poprawny. Mamy to zobrazowane
na Rysunku [17B.

Udowodnilismy, ze pelny zakres ksztaltow ptytek w parkietazu izohedralnym typu 1H44
to wszystkie mozliwe deltoidy (réwniez wkleste). PokazaliSmy réwniez, ze dla ptytki o
ksztatcie dowolnego deltoidu istnieje parkietaz izohedralny typu IH44.

3.5 Typ IH45

Diagram sgsiadowania dla ptytki parkietazu typu IH45 przedstawia Rysunek

Wykonajmy schematyczny rysunek czworokatnej ptytki ABC'D oraz ptytek majacych z
nig wspolny bok lub wierzchotek z odpowiednio poetykietowanymi bokami. Uwzgledniamy
przy tym, ze typ walencyjny to [4,4,4,4], czyli w kazdym wierzchotku spotykaja sie cztery
plytki. Pomoze nam to odkry¢ dopuszczalne ksztatty ptytki w analizowanym parkietazu.
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Rysunek 17: Fragment parkietazu typu IH44 dla ptytki w ksztalcie deltoidu (A) wklestego
oraz (B) zdegenerowanego do tréjkata rownoramiennego

Rysunek 18: Diagram sgsiadowania dla parkietazu typu IH45

Zauwazmy, ze boki o etykietach b i d musza mie¢ te samg dtugos¢, bo sa etykietami
tych samych bokéw.

Zauwazmy, ze w wierzchotkach A i C' spotykaja sie dwa katy miary « i dwa katy miary
v, zatem 2a + 27 = 360°, czyli a 1 v sumuja sie do 180°. Podobnie w wierzchotkach B i
D spotykaja sie dwa katy miary i dwa katy miary J, wiec 20 + 20 = 360°, zatem (i 0
sumuja si¢ do 180°. Podsumowujac, czworokat ABCD jest czworokatem, w ktérym prze-
ciwlegte katy sumuja sie do 180° oraz boki BC' i AD sa réwne. Gdy miary przeciwlegtych
katow czworokata sumujg sie do 180°, to taki czworokat mozna wpisa¢ w okrag. Zostalo to
pokazane na Rysunku [20
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Rysunek 19: Analiza ksztaltu ptytki w parkietazu TH45

Rysunek 20: Ptytka w parkietazu TH45
Zwrbéémy uwage na to, ze |[<ACD| = |<BAC|, poniewaz sa to katy wpisane oparte na

cieciwach tej samej diugosci. Skoro katy naprzemianlegte AC'D oraz BAC' sg rowne, to
odcinki AB i C'D sa réwnolegte. Wnioskujemy stad, ze czworokat ABC D jest trapezem
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rOwnoramiennym, ktory mozna wpisa¢ w okrag, czyli posiadajacym os symetriﬂ

Fakt 24. Dla plytki o ksztalcie dowolnego trapezu réownoramiennego posiadajgcego oS sy-
metrii istnieje parkietaz izohedralny typu TH45.

o a gl ¢ v
de/_b
i_ p\é c 7/ a B\G Wi
d c v \a a 8fa c 7\Ca a B4 c v \a a 8
d b\d bld \—bd b\d b
y - a B\s ¢ ) @ a Bg\é ¢ v/ o a B\6 ¢ ~
J A\o a v g/ ¢ v\H K
d % b
1} c 7v/a a 8

P Q

Rysunek 21: Fragment parkietazu typu [H45

Niech trapezy rownoramienne ABC'D i BCGH beda ptytkami w parkietazu typu IH45,
jak pokazano na Rysunku [21} Zauwazmy, ze miara kata ABH to § + 0. Poniewaz trapez
ABCD jest réwnoramienny, to 3 = a. Mozemy zatem zapisaé¢ |<ABH|=03+d=a+d =
180°, bo katy o miarach « i ¢ to katy przy jednym ramieniu trapezu. Analogicznie mozemy
zapisa¢ roéwnosci |[<DCG| = a+v = a+§ = 180°. Wobec tego wielokat ABHGCD to tak
naprawde czworokat AHGD. Zauwazmy dalej, ze czworokat AHG D jest rownolegtobokiem,
bo jego przeciwlegle katy sa réwne (o = 3 oraz v = ).

Dalej zauwazmy, ze rownolegtobok JADI to obraz rownolegtoboku AHG D przez trans-
lacje o wektor v, zas rownolegtobok H K LG powstaje w wyniku przesuniecia rownolegto-
boku AHGD o wektor —v.

7 Lematu [13| wynika, ze réwnolegtobok DG N M powstaje poprzez odbicie réwnolegto-
boku AHGD wzgledem prostej DG, zas réwnolegtobok PQH A powstaje w wyniku odbicia

2Zgodnie z definicja trapezu réwnoramiennego jako czworokata, w ktérym dwa boki sa réwnolegte
a pozostate dwa sg réwnej dlugosci, rownoleglobok tez jest trapezem réwnoramiennym. 7 rozumowania
wynika jednak, ze interesujacy nas czworokat mozna wpisaé¢ w okrag, co wyklucza rownolegtoboki niebedace
prostokatami.
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rownolegtoboku AHGD wzgledem prostej AH. Wynika stad, ze réwnoleglobok AHGD to
plytka parkietazu typu [H42. W Rozdziale 3.2 udowodnilismy istnienie parkietazu typu
[H42, a odpowiedni podzial kazdej ptytki tego parkietazu na dwa trapezy réwnoramienne
dowodzi istnienia parkietazu typu IH45.

Udowodnilismy, ze pelny zakres ksztattéw ptytek w parkietazu izohedralnym typu IH45
to wszystkie mozliwe trapezy réwnoramienne majace os symetrii oraz dla ptytki o ksztatcie
dowolnego trapezu réwnoramiennego z osig symetrii istnieje parkietaz izohedralny typu
[H45.

3.6 Typ IH46

Rozwazmy plytke parkietazu typu IH46. Jest ona zilustrowana na Rysunku 22

+

Rysunek 22: Diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH46

W tym przypadku czworokat nie musi spetnia¢ zadnych specjalnych warunkéw. Checemy
jedynie, aby nie wystepowaly samoprzeciecia. Innymi stowy, nie chcemy, aby czworokat byt
zdegenerowany. Udowodnimy nastepujacy fakt.

Fakt 25. Dla plytki o ksztalcie dowolnego czworokgta istnieje parkietaz izohedralny typu
TH46.

Rozwazmy osmiokatny fragment parkietazu bedacy sklejeniem czterech ptytek typu
IH46, jak na Rysunku [23]

Przypomnijmy, ze zgodnie z Twierdzeniem [12] izometria przeksztalcajaca plytke na sa-
siednig jest potobrot wokot srodka wspolnego boku. Potobrot wzgledem pewnego punktu
jest tym samym, co symetria wzgledem tego punktu. Prostym i znanym z geometrii fak-
tem jest to, ze odcinek powstaly w wyniku odbicia wzgledem punktu jest réwnolegty do
wyjsciowego. Mozemy stad dokonac serii prostych spostrzezen.

e Boki AB i GF sa réwnolegle, bo bok GF' jest obrazem boku AB przez pdélobrot
wzgledem $rodka odcinka PH.

e Boki BC' i F'E sa rownolegte, bo bok FE jest obrazem boku BC' przez pdtobrét
wzgledem $rodka odcinka PD.
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Rysunek 23: Osmiokatny fragment parkietazu typu IH46

e Boki AH i C'D sa rownolegte, bo bok C'D jest obrazem boku AH przez pdtobrot
wzgledem $rodka odcinka PB.

e Boki HG i DFE sa réwnolegte, bo bok DFE jest obrazem boku HG przez pdélobrot
wzgledem $rodka odcinka PF'.

Zatem osmiokat ABC DEFGH ma 4 pary réwnolegtych bokéw. Mozemy mysle¢ o tym
w ten sposob, ze oémiokat ABC DEFGH powstaje w wyniku powyginania bokéw roéwnole-
globoku ACEG, ale tak, aby zachowaé réwnolegtosé odpowiednich par bokéw w wygietych
fragmentach. Bok AC' zostal wygiety do tamanej ABC, za$ bok GE do tamanej GFE.
Skoro boki AC' i GE bytly réwnolegte, to chcemy, aby tamane ABC i GFE byty réwno-
legte, przy czym réwnolegto$é tamanych rozumiemy jako réwnolegtosé odpowiednich ich
kawaltkow w odpowiedniej kolejnosci oraz réwno$¢ odpowiednich odcinkéw tych tamanych.

Definicja 26. Lamane A1 AsAs... A, i B1BsBs...B,, sq rownolegle, gdy spetnione sq¢ naste-
pujgce warunki:

o [A1As| = |B1Bs|, [A2As| = |BaBs| ... [An1An| = [Bno1 Byl
[ ] A1A2||BlB2, A2A3||BQB3, --~An—1An||Bn—1Bn-

Uwaga 27. Gdy lamane sqg rdwnolegle wedlug Definicji[26, to jedna z tamanych jest ob-
razem drugiej poprzez translacje o wektor.

Wracajac do gtéwnego watku uzasadniania Faktu [25], zauwazmy, ze w dotychczasowym
rozumowaniu nie jest konieczne, aby czworokat stanowiacy plytke byt wypukty. Ponizej
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przedstawiono rysunek osmiokatnego fragmentu parkietazu dla ptytki bedacej czworoka-
tem wklestym (patrz Rysunek [24] A). Rozumowanie przedstawione powyzej jest w pekni

poprawne rowniez w tym przypadku. Podobnie tez czworokat zdegenerowany do tréjkata
rowniez bedzie pasowal (patrz Rysunek [24] B).

Rysunek 24: Fragment parkietazu typu IH46 dla ptytki o ksztalcie czworokata (A) wklestego
oraz (B) zdegenerowanego

Rozwazmy nieco wiekszy fragment parkietazu typu IH46, jak na Rysunku [25]

Zauwazmy, ze o$miokat przylegajacy do osmiokata ABCDEFGH przez boki GF i FE
powstaje w wyniku przesuniecia osmiokata ABCDEFGH o wektor v. Wynika to z faktu,
ze boki AB i GF sa rowne i rownolegte oraz boki BC' i F'E réwniez sa rowne i rownolegte,
co w naszej nomenklaturze oznacza rownolegtos¢ tamanych ABC i GFE. Podobnie osmio-
kat przylegajacy do osmiokata ABCDEFGH przez boki CD i DE powstaje w wyniku
przesuniecia o$miokata ABCDEFGH o wektor 4. Jest to spowodowane tym, ze boki AH
i CD oraz HG i DFE sa parami réwne i rownolegte, innymi stowy, tamane AHG oraz CDFE
sg réwnolegte.

Parkietowanie ptaszczyzny osmiokatami wraz z ich podziatem na cztery czworokaty
mozemy kontynuowa¢ w lewo i w prawo przesuwajac oS$miokat ABCDEFGH o kolejne
catkowite wielokrotnosci wektora u. Podobnie mozemy poziomy pas o$miokgtéw przesuwac
w goére i w dot o catkowite wielokrotnosci wektora v, uzyskujagc tym samym izohedralny
parkietaz ptaszczyzny typu [H46.

Udowodnilidmy, ze pelny zakres ksztattéw plytek w parkietazu izohedralnym typu IH46
to wszystkie mozliwe czworokaty oraz dla ptytki o ksztatcie dowolnego czworokata istnieje
parkietaz izohedralny typu IH46.

23



Rysunek 25: Fragment parkietazu typu IH46

3.7 Typ IH47

Diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH47 przedstawia Rysunek [26]

+

Rysunek 26: Diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH47

Przypomnijmy, ze zgodnie z Twierdzeniem [16| potaczenie niesgsiadujacych ze soba bo-
kow tukiem ze znakiem plus oznacza, ze symetrig parkietazu przeksztalcajaca ptytke na
sasiednia jest translacja. Z tego twierdzenia wiemy réwniez, ze dwa przeciwlegte boki czwo-
rokata sa rowne i réwnolegle, wiec ten czworokat jest réwnoleglobokiem. Udowodnimy
prawdziwos¢ ponizszego faktu.

Fakt 28. Dia plytki o ksztalcie dowolnego réownolegloboku istnieje parkietaz izohedralny
typu THAT.

24



Wypemhiamy ptaszczyzne rownolegtobokami stosujac odpowiednie izometrie. W wyniku
tego otrzymujemy sytuacje, jak na Rysunku

Ji] a o /B a a /8 a a
b d/b d/b d
I's it < 6 /7 c d /7 < ]
§ i v /8 a T/ E gl
d b/d oy b
m o a b /a a @ B/a a B
f a o/ a a /g a o
b d/b d/b d
T © o/ T 6/ [4 ]

Rysunek 27: Fragment parkietazu typu IH47

Zauwazmy, ze pas plytek miedzy prostymi k£ i m mozemy kontynuowaé¢ w nieskonczo-
nos¢ w prawo i w lewo przesuwajac ptytke parkietazu o catkowite wielokrotnosci wektora
v. Ponadto pas rownolegtobokéw powyzej prostej k powstaje poprzez potobrot pasa mie-
dzy prostymi k i m wokot srodka dowolnej krawedzi zawartej w prostej k. Podobnie pas
rownolegtobokow ponizej prostej m powstaje w wyniku obrotu pasa miedzy prostymi k i
m wokot srodka dowolnej krawedzi zawartej w prostej m. Zatem pasy rownolegtobokow
mozemy kontynuowa¢ w nieskonczono$¢ w gore i w dot stosujac odpowiednie potobroty
kolejnych poziomych pasow.

Udowodnilismy, ze petlny zakres ksztattéw ptytek w parkietazu izohedralnym typu IH47
to wszystkie mozliwe réwnolegtoboki oraz dla ptytki o ksztatcie dowolnego rownolegtoboku
istnieje parkietaz izohedralny typu IH47.

Poréwnajmy parkietaze typéw IH41 oraz IHA7 (patrz Rysunek .

IH41 IH47
é E v/6 e /8 = ¥ 8 a o /8 &8 a/p 2 g
/ p/d /2’ // d/b d/b /
o a B/o a B/a a 8 v [4 § /7 [4 d /7 [4 [}
J 2 /6 2 ¢ ¢ v ) G ¥/ = T/é S ¥
/ b/d /f // b/d b/d /
o a 8o a @ fBfoe a 8 o a 5 /o a 7 B/ea a B
¥ € e < Ve 4 b B a a /g a a /g a o
iy
o a 8/a a B/o a 8 v c 5/ ¢ 5§/ c )

Rysunek 28: Parkietaze typu izohedralnego IH41 oraz [H47

>
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Zwr6émy uwage, ze gdybysmy pomineli etykietowanie (wzér), to te parkietaze bytyby
identyczne. Nalozenie wzoru (etykietowania) sprawia, ze istotne staje sie, czy w kierunku
pionowym wykonujemy translacje (IH41) czy potobrét (IHAT). W tym tkwi sens rozréznie-
nia tych dwoch typéw, mimo ze w obu przypadkach ksztalt geometryczny parkietazu jest
taki sam.

3.8 Typ IH48

Przypomnijmy diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH48.

Rysunek 29: Diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH48

Wykonamy schematyczny rysunek fragmentu parkietazu w celu wyznaczenia zakresu
ksztaltéw plytki w parkietazu typu IH48, pamietajac, ze typ walencyjny to (4,4,4,4) (patrz

Rysunek .
Niech czworokat ABC'D bedzie ptytka w parkietazu [H48. Zgodnie z diagramem sasia-

dowania dorysujmy plytki majace wspélny bok lub wierzchotek z czworokatem ABCD.
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Rysunek 30: Analiza ksztaltu ptytki w parkietazu TH48

Zauwazmy, ze w wierzchotku A spotykaja sie cztery katy miary « i tworzag kat pelny,
czyli zachodzi réwnos¢ 4a = 360°, stad a = 90°. Podobnie w wierzchotku B spotykaja sie
cztery katy miary (3, w wierzchotku C' cztery katy miary v oraz w wierzchotku D cztery
katy miary 6. Wobec tego a = 3 = v = § = 90°. Wobec tego plytka w parkietazu typu
[H48 ma ksztalt prostokata.

Fakt 29. Dia plytki o ksztalcie dowolnego prostokqta istnieje parkietaz izohedralny typu
I1H48.

Niech P bedzie prostokatna ptytka w parkietazu typu IH48. Plytke sasiadujaca z nia
przez bok o etykiecie d otrzymujemy poprzez odbicie prostokata P wzgledem boku o ety-
kiecie d. Ptytke na prawo od ptytki P otrzymamy natomiast poprzez odbicie prostokata P
wzgledem boku o etykiecie b. Kolejne ptytki miedzy prostymi k i m otrzymamy poprzez od-
bicia kolejnych ptytek wzgledem bokéw o etykietach b i d, zatem poziomy pas prostokatow
miedzy prostymi k£ i m mozemy kontynuowa¢ w nieskoriczonos¢ w lewo i prawo.
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Rysunek 31: Fragment parkietazu typu IH48

Zauwazmy, ze poziomy pas prostokatéw powyzej prostej k powstaje poprzez odbicie
pasa miedzy prostymi k£ i m wzgledem prostej k. Pas prostokatow ponizej prostej m otrzy-
mamy odbijajac pas miedzy prostymi k£ i m wzgledem prostej m. Etykiety bokéw i katy
odpowiednio sie przenosza. Zatem mozemy kontynuowac¢ wypetnianie ptaszczyzny poziomy-
mi pasami w nieskonczonos¢ w gore i w dot odbijajac poziome pasy wzgledem odpowiednich
prostych.

Udowodnilidmy, ze petlny zakres ksztaltow ptytek w parkietazu izohedralnym typu IH48
to wszystkie mozliwe prostokaty oraz dla ptytki o ksztalcie dowolnego prostokata istnieje
parkietaz izohedralny typu IH48.

3.9 Typ IH49

Diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH49 wyglada nastepujaco.
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Rysunek 32: Diagram sgsiadowania dla parkietazu typu 1H49
Niech czworokat ABC'D bedzie ptytka w parkietazu typu IH49. Przeanalizujmy ptytki

majace z czworokatem ABC' D wspoélny bok lub wierzchotek, pamigtajac, ze typ walencyjny
to (4,4,4,4). Zostalo to schematycznie pokazane na Rysunku

) a o o a a|é & o
d b|b d|d b
¥ c B8 c gy ¢ B
8 A e c AN < gt
b dd b|b d
o a d|d a o o a 0
a a D) o a 5146 a
d b b d|d b
¥ c g8 c ¥ v c 8

Rysunek 33: Analiza ksztaltu ptytki w parkietazu IH49

Zauwazymy, ze kazde dwie plytki przylegaja do siebie przez bok o tej samej etykiecie,
wiec nie musi zachodzi¢ zaden szczegdlny warunek opisujacy dlugosci bokéw. Mozemy
spostrzec, ze w wierzchotkach A i D spotykaja sie dwa katy miary a i dwa katy miary d.
Zachodzi zatem zaleznos¢ 2a + 26 = 360°, czyli a + 6 = 180°. Podobnie w wierzchotkach
B i C spotykaja sie dwa katy miary 3 i v. Wobec tego zachodzi réwnosé 25 + 2y = 360°,
stad B+~ = 180°.

29



Skoro suma katéw przylegtych do boku AD wynosi 180° oraz suma katéow przylegtych
do boku BC' réwniez wynosi 180°, to czworokat ABCD jest trapezem, ktérego podstawy
to boki o etykietach b1 d.

Fakt 30. Dla plytki o ksztalcie dowolnego trapezu istnieje parkietaz izohedralny typu TH49.

Rozwazmy fragment parkietazu typu [H49, ktéry zostal zaprezentowany na Rysunku

B4

Rysunek 34: Fragment parkietazu typu 1H49

Zwroémy uwage na to, ze figura bedaca suma trapezéow ABCJ oraz JCDI jest czwo-
rokatem, bo o + & = 180°. Ponadto, tatwo spostrzec, ze czworokat ABDI jest réwnoleglto-
bokiem, bo jego przeciwlegte boki sg rowne. Zauwazmy roéwniez, ze réw_)noleglobok IDFG
powstaje w wyniku przesuniecia rownolegtoboku ABDI o wektor v = Al, gdyz odpowied-
nie etykiety bokow oraz miary katéw sie przenosza.

Zatem pionowy pas réwnolegtobokéw miedzy prostymi k i m mozemy kontynuowaé w
nieskonczono$¢ w gore i w dot przesuwajac réwnolegtobok ABDI wraz z jego podziatem
na dwa trapezy o odpowiednie catkowite wielokrotnosci wektora v.

Zauwazmy, ze pionowy pas trapezéw na lewo od prostej k powstaje w wyniku odbicia
pasa trapezéw miedzy prostymi k i m wzgledem prostej k. Podobnie pas trapezéw na prawo
od prostej m powstaje poprzez odbicie pasa trapezéw miedzy prostymi k i m wzgledem
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prostej m. Parkietowanie ptaszczyzny trapezami mozemy zatem kontynuowa¢ w nieskonczo-
nos¢ w lewo i w prawo odbijajac nowo powstate pionowe pasy trapezéow wzgledem kolejnych
prostych zawierajacych boki o etykietach b i d.

Udowodnilismy, ze pelny zakres ksztaltow ptytek w parkietazu izohedralnym typu IH46
to wszystkie mozliwe trapezy oraz dla ptytki o ksztatcie dowolnego trapezu istnieje parkie-
taz izohedralny typu TH46.

3.10 Typ IH50

Diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH50 przedstawia Rysunek

.
Rysunek 35: Diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH50

Przypomnijmy, ze zgodnie z Twierdzeniem [I6] polaczenie niesasiadujacych bokéw tu-
kiem z plusem oznacza translacje. Dwa przeciwlegte boki czworokata sg rowne i réwnolegte,
wiec potencjalna plytka w parkietazu typu IH50 ma ksztalt rownolegtoboku.

Fakt 31. Dla plytki o ksztalcie dowolnego réownolegloboku istnieje parkietaz izohedralny
typu TH50.

Niech réwnolegtobok FCDE bedzie ptytka w parkietazu typu IH50 zaopatrzong w
diagram sasiadowania zaprezentowany na Rysunku[35] Zgodnie z Twierdzeniem 12/ kropka e
ze znakiem + oznacza potobrét wzgledem srodka boku. Niech zatem réwnolegtobok ABC'F
bedzie obrazem réwnolegtoboku F'C D E przez pétobrot wzgledem srodka boku F'C'. Zostato
to pokazane na Rysunku [36]

Zauwazmy, ze |[XAFE| = 4+~ oraz |<BCD| = 3+ ~. Poniewaz 3 i y to sasiednie katy
w réwnolegtoboku FCDE, wigc sumujg sie do 180°. Stad wynika, ze wielokat ABCDEF
jest rownolegtobokiem.

Zwr@y uwage na to, ze odcinek BC' powstaje w wyniku translacji odcinka AF o
wektor AB. Podobnie odcinek C'D powstaje wyniku translacji odcinka FE o ten sam wek-
tor. Zatem bok BD powstaje w wyniku translacji boku AE o wektor AB. Otrzymujemy
zatem, ze réwnolegtobok ABDFE jest ptytka parkietazu typu IH42. W Podrozdziale 3.2
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Rysunek 36: Dwie ptytki w parkietazu typu IH50

udowodnilidémy, ze z ptytek tego typu da sie utworzy¢ parkietaz. Wobec tego z réwnole-
gtobokéw ABDFE wraz z ich podziatem na dwa rownolegtoboki da sie utworzy¢ parkietaz.
Podziat réwnolegtoboku ABDFE na dwa rownolegtoboki ABC'F oraz FCDE przenosi sie
przez odpowiednie izometrie (translacje i odbicia).

Udowodnilidmy, ze pelny zakres ksztattéw plytek w parkietazu izohedralnym typu IH50
to wszystkie mozliwe réwnolegtoboki oraz dla ptytki o ksztatcie dowolnego rownolegtoboku
istnieje parkietaz izohedralny typu IH50.

3.11 Typ IH51

Diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH51 przedstawia Rysunek [37]

*e

g
Rysunek 37: Diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH51

Wykonajmy schematyczny rysunek fragmentu parkietazu typu IH51, uwzgledniajac typ
walencyjny (w kazdym wierzchotku spotykaja sie cztery ptytki) w celu ustalenia dopusz-
czalnego ksztattu ptytki w analizowanym parkietazu (patrz Rysunek .
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Rysunek 38: Analiza ksztattu ptytki w parkietazu TH51

7 rysunku widzimy, ze etykiety b i d nazywaja te same boki, wigc boki o etykietach b i d
sg réwne. Ponadto, w kazdym wierzchotku czworokata ABC'D spotykaja sie katy o miarach
a, 3,7, 0, co mozemy wyrazi¢ rownoscia a + 3+ v+ 6 = 360°. Jest ona oczywista, bowiem
wynika z sumy miar katow czworokata ABC'D. Wobec tego jedyny konieczny warunek jest
taki, zeby jedna para przeciwlegtych bokéw byta réwna.

Fakt 32. Dia ptytki o ksztalcie dowolnego czworokgta, ktory ma przynajmniej jedng pare
przeciwlegltych bokow rownych, istnieje parkietaz izohedralny typu TH51.

Rozwazmy osmiokatny fragment parkietazu typu IH51 ztozony z czterech ptytek opisa-
nych w fakcie powyzej, jak na Rysunku [39

Zgodnie z Lematem [12| symbol e ze znakiem + oznacza, ze izometrig przeksztatcajaca
plytke na sasiednig ptytke przylegajaca przez ten bok, jest potobrot wzgledem $rodka tego
boku. Przypomnijmy ponadto, ze odcinek powstaly w wyniku poétobrotu jest réwnolegty
do wyjsciowego. Mozemy zatem dokonaé¢ nastepujacych spostrzezen.

e Odcinek AB jest réwnoleglty do odcinka IH, bo odcinek IH jest obrazem odcinka
AB w wyniku pélobrotu wzgledem $rodka odcinka DC'.

e Odcinek BFE jest réwnoleglty do odcinka HG, bo odcinek HG jest obrazem odcinka
BE w wyniku pétobrotu wzgledem srodka odcinka C'F'.
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Rysunek 39: Fragment parkietazu typu IH51

Dalej bedziemy chcieli udowodnié, ze odcinki AD i EF' sg réwnolegle oraz odcinki DI
oraz F'G rowniez sg rownolegte. Zauwazmy, ze trojkat ABE jest przystajacy do trojkata
DCF 7z cechy bok-kat-bok, gdyz

e |AB| = |CF|, bo maja ta sama etykiete a,
e |BE| = |DC|, bo maja ta sama etykiete c,
o |[XABE| =3+ 0= |<DCF|.

7, przystawania trojkatow ABE oraz DCF wynika réwnos$¢ odcinkow AFE oraz DF.
Odcinki o etykietach b i d sa tej samej dtugosci, wiec |AD| = |F E|. Wobec tego czworokat
AFEFD jest réwnolegtobokiem, czyli odcinki AD i EF sg rownolegte.

Podobnie zauwazamy, ze trojkaty DC'F oraz I HG sa przystajace z cechy bok-kat-bok,
bo

e |DC| = |HG|, bo maja ta sama etykiete c,
e |CF| = |IH|, bo maja ta sama etykiete a,
o |[<DCF|=p+06=360°— (a+7) =|<UHG|.

Skoro trojkaty DCF oraz I HG sa przystajace, to odcinki DF i IG sg réwne. Odcinki
o etykietach b i d sa tej samej dlugosci z zatozenia, wiec czworokat DF'GI jest réwnoleglo-
bokiem, zatem odcinki DI oraz F'G sa réwnolegte.

Podsumowujac, osmiokat ABEFGHID jest o$miokatem, w ktorym:
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odcinek AB jest réwnoleglty do odcinka I H,

odcinek BE jest rownolegly do odcinka HG,

odcinek AD jest rownoleglty do odcinka E'F

odcinek DI jest réwnolegty do odcinka F'G.

Sytuacja jest zatem taka sama, jak w przypadku parkietazu typu IH46. Tam réwniez w
o$miokatnym fragmencie parkietazu odpowiednie boki o§miokata byty rowne i rownolegte,
zatem dalsze uzasadnienie istnienia parkietazu typu IH51 jest takie samo, jak uzasadnienie
istnienia parkietazu typu IH46.

Zwr6émy uwage na to, ze czworokat spelniajacy zaltozenia Faktu 32 nie musi by¢ wypu-
kty. Ponizej na Rysunku 0] pokazano fragment parkietazu z odpowiednimi oznaczeniami
dla ptytki w ksztalcie czworokata wklestego majacego pare przeciwlegtych bokow réwnych.
Uzasadnienie istnienia parkietazu typu IH51 jest wtedy takie samo, jak przedstawione po-
wyzZej.

Rysunek 40: Fragment parkietazu typu IH51 dla ptytki bedacej czworokatem wklestym
UzasadniliSmy zatem, ze ptytka parkietazu typu IH51 ma ksztalt dowolnego czworokata

o przynajmniej jednej parze przeciwlegtych bokéw réwnych oraz fakt, ze z dowolnych takich
plytek da si¢ utozyé¢ parkietaz typu IH51.

3.12 Typ IH52

Przypomnijmy diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH52 (Rysunek .
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Rysunek 41: Diagram sgsiadowania dla parkietazu typu IH52

W celu znalezienia zakresu ksztaltow ptytki w parkietazu typu IH52 wykonamy szkico-
wy rysunek fragmentu parkietazu, pamigtajac o typie walencyjnym [4%]. Niech czworokat
ABCD bedzie ptytka w parkietazu typu IH52. Rozwazmy ptytki majace z czworokatem
ABCD wspblny bok lub wierzchotek. Zostalo to zaprezentowane na Rysunku [42]
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Rysunek 42: Analiza ksztattu ptytki w parkietazu TH52

Po pierwsze zauwazmy, ze etykiety bokéw wystepuja w statych parach a z ¢ oraz b z d,
wiec boki o etykietach a i ¢ sa tej samej dhugosci, podobnie b i d. Wobec tego czworokat
ABCD na pewno jest rownolegtobokiem. Dalej zwr6émy uwage na to, ze w wierzchotkach
A1 C spotykaja sie dwa katy miary « i dwa katy miary v, zatem zachodzi réwnosé 2a+2vy =
360°, czyli a + v = 180°. Skoro ABC'D jest roéwnolegtobokiem, to miara kata « jest rowna
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mierze kata v, czyli 2a = 180°, wiec a = v = 90°. Podobnie zauwazamy, ze w wierzchotkach
B i D spotykaja si¢ dwa katy miary § i dwa katy miary ¢, wiec 20 + 20 = 360°, zatem
0+ 6 = 180°. Z wlasnosci rownolegtoboku wiemy, ze § = 4, stad wnioskujemy, ze réwniez
B =9 =90°. Wobec tego czworokat ABC'D jest prostokatem.

Fakt 33. Dla plytki o ksztaicie dowolnego prostokqta istnieje parkietaz izohedralny typu
[H52.

Zacznijmy wypelniaé¢ ptaszczyzne prostokatami zgodnie z diagramem sasiadowania z
Rysunku 41, Po pewnym czasie otrzymamy sytuacje z Rysunku

H G
5 < Ala 2 gl < Ala a4
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a n@é C v a 65 C
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Rysunek 43: Fragment parkietazu typu IH52

Rozwazmy prostokat ABCD, jak na Rysunku ktory jest sklejeniem czterech pro-
stokatnych ptytek parkietazu typu IH52. Zauwazmy, ze prostokat FADE jest taki sam
jak prostokat ABC'D, bo ma te same etykiety bokéw i katy. Ponadto tatwo zauwazy¢,
ze prostokat FADFE powstaje w wyniku translacji prostokata ABC'D o wektor . Wobec
tego pas prostokatéw miedzy prostymi k£ i m mozemy kontynuowaé w nieskonczonosé¢ w
lewo i prawo przesuwajac prostokat ABC'D wraz z jego podzialem na cztery prostokaty o
catkowite wielokrotnosci wektora v

Dalej zwrdéémy uwage na to, ze prostokat DCGH (wraz z jego podzialem) powstaje w
wyniku przesunigcia prostokata ABC'D (wraz z jego podziatem) o wektor 4. Zatem poziome
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pasy prostokatow mozemy kontynuowaé¢ w nieskonczono$é przesuwajac pas prostokatow
miedzy prostymi k i m o catkowite wielokrotnosci wektora .

Uzasadnilismy zatem, ze ptytka parkietazu typu IH52 ma ksztatt dowolnego prostokata
oraz fakt, ze z dowolnych prostokatnych ptytek da si¢ utozy¢ parkietaz typu IH52.

3.13 Typ IH53

Diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH53 zostatl pokazany na Rysunku

lJ n+

+

Rysunek 44: Diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH53

Przypomnijmy, ze z Twierdzenia[12] kropka e ze znakiem + oznacza pétobrét wzgledem
srodka boku.

Wykonamy szkicowy rysunek fragmentu parkietazu w celu wyznaczenia zakresu ksztat-
tow ptytki w parkietazu typu IHH3 uwzgledniajac to, ze w kazdym wierzchotku spotykaja
sie cztery plytki (patrz Rysunek [47)).

il b v c ¥| 8 a o
- cld blb d
@ 4| o a o c

Rysunek 45: Analiza ksztaltu ptytki w parkietazu IH53
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7 rysunku widzimy, ze boki o etykietach c¢ i d sa tej samej dtugosci. Ponadto nie musi
zachodzi¢ zaden szczegdlny warunek dotyczacy miar katow. W kazdym wierzchotku czwo-
rokata ABC'D spotykaja sie katy o miarach «,3,7,9, ale oczywistym jest, ze te miary
sumuja sie do 360° (suma miar katéow czworokata ABCD).

Fakt 34. Dla ptytki o ksztalcie dowolnego czworokgta, w ktorym jest przynajmniej jedna
para sgsiednich bokéw rownych, istnieje parkietaz izohedralny typu TH53.

Rozwazmy teraz fragment parkietazu typu IH5H3 ztozony z 16 czworokatéw tworzacych
szesnastokat (patrz Rysunek . Bedziemy chcieli udowodnié¢, ze odpowiednie boki tego
szesnastokata sg réwnolegte. Bedziemy mysleé, ze ten szesnastokat to w pewnym sensie
rownolegtobok z powyginanymi bokami, ale tak, aby zachowaé¢ réwnolegtosé bokow. Taki-
mi réwnolegtobokami z odpowiednio powyginanymi bokami mozemy wypehic¢ ptaszczyzne
stosujac odpowiednie translacje.

Niech czworokat ABC'D bedzie ptytka opisana w Fakcie zaopatrzona w diagram
sasiadowania z Rysunku 44!

Rysunek 46: Szesnastokatny fragment parkietazu typu IH53

KROK 1. Uzasadnimy, ze odcinki AD i GH na Rysunku [46] sa réwne i réwnolegte.

Rozwazmy bardziej szczegdtowy mniejszy fragment parkietazu, jak na Rysunku [47]

Zauwazmy, ze odcinek E.J powstaje w wyniku poétobrotu odcinka AD wokot srodka
boku BC', zatem odcinki AD oraz EJ sa rowne i rownolegte. Dalej zauwazmy, ze odcinek
HG powstaje w wyniku potobrotu odcinka EJ wokét srodka odcinka F'I, zatem odcinki
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Rysunek 47: Fragment parkietazu typu IH53

EJ oraz GH sa réwne i réwnolegte. Skoro odcinki AD i EJ sg réwne i rownolegle oraz
odcinki FJ oraz GH sa réwne i rownolegte, wiec réwniez odcinki AD i GH sa réwne i
rownolegte.

KROK II. Udowodnimy, ze odcinki AK i GP sa réwne i rownolegte.
Zauwazmy, ze trojkaty ABE oraz M N P sa przystajace z cechy bkb, gdyz:

e |AB| = |NP|, bo maja te sama etykiete b
e |BE| =|MN|, bo maja te sama etykiete ¢
o |[XKABE|=~v+=|<MNP|

Z przystawania trojkatéw ABE oraz MNP wynika réwnosé dtugosci bokéw |AE| =
|M N| oraz réwnos¢ miar katow |[<AEB| = |[<PMN|.
Podobnie mozemy zauwazy¢, ze trojkaty EFG oraz K LM sa przystajace, bo:

e |KL| =|FG|, bo maja te sama etykiete d
e |LM| = |EF|, bo maja te sama etykiete a
o |[<KLM|=360°—(ax+0)=|<EFG)|

Z przystawania tréjkatow EFG oraz K LM wynika réwnosé dtugosci bokéw |KM| =
|EG| oraz réwnos$¢ miar katow |<KML| = |[<GEF|.
Dalej zauwazamy, ze trojkaty AGFE oraz K PM sa przystajace z cechy bkb, poniewaz:
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o |[KE|=|MP|
e |[KM|=|EG)|
o |[XAEG| =~ —|<AEB|+ 3+ |<GEF|=~—|<PMN|+p+|<KML| = |<KMP)|

Skoro trojkaty AEG oraz K ML sa przystajace, wiec odcinki AG oraz K P sg réwne.
Odcinki AK i GP sa réwne, bo maja te samg etykiete, zatem czworokat K PGA jest
rownolegtobokiem, stad odcinki AK i GP sa réwne i rownolegle.

KROK III. Réwnoleglto$é pozostatych odcinkéw na Rysunku [46]

Réwnolegloscei odcinkow WY || RQ, WU || KL, TS || MN dowodzimy jak w kroku I,
za$ rownolegtosci YD || QH,UT || LM, SR || NP dowodzimy analogicznie, jak w kroku II.

Skoro pary tamanych KLMNP i WUTSR oraz WY DAK i RQHGP sa rownolegte
w tych parach wedtug Definicji wiec przez argument taki sam jak dla typu IH51 z
rozwazanych szesnastokatow da sie utozyé¢ parkietaz stosujac odpowiednie translacje, co
dowodzi istnienia parkietazu typu IH53 dla kazdego wspomnianego ksztattu ptytki.

Zwr6émy uwage na to, ze czworokat spelniajacy zaltozenia Faktu [34] nie musi by¢ wypu-
kty, ale nawet w takim przypadku powyzsze rozumowanie pokazuje istnienie odpowiedniego
parkietazu typu IH53.

Podsumowujac, uzasadnilismy, ze ptytka parkietazu typu IH53 jest czworokatem z przy-
najmniej jedng para sasiednich bokéw réwnych oraz fakt, ze z dowolnych takich czworoka-
tow da sie utozy¢ parkietaz izohedralny typu IH53.

3.14 Typ IH54

Na Rysunku [48| jest przedstawiony diagram sgsiadowania dla parkietazu typu IH5H4.

+
Rysunek 48: Diagram sasiadowania dla parkietazu typy 1H54
Wykonajmy szkicowy rysunek ptytki ABC D parkietazu typu IH54 i ptytek majacych z

nia wspoélny bok lub wierzchotek, uwzgledniajac typ walencyjny [4,4,4,4]. Taki szkic pozwoli
odkry¢ nam dopuszczalne ksztatty ptytki w parkietazu typu IH54.
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Rysunek 49: Analiza ksztaltu ptytki w parkietazu IH54

Zauwazmy, ze w wierzchotku C' spotykaja si¢ cztery katy miary v, wiec 4y = 360°,
zatem v wynosi 90°. Podobnie w punkcie D spotykaja si¢ cztery katy miary §, wiec réwniez
0 jest rowna 90°. Zwroémy uwage, ze w wierzchotkach A i B spotykaja sie dwa katy miary
a i dwa katy miary (3, zatem zachodzi zaleznos¢ 2« + 23 = 360°, zatem « i § sumuja sie
do 180°.

Podsumowujac poczynione spostrzezenia, czworokat ABC'D ma dwa katy proste, pozo-
state dwa jego katy sumuja sie do 180°, zatem jest on trapezem prostokatnym.

Fakt 35. Dla plytki o ksztalcie dowolnego trapezu prostokgtnego istnieje parkietaz izohe-
dralny typu TH54.

Niech zatem trapez prostokatny ABC' D bedzie ptytka w ksztalcie trapezu prostokatnego
zaopatrzona w diagram sasiadowania jak na Rysunku (1§ Niech dalej czworokat EFFBA
bedzie ptytka o takim samym ksztalcie przylegajaca do ptytki ABC'D przez bok AB.
Zostalto to pokazane na Rysunku

Zauwazmy, suma miar katow a i § wynosi 180°, bo a i 3 to miary katow przy jednym
ramieniu trapezu ABC D, wiec wielokat FF BC DA jest prostokatem.

Dokonajmy serii nastepujacych spostrzezen.

e Trapez EF BA jest przeksztatcany na trapez GEAH poprzez odbicie wzgledem pro-
stej AF.
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Rysunek 50: Fragment parkietazu typu [H54

e Trapez ABCD jest przeksztalcany na trapez HADI poprzez odbicie wzgledem pro-
stej AD.

Punkty E, A, D sa wspoétliniowe, wiec prostokat EFCD jest przeksztatcany na prostokat
GEDI poprzez odbicie wzgledem prostej ED.

e Trapez EF BA jest przeksztalcany na trapez F'JK B poprzez odbicie wzgledem pro-
stej F'B.

e Trapez ABCD jest przeksztatcany na trapez BK LC poprzez odbicie wzgledem pro-
stej BC.

Punkty F., B,C sa wspoétliniowe, wiec prostokat EFCD jest przeksztalcany na prostokat
FJLC poprzez odbicie wzgledem prostej F'C.

7 powyzszych uwag wynika, iz prostokat FFCD jest ptytka w parkietazu typu 1H48
(patrz Rysunek . 7, Rozdziatu 3.8 wiemy, iz z prostokatnych ptytek da sie utworzyc
parkietaz typu IH48. Wobec tego z prostokatnych ptytek wraz z ich podziatem na dwa
trapezy mozna utworzy¢ parkietaz izohedralny typu [IH54.

Uzasadnilismy, ze ptytka parkietazu typu IH54 ma ksztatt dowolnego trapezu prosto-
katnego oraz to, ze z takich ptytek da sie utworzy¢ parkietaz typu IH5H4.
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3.15 Typ IH55

Diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH55 zostal zaprezentowany na Rysunku (51}

B e

Rysunek 51: Diagram sgsiadowania dla parkietazu typu IH55

Przypomnijmy, ze zgodnie z Twierdzeniem [14] potaczenie tukiem sgsiadujacych bokéw
oznacza, ze obrot wokot wspolnego wierzchotka tych dwoch bokéw jest symetrig parkietazu.
Te dwa boki musza mie¢ te sama dtugosé, zatem potencjalna ptytka musi by¢ deltoidem.
Omawiane ptytki czworokatne maja typ walencyjny (4%), a to znaczy, ze w kazdym wierz-
chotku spotykaja sie 4 ptytki. Zauwazmy zatem, ze w kazdym wierzchotku, wokét ktérego
bedziemy wykonywaé obrét, bedg spotykaé sie 4 takie same katy, zatem kazdy z nich ma
90°. Stad deltoid ma dwa przeciwlegte katy proste, wiec jest on kwadratem.

Fakt 36. Dla plytki o ksztalcie dowolnego kwadratu istnieje parkietaz izohedralny typu
IH55.

Rysunek |52 pokazuje fragment parkietazu typu IH55 budowanego z kwadratowych pty-
tek.

Rozwazmy kwadrat ABC'D bedacy sklejeniem czterech plytek parkietazu typu IH55.
Zauwazmy, ze kwadrat FADFE wraz z jego podziatlem powstaje w wyniku przesuniecia
kwadratu ABC' D wraz z jego podziatem o wektor v. Zatem pas kwadratéw miedzy prostymi
k i m mozemy w nieskonczono$¢ kontynuowa¢ w lewo i prawo przesuwajac kwadrat ABC'D
wraz z jego podzialem o kolejne catkowite wielokrotnosci wektora v. Zwroémy uwage, iz
kwadrat DCGH wraz z jego podzialem powstaje w wyniku translacji kwadratu ABC' D
wraz z jego podzialem o wektor w. Latwo zatem zauwazy¢, ze pas kwadratow powyzej
prostej k powstaje w wyniku przesuniecia pasa kwadratéw miedzy prostymi k i m o wektor
u. Zatem wypetnianie ptaszczyzny kwadratami mozemy kontynuowaé¢ w nieskonczonosé w
gore i w dot przesuwajac pas miedzy prostymi k i m o catkowite wielokrotnosci wektora .

UzasadnilisSmy zatem, ze ptytka parkietazu typu IH55 ma ksztatt dowolnego kwadratu.
Pokazalismy rowniez, ze z kwadratowych ptytek da sie utworzy¢ parkietaz izohedralny typu
[H55.
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Rysunek 52: Fragment parkietazu typu IH55

3.16 Typ IH56

Diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH56 wyglada nastepujaco (Rysunek .

j
[ {

Rysunek 53: Diagram sasiadowania dla parkietazu typu [H56

Przypomnijmy, ze potaczenie sasiednich bokow tukiem ze znakiem + oznacza obrot
wokét wspélnego wierzchotka tych bokéw (patrz Twierdzenie , natomiast e ze znakiem
— na boku oznacza odbicie wzgledem prostej zawierajacej ten bok (patrz Twierdzenie .

Wykonajmy schematyczny rysunek (Rysunek czworokatnej ptytki parkietazu typu
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[H56 oraz ptytek majacych z nig wspolny bok lub wierzchotek w celu wyznaczenia zakreséw
ksztattéw plytki. Pamigtamy przy tym, ze typ walencyjny parkietazu to (4%).
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Rysunek 54: Analiza ksztaltu ptytki w parkietazu IH56

Niech czworokat ABC' D bedzie ptytka w parkietazu typu IH56. Zauwazmy, ze w wierz-
chotku D spotykajg sie cztery katy miary o, zatem 0 = 90°. Podobnie w wierzchotku B
spotykaja sie cztery katy miary (, wiec réwniez 3 = 90°. W wierzchotkach A i C spotykaja
sie dwa katy miary « oraz dwa katy miary vy, czyli a i v sumuja sie do 180°. Jest to jednak
oczywiste z sumy miar katéw czworokata ABC D. Zauwazmy ponadto, ze boki o etykietach
c i d sa tej samej dtugosci, poniewaz jesli bok czworokata ma etykiete ¢ do ten sam bok w
plytce sasiadujacej przez ten bok, ma etykiete d i odwrotnie. Mozemy zatem powiedzie¢, ze
czworokat ABC'D jest sklejeniem dwoch trojkatéw prostokatnych przeciwprostokatnymi, z
czego jeden z tych trojkatéw jest roOwnoramienny.

Fakt 37. Dla plytki o ksztalcie dowolnego czworokgta bedgcego sklejeniem dwoch trojkgtow
prostokgtnych przeciwprostokgtnymi, z czego jeden z tych trojkgtow jest rownoramienny a
drugi dowolny, istnieje parkietaz izohedralny typu TH56.

Rozwazmy cztery czworokatne plytki parkietazu typu IH56, jak na Rysunku [55
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Rysunek 55: Fragment parkietazu typu IH56

Zauwazmy, ze o$miokat ABCEFGHI to tak naprawde czworokat I BEG, bo a + v =
180°. Zwr6¢my uwage na to, ze czworokat I BEG ma cztery katy proste, bo 8 = 90° oraz
cztery boki tej samej dtugosci, bo kazdy z nich jest suma odcinka o etykiecie a i odcinka o
etykiecie b. Zatem czworokat I BEG jest kwadratem.

Dokonajmy teraz serii spostrzezen zwiazanych z nieco wigkszym fragmentem parkietazu
przedstawionym na Rysunku 56|

e Kwadrat JKBI jest obrazem kwadratu / BEG w wyniku odbicia wzgledem proste;j
IB.

e Kwadrat EGLM jest obrazem kwadratu I BEG w wyniku odbicia wzgledem proste;j
GFE.

e Kwadrat GINP jest obrazem kwadratu I BEG w wyniku odbicia wzgledem proste;j
GI.

e Kwadrat QREB jest obrazem kwadratu I BEG w wyniku odbicia wzgledem proste;j
EB.

Wobec tego mozemy stwierdzi¢, ze kwadrat I BEG jest ptytka parkietazu typu 1H4S.
W Rozdziale 3.8 udowodnilismy istnienie parkietazu tego typu. Parkietaz typu IH56 po-
wstaje w wyniku podziatu kazdej ptytki parkietazu typu [IH56 utworzonego z kwadratéw
na odpowiednie cztery czworokaty opisane w Fakcie |37

Udowodnilismy, ze ptytka parkietazu typu [H56 ma ksztalt dowolnego czworokata be-
dacego sklejeniem dwdch trojkatéw prostokatnych przeciwprostokatnymi, z czego jeden z
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Rysunek 56: Nieco wiekszy fragment parkietazu typu IH56

tych trojkatow jest rownoramienny a drugi dowolny. UzasadniliSmy réwniez, ze z dowolnych
takich czworokatéw da sie utworzy¢ parkietaz typu IH56.

3.17 Parkietaze czworokatne — podsumowanie

Dokonajmy podsumowania wszystkich powyzszych analiz dotyczacych zakresow ksztat-
tow plytek w izohedralnych parkietazach o niesymetrycznych czworokatnych ptytkach. Naj-
czedciej wystepujacym ksztaltem czworokatnej ptytki jest réwnolegtobok (IH41, TH42, TH43,
[H47, TH50). W podsumowaniu wsytepuja tez nastepujace figury: trapez réwnoramienny
(IH45), trapez prostokatny (IH54), dowolny trapez (IH49), prostokat (IH48, IH52), kwadrat
(IH55), deltoid (IH44), dowolny czworokat (IH46) oraz troche bardziej nietypowe czworo-
katy (IH51, TH53, TH56).

Graficzne zestawienie dopuszczalnych zakresow ksztattow czworokatnych ptytek dla po-
szczegblnych typoéw przeanalizowanych parkietazy zostato przedstawione w formie tabeli na

Rysunku [57]
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Typ parkietazu Ksztalt ptytki Typ parkietazu Ksztalt ptytki
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Rysunek 57: Zakresy ksztattéw ptytek w analizowanych parkietazach izohedralnych o nie-
symetrycznych czworokatnych ptytkach
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4 SzeSciokaty

Ponizej na Rysunku [58] prezentujemy wszystkie diagramy sasiadowania dla parkieta-
zy izohedralnych o sze$ciokatnych niesymetrycznych ptytkach zaczerpniete z [3] (Rozdzial
6). Przypomnijmy, ze wszystkie parkietaze izohedralne o ptytkach szesciokatnych sa typu
walencyjnego [3%], czyli w w kazdym wierzcholku parkietazu spotykaja si¢ 3 ptytki. Dla kaz-
dego typu izohedralnego parkietazu, tak jak dla czworokatéw, opiszemy zakres ksztaltow
plytki i uzasadnimy istnienie parkietazu danego typu dla kazdego ze wskazanych ksztattow
plytki.

+
-+
IH1 IH2 IH3 IH4
+
+
IH5 IH6 IH7

Rysunek 58: Rozwazane parkietaze sze$ciokatne

4.1 Typ IH1

Diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH1 jest nastepujacy (patrz Rysunek .

Rysunek 59: Diagram sgsiadowania dla parkietazu typu IH1
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7 Twierdzenia 16| wiemy, ze polaczenie niesgsiadujacych bokéw tukiem ze znakiem plus
oznacza, ze boki potaczone tukiem sg rowne i réwnolegte. Zatem ptytka parkietazu typu
IH1 jest szesciokatem, ktorego przeciwleglte pary bokéw sa rowne i rownolegte.

Fakt 38. Dla plytki o ksztalcie dowolnego szesciokqgta, ktorego przeciwlegle pary bokéw sq
rowne 1 rownolegte, istnieje parkietaz izohedralny typu TH1.

Niech szesciokat ABC DEF bedzie potencjalna plytka parkietazu typu IH1 (parz Ry-
sunek . Niech boki o etykietach a i d bedg réwne i réwnolegte, podobnie b i e oraz c i
f- Réwnolegto$¢ odcinkéw pociaga za sobg rownosé miar przeciwlegtych katow szedciokata
a=90,0=¢7=¢.

Rysunek 60: Fragment parkietazu typu IH1

Szedciokat przylegajacy do szesciokata ABC' D EF przez bok C'D powstaje poprzez prze-
suniecie szedciokata ABC' DEF o wektor ¢. Podobnie szesciokat przylegajacy do sze$ciokata
ABCDEF przez bok AF powstaje poprzez przesuniecie szesciokata ABCDEF o wektor
—4. Zatem wypelnianie pasa sze$ciokatéw miedzy zielonymi tamanymi (patrz Rysunek
mozemy kontynuowaé¢ w nieskonczono$¢ w lewo i prawo poprzez przesuwanie szesciokata
ABCDEF o catkowite wielokrotnosci wektora o'

Dalej mozemy zauwazy¢, ze poziomy gorny pas szesciokatéow powstaje poprzez przesu-
niecie pasa srodkowego o wektor u, za$ dolny pas szeSciokatow powstaje w wyniku prze-
suniecia $rodkowego pasa szesciokatow o wektor —u. Wynika to z réwnosci i rownoleglo-
Sci przeciwlegtych bokow szesciokatnej ptytki tego parkietazu. Wobec tego wypekianie
plaszczyzny tymi szeSciokatami mozemy kontynuowa¢ w nieskonczono$é¢ w gore i w dot
przesuwajac poziomy pas szesciokatow o catkowite wielokrotnosci wektora .
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Zwroémy uwage na to, ze plytka parkietazu typu IH1 moze mieé¢ ksztatt szesciokata
wklestego. Dla takiego przypadku wszystkie te rozumowania sie odpowiednio przenosza.
Przyktad takiej ptytki zostal zaprezentowany na Rysunku

alld
blle
cll f

Rysunek 61: Ptytka parkietazu typu IH1 — przypadek wklesty

Uzasadnilismy, ze ptytka parkietazu typu IH1 ma ksztatt szeSciokata, ktorego przeciw-
legte pary bokéw sa réwne i rownolegte oraz fakt, ze z ptytek o dowolnym takim ksztalcie
da sie utworzy¢ parkietaz izohedralny typu IH1.

4.2 Typ IH2

Przypomnijmy diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH2 (patrz Rysunek .

Rysunek 62: Diagram sgsiadowania dla parkietazu typu IH2

7 Twierdzenia [16| wiemy, ze potaczenie niesgsiadujacych bokéw hukiem ze znakiem plus
oznacza, ze boki potaczone tukiem sg rowne i réwnolegle. Zatem ptytka parkietazu typu
[H2 jest szesciokatem, ktéry ma jedna pare przeciwlegltych bokéw réwnych i réwnolegtych.
Ponadto z Faktu [19 wynika, iz w pozostatych dwéch parach bokow sasiadujacych ze soba,
boki w tych parach s rowne.

Fakt 39. Dla plytki o ksztalcie dowolnego szeSciokqta, ktory ma jedng pare przeciwleglych
bokow rownych i rownoleglych, a w pozostatych dwoch parach bokéw sgsiadujgcych ze sobg,
boki w tych parach sq rowne, istnieje parkietaz izohedralny typu TH2.

Niech szesciokat ABCDEF spelnia zalozenia Faktu [39] gdzie odcinki BC' i EF sa
réwne i réwnolegle oraz zachodza nastepujace rownosci |CD| = |DE| oraz |AF| = |AB|
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(patrz Rysunek . Niech szesciokat C DG H IJ bedzie ptytka parkietazu typu IH2, ktéra
przylega do ptytki ABCDFEF. Przeanalizujmy dziesieciokat ABCJIHGDFEF pod katem
rownolegltosci jego bokow.

Rysunek 63: Fragment parkietazu typu ITH2

e Boki BC'i FFE sa réwne i rownolegte z zalozenia.

e Boki CJ i ED sa réwne, bo boki o etykietach d i ¢ sa réwne. Ponadto boki C'J i ED
sa réwniez réwnolegle, bo katy naprzemianlegle sg réwne |[<CDE| =6 = |<DCJ|.

e Boki JI oraz DG sa réwne i rownolegle z zatozenia.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze czworokaty BCEF,CJDE, JIGD sa réwnolegto-
bokami, wiec w szczegolnosci z przechodniosci réwnolegtosci wynika, iz odcinki FB i GI
sg réwnolegte.

Przydatne bedzie nam pewne spostrzezenie, bedace swego rodzaju uogélnieniem wta-
snosci, ze dwie proste sa rownolegte tylko wtedy, gdy katy odpowiadajace sa réwne.

Rozwazmy dwie proste rownolegte k£ i [ i dwie proste m i n przecinajace wspomniane
wezesnie] dwie proste rownolegle (patrz Rysunek . Twierdzimy, ze proste m i n sa
rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy katy « i v sa réwne. Uzasadnienie tego jest bardzo
proste. Katy a i 3 sa réwne jako katy odpowiadajace. Katy (i v sa rowne tylko wtedy, gdy
katy naprzemianlegte 3 i v sa réwne. Sformutujmy to jako uwage, bo kilkakrotnie bedziemy
korzystac z tej wlasnosci.

Uwaga 40. Dla sytuacji z Rysunku[0]] i przy zaloZeniu réwnoleglosci prostych k i l, proste
m i n sq rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy kqty o © v sqg rowne.
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n 7
Rysunek 64: Dwie proste réwnolegte k i [ przeciete dwoma prostymi.

Wracamy do analizy sytuacji z Rysunku [63, Poniewaz trojkaty ABFE oraz GHI sg
réwnoramienne, to |[<AFB| = |[<ABF| = $80=2 i podobnie |[<HGI| = |[<HIG| = 8C=2.

Skoro odcinki F'B oraz G1 sa réwnolegle oraz katy ABF oraz IGH sa réwne, to z Uwagi
[40] odcinki AB oraz GH sa réwnolegle. Analogicznie katy AF B oraz HIG sa réwne, wiec
z Uwagi [40] odcinki AF oraz I H sa réwnolegle.

Mozemy zatem mysle¢, ze dziesieciokat ABCJIHGDEF to szeSciokat ABIHGF, w
ktérym boki BI oraz FG zostaly wygiete do tamanych BC'JI oraz FEDG, ale tak, aby
zachowa¢ rownos¢ i rownolegtosé odpowiednich odcinkow krzywej. W poprzednim podroz-
dziale uzasadnilisémy istnienie parkietazu typu IH1 o plytce szeSciokatnej o przeciwlegtych
parach bokow rownych i réwnolegtych. Tutaj podobnie, réwnosé i réwnolegtosé odpowied-
nich odcinkéw sprawia, ze parkietaz typu IH2 mozemy kontynuowaé¢ w nieskonczonos¢ w
lewo i prawo stosujac translacje dziesieciokata o catkowite wielokrotnosci wektora u oraz w
gore 1 w dot stosujac translacje o catkowite wielokrotnosci wektora .

W szczegdlnosei plytka parkietazu typu IH2 moze mie¢ ksztalt szesciokata wklestego.
Dwa rodzaje potencjalnych ptytek wklestych zostaty zilustrowane na Rysunku [65]

b b,

all b

a a
Rysunek 65: Ptytki parkietazu typu IH2 — przypadek wklesty

Uzasadnilismy, ze ptytka parkietazu typu IH2 ma ksztalt dowolnego szesciokata, ktory
ma jedna pare przeciwlegtych bokow rownych i rownoleglych, a w pozostatych dwoch parach
bokéw sasiadujacych ze soba, boki w tych parach sg réwne. Udowodniliémy rowniez, ze z
plytek o dowolnym takim ksztatcie da sie utworzy¢ parkietaz typu IH2.
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4.3 Typ IH3

Przypomnijmy diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH3 (patrz Rysunek .

Rysunek 66: Diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH3

Z Twierdzenia [I6] wiemy, ze polaczenie niesasiadujacych bokéw tukiem ze znakiem plus
oznacza, ze boki potaczone tukiem sg rowne i réwnolegte. Zatem ptytka parkietazu typu
IH3 jest szesciokatem, ktéry ma jedng pare przeciwleglych bokéw réwnych i réwnolegtych.
Ponadto z Faktu [19] wynika, ze w pozostatych dwoch parach bokéw nieprzylegtych i nie-
przeciwlegltych boki w tych parach sa rowne. Nie sg to jednak wszystkie warunki, ktore
musi spetnia¢ ptytka parkietazu typu IH3. Przeanalizujmy schematyczny fragment parkie-
tazu typu IH3 ze zwrdoceniem uwagi na zaleznosci miedzy miarami katéow (patrz Rysunek

67).

Rysunek 67: Schematyczny rysunek fragmentu parkietazu typu IH3
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Zauwazmy, ze w wierzchotkach A, C i E spotykaja sie katy o miarach «a,v i €, wiec
zachodzi zalezno$¢ o+ v+ e = 360°. Ponadto w wierzchotkach B, D, F' spotykaja sie katy o
miarach (3,9, @, czyli §+ § + ¢ = 360°. Druga zalezno$¢ jest konsekwencja pierwszej, gdyz
wiemy, ze suma miar katéw dowolnego szeSciokata wynosi 720° = 2 - 360°.

Fakt 41. Dla plytki o ksztalcie dowolnego szeSciokqgta, ktory ma jedng pare przeciwleglych
bokow rownych © rownoleglych, a w pozostatych dwoch parach bokéw nieprzyleglych i nieprze-
ciwlegtych boki w tych parach sq rowne oraz suma miar kgtow wewnetrznych w co drugim
wierzchotku wynost 360°, istnieje parkietaz izohedralny typu TH3.

Przeanalizujmy szesciokaty, dla ktérych spetnione sa warunki dotyczace dtugosci bokéw
i réwnolegtosci (z pominieciem warunku na sume miar katéw w co drugim wierzchotku) w
zaleznosci od wklestosci i wypuktosci katéw. Sprawdzimy, w ktorych przypadkach spetnio-
ny jest takze warunek dotyczacy sumy katéow w co drugim wierzchotku. Mozliwe sg trzy
sytuacje ze wzgledu na wypuktosé lub wklestosé katéw v i ¢ pokazane na Rysunku [68

@ o, G,

e W p

Rysunek 68: przypadek (1) wypukty-wypukly, (2) wklesty-wklesty, (3) wypukly-wklesty

Zauwazmy, ze w kazdym przypadku czworokat ABDFE jest rownolegtobokiem. Ponadto,
trojkaty AEF i BCD sa przystajace z cechy bok-bok-bok. W przypadku (1) szesciokat
ABCDEF jest suma réwnolegltoboku i dwoch trojkatéw przystajacych. W przypadku (2)
szesciokat to réwnolegtobok z wycigtymi dwoma przystajacymi trojkatami, zas w przypadku
(3) szesciokat to réwnolegtobok, w ktérym z jednej strony wycinamy trojkat, zas z drugiej
strony doklejamy do niego doktadnie ten sam trojkat. Przeanalizujmy sume miar katow
a + v + € w zaprezentowanych wyzej trzech szesciokatach.

l.a+v+e€e = |<FAB| + |<BCD| + |[<DEF| co mozemy rozpisaé jako |<F'AE| +
|<EAB| + |<BCD| + |<DFEA| 4+ |[<AEF| i po zmianie kolejnosci jako (|<FAFE| +
|<AEF| + |<BCD|) + (|[<EAB| + |<DFEA|). Poniewaz z przystawania trojkatow
wynika réwnosé¢ katéw BCD i AFE to z sumy miar katéw trojkata AEF sktadniki
w pierwszym nawiasie sumuja sie do 180°. W drugim nawiasie miary katéw réwniez
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sumujg sie do 180°, co wynika z wlasnosci réwnolegtoboku. Zatem w tym przypadku
warunek sumowania si¢ miary co drugiego kata do 360° jest spelniony.

2. Zauwazmy, ze tutaj rowniez katy v i ¢ sa réwne. Z wtasnosci rownolegtoboku mamy;,
ze |[<EAB| + |<AEB]| = 180°, zatem a + € = 180° — (|<AEF| + |[<FEA]), co jest
réwne mniejszemu z katéw AFE. Suma miary mniejszego z katow |[<AFE| = a + €)
i wiekszego z katéw |<AFE| = ¢ = v wynosi 360°, wiec o + v + € = 360°, wiec
warunek na co drugi kat jest spetniony.

3. Zauwazmy, ze a+¢€ > |[<EAB|+ |<DEA| = 180° oraz kat v > 180°, czyli a+ e+~ >
360°. Zatem trzeci przypadek nie spetnia naszego warunku na katy.

Rozwazmy dwie ptytki parkietazu typu IH3. Zostalo to pokazane na Rysunku w
dwo6ch wyrdznionych powyzej i potwierdzonych przypadkach (1) i (2) (boki o etykietach a
i d sa rowne rownolegte).

M

Rysunek 69: Dwie plytki parkietazu typu IH3 w przypadku (1) wypukty-wypukty oraz (2)
wklesty-wklesty.

Mozliwe sa dwie sytuacje, ale w obu sytuacjach rozumowanie jest identyczne, wiec
prowadzimy je jednoczesénie dla obu przypadkéw.

Bedziemy chcieli udowodnié¢ rownos¢ i rownolegtos¢ odpowiednich bokéw dziesieciokata
ABCJIHGDEF. Powiemy, ze ten dziesieciokat to de facto szesciokat AJIHEF', w ktorym
boki AJ oraz F'H zostaly wygiete do tamanych ABCJ oraz EDGH, ale tak, aby zachowa¢
rownos¢ i rownolegtosé odpowiednich fragmentéw tych tamanych.

Po pierwsze zauwazmy, ze odcinki AB i E'D sg rowne i réwnolegle z zatozenia. Podobnie
z zalozenia rowniez odcinki C'J oraz G H sa réwne i rownolegte. Réwno$¢ odcinkéw BC'i DG

rowniez wynika z zatozen o ptytce parkietazu typu [H3. Pozostaje uzasadni¢ réwnolegtosé
odcinkéw BC' i DG.
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Zauwazmy, ze z cechy bok-bok-bok trojkaty BC'D oraz C'DG sa przystajace. Stad
katy naprzemianlegte BC'D oraz CDG sa réwne (v = ¢), wiec odcinki BC' oraz DG sa
rownolegte. Co konczy uzasadnienie rownolegtosci tamanych ABC'J oraz EDGH zgodnie
z Definicja [26]

Dalej zauwazmy réwniez, ze trojkaty AEF i JIH sa przystajace z cechy bok-kat-bok.
Stad wynika rownos$¢ katéw |<FAFE| = |<IHJ|. Ponadto zachodza nastepujace réwnole-
glosci odcinkéw AE||BD||CG||JH. Mamy zatem dwie proste réwnolegte AE i JH przecigte
dwoma prostymi AF' i HI, gdzie zachodzi odpowiednia rownos¢ katow. Z Uwagi [40| wynika,
ze odcinki AF oraz HI sg réwnolegte. Analogicznie dowodzimy réwnoleglosci odcinkéw FE
iJlI.

Udowodniliémy, ze dziesieciokat ABCJIHGDEF to szesciokat AJIHEF z wygieta
jedng para bokow.

Rysunek 70: Fragment parkietazu typu IH3

Rownoscé i rownoleglo$é odpowiednich bokéw dziesieciokata ABCJIHGDEF sprawia,
ze zielony pas dziesieciokatow miedzy zielonymi tamanymi (Rysunek mozemy kontynu-
owaé w nieskonczonosé w lewo i prawo, przesuwajac dziesieciokat ABCJIHGDEF (wraz z
jego podzialem na dwa szesciokaty) o catkowite wielokrotnosci wektora . Przesuwajac ten
pas w gore i w dot o caltkowite wielokrotnosci wektora u uzyskamy parkietaz caltej plasz-
czyzny. Analogiczny fragment parkietazu otrzymaliby$my w przypadku wklesto-wklestym,
czyli przypadku (2) z Rysunku [69]

Uzasadnilismy, ze ptytka parkietazu typu IH3 ma ksztalt dowolnego szesciokata, ktory
ma jedna pare przeciwlegtych bokow rownych i rownoleglych, a w pozostatych dwoch parach
bokéw nieprzylegtych i nieprzeciwlegltych boki w tych parach sa réwne oraz suma miar
katéw wewnetrznych w co drugim wierzchotku wynosi 360°. WykazaliSmy réwniez, ze z
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plytek o dowolnym takim ksztalcie da sie utworzy¢ parkietaz izohedralny typu IH3.

4.4 Typ IH4

Przypomnijmy diagram sasiadowania dla parkietazu izohedralnego typu IH4 (patrz Ry-

sunek .

+
Rysunek 71: Diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH4

Korzystajac po raz kolejny z Twierdzenia [16| wnioskujemy, ze ptytka parkietazu typu
[H4 jest szesciokatem, ktéry ma jedng pare przeciwleglych bokéw réwnych i réwnolegtych.

Fakt 42. Dla plytki o ksztalcie dowolnego szeSciokqta, ktory ma jedng pare przeciwleglych
bokow rownych i rownoleglych, istnieje parkietaz izohedralny typu TH4.

Niech szesciokat ABC'DEF' bedzie potencjalna ptytka parkietazu typu IH4, w ktorej
boki AB i ED sgrowne i rownolegle. Niech szedciokat BGH I.JC bedacy plytka tego samego
parkietazu przylega do szesciokata ABCDEF przez bok BC (parz Rysunek .

Podobnie jak w poprzednich podrozdziatach bedziemy chcieli uzasadnié¢, ze dziesieciokat
ABGHIJCDEF powstaly ze sklejenia dwoch szesciokatnych ptytek to de facto szesciokat
AHIJEF z powyginanymi odpowiednio bokami. Z zalozenia boki AB i ED sa réwne i
réwnolegle. Tak samo boki GH oraz C'J sa réwne i rownolegle. Rownosé bokow |BG| =
|DC| réwniez jest oczywista. Rownolegtosé tych odcinkéw wynika natomiast z rownosci
katow odpowiadajacych |[<<BCD| = v = |<CBG]|. Zauwazmy dalej, ze odcinki AF'i I.J oraz
EFiIH saréwne irownolegte w tych parach. Wynika to stad, ze odcinek /.J jest obrazem
odcinka AF w wyniku pétobrotu wokét srodka boku BC, za$ odcinek IH powstaje w
wyniku pétobrotu odcinka EF' wokdét srodka boku BC'. Wobec tego faktycznie dziesigciokat
ABGHIJCDEF ma odpowiednie boki réwne i rownolegte.

Latwo zauwazy¢, ze z réwnosci i rownolegtosci bokow AF i I.J oraz bokow FE i HI
wynika, ze pas dziesieciokatéw miedzy zielonymi tamanymi (Rysunek mozemy kontynu-
owa¢ w nieskonczonos$¢ w lewo i prawo stosujac translacje dziesieciokata ABGHIJCDEF
o catkowite wielokrotnosci wektora u. Dzigki rownolegtosci tamanych ABGH oraz EDC'J,
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Rysunek 72: Fragment parkietazu typu [H4

parkietowanie ptaszczyzny w gore i w dot mozemy kontynuowacé w nieskonczonosé przesu-
wajgc pas miedzy zielonymi tamanymi o catkowite wielokrotnosci wektora v.

Mozliwe sa rozne warianty wklestosci ptytek w parkietazu TH4. Kilka przyktadowych
pokazano na Rysunku (73]

N@RIvaN

all b all & all b all b

Rysunek 73: Przyktadowe wkleste ptytki parkietazu typu IH4
Udowodnilisémy zatem, ze ptytka parkietazu typu IH4 ma ksztalt dowolnego szesciokata

z przynajmniej jedng parg bokow réwnych i réwnolegtych oraz to, ze dla ptytki o dowolnym
takim ksztalcie istnieje parkietaz izohedralny typu IH4.

4.5 Typ IH5

Diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH5 jest nastepujacy (patrz Rysunek .
Podobnie, jak w poprzednich podrozdziatach, z Twierdzenia [16] wynika, ze ptytka par-
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Rysunek 74: Diagram sgsiadowania dla parkietazu typu IH5

kietazu typu IH5 ma pare przeciwlegtych bokow réwnych i réwnoleglych. Ponadto z Faktu
wnioskujemy, ze w jednej z pozostalych dwoch par bokéw przylegtych, boki w tej parze
sg réwne.

Fakt 43. Dla plytki o ksztalcie dowolnego szeSciokqta, ktory ma jedng pare przeciwleglych
bokow rownych i rownoleglych, a w przyjemniej jednej z dwoch pozostatych par bokow przy-
legtych boki w tej parze sq rowne, istnieje parkietaz izohedralny typu THS5.

Rozwazmy 18-katny fragment parkietazu typu IH5, w ktérym boki o etykietach a i d
sa réwne i réwnolegte, a boki o etykietach e i f sa réwne (patrz Rysunek .

Rysunek 75: Fragment parkietazu typu IH5

Podobnie, jak w poprzednich podrozdziatach bedziemy chcieli uzasadnié¢, ze przedsta-
wiony na Rysunku [75] 18-kat jest znieksztalconym sze$ciokatem, w ktérym zachowano row-
nos¢ i rownolegtosé przeciwlegtych bokéw, tzn. ze tamane ABCDEFGH i PONMLK J sa
réwnolegte wedtug Definicji[26] za$ pary bokéw AR i I.J oraz RP i IH sa réwne i réwnolegte.
Roéwnosé dtugosci kolejnych odcinkéw wspomnianych tamanych wynika wprost z zatozen,
ze odcinki o etykietach a i d sa réwne oraz odcinki o etykietach e i f rowniez. Roéwnole-
gtod¢ odcinkéw o etykietach a i d wynika rowniez z zalozenia o ptytce parkietazu typu IH5.
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Roéwnolegtosé pozostatych odcinkéw wynika natomiast z rownosci katéw odpowiadajacych.
Odcinki BC' oraz ON sg réwnolegle, bo zachodzi réwnosé katéw |<BCO| = ¢ = |[<CON|.
Podobnie odcinki DE i M £ sa réwnolegte, bo |<MLD| = v = |<EDZ| oraz GH||LK, bo
|<FGL| = ¢ = |[<GLK], co konczy uzasadnienie réwnolegtosci tamanych ABCDEFGH i
PONMLKJ.

Zwr6émy uwage, ze trojkaty ARP oraz HI1J sa przystajace z cechy bok-kat-bok (row-
nosé¢ bokéw o tych samych etykietach i réwnosé katoéw o mierze ). Z poprzedniego akapitu
wiemy, ze odcinki PA i JH sa rownolegte. Z przystawania tréjkatéw ARP i HIJ wynika
rownosé katéw RAP i IJH, zatem na mocy Uwagi [0 boki AR i I.J sa réwnolegte. Podob-
nie z réwnosci katéw RPA i IHJ i Uwagi [0] otrzymujemy réwnolegto$é odcinkéw RP i
HI.

Dzieki rownoséci i réwnolegltoéci odpowiednich bokéw rozwazanego 18-kata parkietowanie
plaszczyzny mozemy kontynuowaé¢ w nieskonczonos¢ stosujac odpowiednie translacje.

Mozliwe sa tez inne warianty wklestosci i wypuktosci katéw w plytce parkietazu typu
IH5. Zostaly one pokazane na Rysunku [76] Powyzsze rozumowanie dziala dla wszystkich

a a
all b all b all b all b

tych wariantow.

Rysunek 76: Rozne warianty wklestosci ptytki w parkietazu typu IH5

Udowodnilismy, ze ptytka parkietazu typu IH5 ma ksztatt dowolnego szesciokata, kto-
ry ma jedng pare przeciwlegltych bokéw rownych i rownoleglych, a w przyjemniej jednej
z dwoch pozostatych par bokéw przylegtych boki w tej parze sa réwne. UzasadniliSmy
rowniez, ze z dowolnych takich sze$ciokatow da sie utworzy¢ parkietaz izohedralny typu
[H5.

4.6 Typ IH6

Przypomnijmy diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH6 (patrz Rysunek .

7 Faktu [19] wnioskujemy, ze boki w parach potaczonych tukami na diagramie sagsiado-
wania sg rowne. Nie jest do konca jasne, czy zachodzi jaki$ dodatkowy warunek dotyczacy
miar katow. Aby to rozstrzygnaé¢ wykonamy schematyczny rysunek szesciokatnej ptytki i
plytek z nig sasiadujacych (patrz Rysunek .
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Rysunek 77: Diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH6

Rysunek 78: Schematyczny rysunek fragmentu parkietazu typu IH6

Zauwazmy, ze w wierzchotkach A, C' i D spotykaja sie katy o miarach a,~,d, wiec
a+ v+ 6 = 360°. W wierzchotkach B, E,| F' spotykaja sie katy o miarach (3, €, ¢, stad 3 +
€+ ¢ = 360°. Drugi warunek dotyczacy miar katow jest konsekwencja warunku pierwszego,
bo wiemy, ze suma miar katéw wewnetrznych dowolnego szesciokata wynosi 720°.

Fakt 44. Dla ptytki o ksztatcie dowolnego szeSciokgta ABCDEF, w ktorym boki AB i
DFE sq réowne oraz boki BC i AF rowniez majg te samg dlugo$¢ oraz zachodzi warunek
|<FAB| + |<BCD| + |<CDE| = 360°, istnieje parkietaz izohedralny typu TH6.

Rozwazmy fragment parkietazu ztozony z czterech szesciokatnych ptytek spetniajacych
warunki Faktu [44] (patrz Rysunek [79)).

Analogicznie jak poprzednio, chcemy uzasadnié, ze zaprezentowany na Rysunku [79
czternastokat to w pewnym sensie szesciokat AGJKNF', ktorego boki zostaty odpowied-
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Rysunek 79: Fragment parkietazu typu IH6

nio powyginane. Dowiedziemy, ze zielone tamane ABCG i NM LK sa réwnoleglte (jak w
Definicji , tamane FEON i GHIJ tez sa rownolegte oraz odcinki AF i KJ réwniez sg
rowne i rownolegte.

Przypomnijmy, ze zgodnie z Twierdzeniem oznaczenie kropki na srodku boku ze
znakiem + na diagramie sgsiadowania oznacza, ze symetrig parkietazu przeksztalcajaca
plytke na sasiednia przylegajaca przez ten bok jest pétobrét wzgledem srodka wspolnego
boku tych ptytek. Mozemy wobec tego stwierdzi¢, ze szesciokat CGHIPD powstaje z
szesciokata ABCDFEF w wyniku potobrotu wzgledem srodka boku C'D oznaczonego na
rysunku jako S (i odwrotnie). Podobnie szesciokat PI.JK LM powstaje w wyniku p6étobrotu
szesciokata FEDPMNO wzgledem $rodka boku M P oznaczonego jako S’ (i odwrotnie).
Mozemy juz teraz przystapi¢ do wtasciwej czesci dowodu.

e Réwnos¢ odpowiednich odcinkéow tamanych ABCG i NM LK wynika z réwnosci od-
cinkow o etykietach a i d oraz ci f.

e Odcinek AB jest przeksztalcany przez pétobrot wzgledem S na odcinek PI do niego
réwnolegly, za$ odcinek PI przez potobrot wokét S' jest przeksztalcany na odcinek
NM réwnolegty do PI, stad AB||NM.

e Polobrot wokot S przeksztatca odcinek BC na odcinek D P, natomiast potobrot wokot
S’ przeksztatca bok DP na odcinek M L. Z wlasnosci pétobrotu BC||M L.
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e Odcinek CG wzgledem poétobrotu wokot S jest przeksztatcany na ED, zas w wyniku
pétobrotu wokét S” odcinek ED jest przeksztalcany na LK, zatem CG||LK

7 powyzszych rozwazan wynika, ze zielone tamane ABCG i NM LK sa réwnolegte.
Podobnie dowodzimy réownolegtosci tamanych FEON i GHIJ. Tutaj juz zastosujemy zapis
bardziej symboliczny. Réwnos¢ odpowiednich odcinkéw tamanych jest oczywista.

Os,1800

e FE ——— GH, czyli FE||GH

O/ 1800 . ’ P ;. / .
e OF =5, KJ, cayli OE||K J, za$ z réwnosci katéw naprzemianlegtych |[<K JI| =
v = 360° — (a + 0) = |<JIH| (miary katéw «,y,d sumuja sie do 360°) wynika, ze
KJ||IH, czyli réwniez OFE||IH.

OS, 180° .
e ON ——— IJ, czyli ON||IJ.

To uzasadnia fakt, ze tamane FFEON i GHIJ sa réwnolegle. Pozostaje jedynie uar-
gumentowaé, ze odcinki F'A i KJ sa réwnolegle (rownosé dtugosci oczywista). Zwréémy
uwage, ze FA Osee, IH, wiec FA||IH, a réwnolegto$é¢ odcinkéw ITH i KJ juz uzasadni-
liSmy wczesniej. To konczy dowdd tego, ze czternastokat ma pozadany przez nas ksztaltt.
Stosujac odpowiednie translacje do czternastokata ABCGHIJKLMNOEF (wraz z jego
podziatem na cztery szesciokaty) otrzymamy parkietaz ptaszczyzny typu IH6.

Zauwazmy, ze ptytka parkietazu typu IH6 moze mie¢ réwniez ksztalt szesciokata wkle-

stego. Potencjalne wkleste ptytki parkietazu typu IH6 zostaly zaprezentowane na Rysunku
B0l

a4y + 8 = 360°

Rysunek 80: Przyktadowe wkleste ptytki parkietazu typu IH6

Uzasadnilismy zatem, jaki zakres ksztaltéw ma ptytka w parkietazu typu IH6 oraz to,
ze z takich plytek mozemy utworzy¢ parkietaz izohedralny typu TH6.
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4.7 Typ IH7

Przypomnijmy diagram sasiadowania dla parkietazu typu IH7 (patrz Rysunek .

Rysunek 81: Diagram sgsiadowania dla parkietazu typu IH7

7 Twierdzenia [14] wiemy, ze potaczenie sasiednich bokéw tukiem ze znakiem plus ozna-
cza, ze izometrig przeksztatcajaca plytke na sasiednig jest obrot wokol wspolnego wierz-
chotka tych bokow. Poniewaz wszystkie parkietaze izohedralne o niesymetrycznych szescio-
katnych ptytkach maja typ walencyjny [3, 3, 3, 3, 3, 3], to oznacza, ze w kazdym wierzchotku
parkietazu typu IH7 spotykaja sie 3 ptytki. Wobec tego w kazdym wierzchotku, wokot kto-
rego wykonujemy obroét, spotykaja sie 3 takie same katy, zatem miara kazdego z nich wynosi
120°. Zatem plytka parkietazu typu IH7 ma ksztalt szeSciokata, ktory ma trzy pary sgsied-
nich bokéw rownych a kazdy z trzech katéw miedzy bokami réwnej dtugosci ma miare
120°.

Fakt 45. Dla plytki o ksztalcie dowolnego szesciokgta, ktory ma trzy pary bokéw sgsiednich
rownej dlugoscit a kazdy z trzech kqtéow miedzy bokami réwnej dlugosci ma miare 120°,
istnieje parkietaz izohedralny typu THT.

Rozwazmy fragment parkietazu sktadajacy sie z trzech plytek (patrz Rysunek , w
ktérym boki o etykietach a — b,c — d,e — f w tych parach sg réwne oraz zachodzi § =9 =
w = 120°. Trzy plytki tworzace ten fragment rzeczywiscie spotykaja si¢ wokoét wierzchotka
A w ukazany sposob, gdyz wiedzac, ze suma katow wewnetrznych w szesciokacie wynosi
720°, otrzymujemy zaleznos¢ o+ v + € = 720° — (G + 0 + ¢) = 720° — 3 - 120° = 360°

Bedziemy chcieli uzasadnié, ze szesciokat IK M CEG oznaczony ma Rysunku [82 prze-
rywanymi liniami na przeciwlegte boki réwne i réwnolegte.

Zauwazmy, ze z cechy przystawania bok-kat-bok wynika przystawanie nastepujacych
par trojkatéw: trojkat K J przystaje do trojkata EC'D (pomaranczowe trojkaty), trojkat
K LM przystaje do trojkata GFE (fioletowe tréjkaty) oraz tréjkat M C B przystaje do trdj-
kata IGH (zielone trojkaty). Z przystawania tych trojkatéw wynika réwnosé przerywanych
odcinkéw oznaczonych tymi samymi kolorami. Stad szesciokat I K M C' EG ma przeciwlegte
boki réwne. Réwnolegto$é bokéw oznaczonych liniami nieprzerywanymi w powyzszych pa-
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Rysunek 82: Fragment parkietazu typu IH7

rach tréjkatéw przystajacych implikuje réwnolegtosé przeciwlegtych par bokéw szesciokata
IKMCEG. Uzasadnimy to krétko.

Zwr6émy uwage na to, ze |[<UGE| = a — |[<IGH|+ |<FGE| = a — 30° + 30° = « oraz
|<KMC|=a—|<KML|+|<BMC| = a—30°+30° = a. Stad wynika, ze tréjkaty KMC
oraz IGFE sg przystajace, czyli czworokat I KCFE' jest rownolegtobokiem, czyli odcinki I K
i EC sg rownolegle. Rownoleglosé fioletowych przerywanych odcinkéw wynika z réwnosci
katéw [ KM oraz C EG, za$ zielonych z réwnosci katow KI1G oraz MCE.

Wobec tego przesuwajac dwunastokat IJK LM BCDEFGH (Wraz z jego podziatem na
3 szesciokaty) o catkowite wielokrotnosci wektora JD oraz wektora HB mozemy kontynu-
owa¢ wypelianie plaszczyzny tymi szesciokatami w nieskonczonosé.

Zwroémy jeszeze uwage na to, ze ptytka parkietazu typu IH7 moze mie¢ ksztatt szescio-
kata wklestego. Przykladowa taka plytka zostala zaprezentowana na Rysunku [83]

Rysunek 83: Przyktadowa wklesta ptytka parkietazu typu IH7

Uzasadnilismy zatem, ze ptytka parkietazu typu IH7 ma ksztalt dowolnego szesciokata,
ktory ma trzy pary bokow sasiednich rownej dtugosci a kazdy z trzech katéw miedzy bokami
rownej dlugosci ma miare 120° oraz to, ze z dowolnych takich ptytek da sie utworzy¢
parkietaz izohedralny typu IH7.
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Tym oto typem zakonczyliSmy analize ksztaltow ptytek w parkietazach izohedralnych
o niesymetrycznych szesciokatnych ptytkach.

4.8 Parkietaze szeSciokatne — podsumowanie

Dokonajmy podsumowania naszych rozwazan dotyczacych parkietazy izohedralnych o
niesymetrycznych szesciokatnych ptytkach. Zestawienie zakreséw ksztattow plytek w po-
szczegblnych parkietazach wraz z uwzglednieniem mozliwych przypadkow ptytek wklestych
zostalo zaprezentowane na Rysunku

Typ parkietazu Ksztatt ptytki
alld
blle
cll f
IH1
@ allb

QAT
@ omers

+ a+y+06=360°
+ 5
.
IH6 _— "
120°
IH7 1207

Rysunek 84: Zestawienie zakresow ksztaltow ptytek dla parkietazy o ptytkach szedciokat-

nych
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5 Dodatek

W tym dodatku udowodnimy twierdzenia pomocnicze sformutowane pod koniec Roz-
dzialu 1, a dokladniej Twierdzenia [12] [I3] [I4]1[16] Z twierdzen tych korzystaliSmy wielo-
krotnie w rozumowaniach prowadzonych w Rozdziatach 3 i 4.

Dowd6d najczesciej stosowanego Twierdzenia o translacji (Twierdzenia wykonamy
zaréwno dla parkietazy czworokatnych jak i szesciokatnych. Dowody pozostatych twierdzen
przeprowadzimy dla parkietazy czworokatnych. Dla parkietazy o ptytkach szesciokatnych
te dowody sa analogiczne.

5.1 Dowdd twierdzenia o translacji

Zacznijmy od dowodu najczesciej stosowanego w tej pracy Twierdzenia w ktorym
bedziemy korzystac¢ ze wzoru Eulera.

Wzor Eulera dla graféw planarnych, czyli skonczonych grafow spojnych zanurzonych w
ptaszczyzne, wyglada nastepujaco: W — K + 5 = 2, gdzie W to liczba wierzchotkéw grafu,
K to liczba krawedzi grafu, zas S to liczba ,Scian”, czyli fragmentow, na ktore graf dzieli
plaszczyzne, wliczajac w to nieograniczony fragment ,wszechs$ciane”. Zwiezlty i klarowny
dowdd tego twierdzenia Czytelnik moze znalezé w [4].

Grafem planarnym jest w szczegélnosci parkietaz skoriczony. Sprecyzujmy, co rozumiemy
pod tym pojeciem.

Definicja 46. Parkietaz skoniczony to fragment parkietazu plaszczyzny ograniczony tamang
zamknietq utworzong z krawedzi tego parkietazu, wraz ze wszystkimi plytkami zawartyms
wewngtrz obszaru ograniczonego tq tamang.

Sciany parkietazu skonficzonego dzielimy na ograniczone, czyli ptytki tego parkietazu
oraz nieograniczony fragment nazwany przez nas wszechsciang. Wzér Eulera uwzglednia ta
wszech$ciane otaczajaca parkietaz, ktérg nie chcemy nazywac Sciang. Zatem zmodyfikowany
wzor Eulera dla skoniczonego parkietazu przyjmuje nastepujaca postac:

W-K+S5=1, (5.1)
gdzie S oznacza juz liczbe plytek skonczonego parkietazu.

Dowéd Twierdzenia [16 dla parkietazy o plytkach czworokgtnych. Niech beda dane dwie czwo-
rokatne ptytki P, i P, przylegajace do siebie przez bok o etykiecie a w pltytce Ps. Niech bok
o etykiecie a w plytce P, nie ma wspolnego wierzchotka z bokiem o etykiecie a w ptytce P
(patrz Rysunek EA) Niech T" bedzie jedyna symetria parkietazu przeksztatcajaca ptytke
P, na Ps.

Zmnak plus + oznacza zachowywanie orientacji. [zometriami zachowujacymi orientacje sa
translacje i obroty. Gdyby 1" byto obrotem, to wykonujac odpowiednio wiele razy ten obrot

69



otrzymamy cykl ptytek parkietazu. Ten cykl ogranicza pewien parkietaz skonczony, ktory
bedzie rozwazanym przez nas grafem planarnym, dla ktérego prawdziwy jest zmodyfiko-
wany wzor Eulera. Ten graf planarny jest grafem ztozonym z krawedzi plytek parkietazu
zapehiajacego na ptaszczyznie do$¢ duzy wielokat P. Niech n oznacza liczbe czworoka-
téw na brzegu wielokata P, S — liczbe $cian parkietazu (czyli czworokatéw tworzacych
parkietaz), W — liczbe wierzchotkow parkietazu, K — liczbe krawedzi parkietazu.

A

Rysunek 85: Fragment cyklu powstaly w wyniku wielokrotnego obrotu

e Kazda $ciana ma 4 krawedzie. Zliczajac krawedzie jako 4-krotnos¢ liczby $cian, prawie
kazda krawedz zostanie zliczona dwukrotnie (patrz Rysunek ) Tylko krawedzie
na brzegu wielokata P zostang zliczone jednokrotnie. Zatem, gdybysmy do 4-krotnosci
liczby scian dodali jeszcze n, to wszystkie krawedzie bedg zliczone 2-krotnie. Mozemy
te zaleznos¢ wyrazi¢ ponizsza rownoscia.

45 +n =2K (5.2)

e Kazda $ciana ma 4 wierzchotki. Zliczajac wierzchotki jako 4-krotnosé¢ liczby $cian,
prawie kazdy wierzchotek zostanie zliczony 4-krotnie. Tylko wierzchotki na brzegu
zostana policzone 2-krotnie (patrz Rysunek [85B). Gdy do 4-krotnosci liczby $cian

dodamy jeszcze 2n (2-krotno$¢ liczby wierzchotkéw na brzegu), to otrzymamy 4-
krotnos¢ liczby wierzchotkow. Wobec tego mozemy zapisa¢ nastepujaca zaleznosc.

A4S + 2n = AW (5.3)

Z réwnosci (5.2) wynika, ze K = 254 %, a z rownosci (5.3) otrzymujemy, ze W = S+ 3.
Wstawiajac do wzoru (j5.1]), mamy

n n
S+—--25--+4+85=1,
2 2
czyli 0 = 1, co daje nam sprzeczno$¢. Wnioskujemy zatem, ze symetria parkietazu 7' nie

moze by¢ obrotem, zatem musi ona by¢ translacja.
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Odcinek o etykiecie a w ptytce P, jest przeksztalcany przez translacje na odcinek o
etykiecie a w ptytce P». 7Z wlasnosci translacji te odcinki sg rowne i rownolegte. O

Do rozwazenia pozostaje nam sytuacja, gdy pltytki parkietazu maja ksztalt szesciokatow.
Poniewaz na Rysunku 58| zostaly zaprezentowane wszystkie mozliwe diagramy parkietazy
izohedralnych o niesymetrycznych szesciokatnych ptytkach, jest tylko jedna sytuacja, gdy
symetria parkietazu zachowujaca orientacje przeprowadza bok na inny, niesasiadujacy z
wyjsciowym bokiem, a mianowicie przeprowadza bok na bok przeciwlegty. Idea dowodu
jest taka sama jak poprzednio, lecz kluczowe zaleznosci sg nieco inne.

Dowdéd Twierdzenia [16 dla parkietazy o plytkach szeSciokgtnych. Niech beda dane dwie sze-
Sciokatne ptytki P; i P, przylegajace do siebie przez bok o etykiecie a w ptytce P,. Niech
bok o etykiecie a w ptytce P, bedzie bokiem przeciwlegtym do wspolnego boku ptytek Py
i P5. Niech T bedzie jedyng symetriag parkietazu przeksztatcajaca ptytke P, na P,. Ponie-
waz T zachowuje orientacje, wiec T' jest translacja lub obrotem. Gdyby T byto obrotem,
to wykonujac odpowiednio wiele razy ten obrot otrzymamy cykl plytek parkietazu. Ten
cykl ogranicza pewien parkietaz skonczony, ktory bedzie rozwazanym przez nas grafem
planarnym. Stosujac oznaczenia W, K, S, P tak samo jak poprzednio, zas oznaczajac przez
n liczbe szedciokatow na brzegu cyklu mozemy wysnué¢ nastepujace wnioski.

A

Rysunek 86: Fragment cyklu

e Kazda Sciana ma 6 krawedzi. Zliczajac krawedzie jako 6-krotnosé liczby Scian, prawie
kazda krawedz zostanie zliczona dwukrotnie (patrz Rysunek ) Tylko krawedzie na
brzegu wielokata P zostang zliczone jednokrotnie. Zatem, gdybysmy do 6-krotnosci
liczby $cian dodali jeszcze 2n (bo po dwie krawedzi kazdego szesciokata nie zosta-
ty zliczone podwdjnie), to wszystkie krawedzie beda zliczone 2-krotnie. Mozemy te
zaleznos$¢ wyrazi¢ ponizsza rownoscia.

65 +2n = 2K (5.4)
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e Kazda $ciana ma 6 wierzchotkow. Zliczajac wierzchotki jako 6-krotnosé liczby $cian,
prawie kazdy wierzcholek zostanie zliczony 3-krotnie, a doktadniej wszystkie wierz-
chotki wewnetrzne zostana zliczone 3-krotnie. Tylko wierzchotki na brzegu zostana
zliczone 2-krotnie lub 1-krotnie (patrz Rysunek [B6B). Co drugi wierzcholek na brze-
gu (ten "wystajacy”) jest zliczany 1-krotnie, za$ co drugi wierzchotek brzegowy (ten
"niewystajacy”) jest liczony 2-krotnie. Gdy do 6-krotnosci liczby $cian dodamy jesz-
cze 2n (tyle brakuje, aby " wystajace” wierzchotki brzegowe zostaty zliczone 3-krotnie)
oraz jeszcze n (aby "niewystajace wierzchotki brzegowe tez byty liczone 3-krotnie),
to otrzymamy 3-krotnos¢ liczby wszystkich wierzchotkéw. To daje nam nastepujaca
zaleznos¢.

6S +2n+n=3W (5.5)

Z rownosci (b.4) mamy, ze K = 35S 4+ n, a z réwnosci (5.5) wynika, ze W = 25 + n.
Podstawiajac to do zmodyfikowanego wzoru Eulera, mamy

25+n—-35—n+95=1,

co sprowadza sie do réwnosci 0 = 1, wiec otrzymaliSmy sprzecznos¢. Wobec tego symetria
T nie moze by¢ obrotem, zatem musi ona by¢ translacja. Z wtasnosci translacji odcinki o
etykietach a sg rowne i rownolegte. n

5.2 Dowdd twierdzenia o obrocie

W dowodzie tego oraz kolejnych twierdzen skorzystamy z pojecia punktu statego.

Definicja 47. Punkt staly, to punkt, ktorego obrazem w wyniku przeksztalcenia jest on
sam.

Uwaga 48. Punkty state izometrii.
o Translacja i symetria z poslizgiem nie majg punktow statych.
o Punktem statym obrotu jest punkt, wokotl ktorego wykonujemy obrot.
o Zbiorem punktow statych w symetrii osiowej jest 0§ symetrii.

Dowéd Twierdzenia 14 Niech beda dane dwie czworokatne ptytki Py i P» przylegajace do
siebie przez bok o etykiecie a w plytce P». Niech bok o etykiecie a ma doktadnie jeden
wspélny wierzchotka z bokiem o etykiecie a w plytce P (patrz Rysunek @A) Niech T
bedzie jedyna symetriag parkietaza przeksztalcajaca ptytke P, na Ps. Izometria T' zachowuje
orientacje, wiec jest ona obrotem lub translacja.
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Zwroémy uwage na to, ze obrazem boku o etykiecie a w P; jest odcinek do niego nieréw-
nolegty (wtedy czworokat degradowalby si¢ do trojkata). Zatem 7' nie moze by¢ translacja,
gdyz odcinek powstaly w wyniku translacji jest rownolegty do wyjsciowego. Wobec tego
symetria parkietazu T' jest obrotem. Ponadto, punkt wspdlny odcinkéw z etykieta a jest
punktem stalym tego przeksztatcenia, wiec T jest obrotem wokot wspolnego wierzchotka
bokéw z etykieta a. Poniewaz obrot zachowuje dtugosci, wiec te boki sg réwne. O

5.3 Dowdd twierdzenia o poétobrocie

Dowdd Twierdzenia I Niech beda dane dwie czworokatne ptytki P i P, przylegajace do
siebie przez bok o etykiecie a zaréwno w plytce P, jak i P, (patrz Rysunek ) Wspolne
wierzchotki ptytek P, i P, oznaczmy jako A i B, a srodek wspolnego boku AB przez S.
Niech T bedzie jedyna symetrig parkietazu przeksztatcajaca ptytke P, na Ps. Izometria T
zachowuje orientacje, wiec jest ona obrotem lub translacja.

Zauwazmy, ze obrazem punktu A jest punkt B, za$ obrazem punktu B jest punkt A.
[zometria zachowuje odlegtosci, wiec obrazem punktu S jest punkt S, zatem $rodek odcinka
AB jest punktem stalym tego przeksztatcenia, wiec T jest obrotem, bo translacja nie ma
punktéw statych. Poniewaz obrazem jednego konca odcinka jest drugi koniec, wiec kat tego
obrotu wynosi 180°. O

5.4 Dowdd twierdzenia o odbiciu

Dowdd Twierdzenia[L3. Niech beda dane dwie czworokatne plytki P i P, przylegajace do
siebie przez bok o etykiecie a zaréwno w plytce P jak i P, (patrz Rysunek pB). Wspélne
wierzchotki ptytek P; i P, oznaczmy jako A i B. Niech T bedzie jedyng symetrig parkietazu
przeksztatcajaca ptytke P; na P,. Izometria T' zmienia orientacje, wigc jest ona symetria
osiowg lub symetrig z poslizgiem.

Zauwazmy, ze obrazem punktu A jest punkt A, a obrazem punktu B jest punkt B.
Zatem sa przynajmniej dwa punkty stale, to znaczy, ze T jest symetrig osiowg. Punkty A
i B lezg na osi symetrii, wiec wspolny bok plytek zawiera sie w osi tej symetrii. O]
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