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WSTEP

Tematem niniejszej pracy jest rownowazno$¢ przez rozklad graniastostupow,
ale konieczne jest przytoczenie najpierw wiadomosci dotyczacych analogicznego
pojecia dla figur na ptaszczyznie. I tak, dwa wielokaty W1 V' nazywamy rdwnowaznymi
przez rozktad (bgdziemy to zdanie zapisywac: W = V), jezeli mozna je podzieli¢ na
jednakowa liczbg wielokatow parami do siebie przystajacych. Oznacza to, ze takie
wielokaty Wi V mozna podzieli¢ na mniejsze wielokaty Wy, Wa, ..., W, 1 Vi, Va, ..., V,
odpowiednio, w ten sposob, ze W, = Vi, W, = Vs, ..., W, = V, (symbol ,,=" oznacza
przystawanie).

Juz od dawna, Euklides réwniez korzystat z tego faktu, wiedziano, ze jezeli dwa
wielokaty sa rownowazne przez rozklad, to maja rowne pola. Trudniejsza okazata si¢
odpowiedz na pytanie, czy wielokaty o rownych polach sa rownowazne przez rozktad.
Na t¢ odpowiedZ czekano az do XIX wieku. Niezaleznie od siebie, otrzymali ja
w 1832r. Farkas Bolyai i w 1833r. P. Gerwien. Odpowiedz ta, znana jest obecnie jako

nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie Bolyaia — Gerwiena: Dwa wielokaty majace rowne pola sa rownowazne

przez rozktad.

Wkrétce po uzyskaniu tego rezultatu zaczgto si¢ zastanawia¢ nad analogicznym
problemem dla wieloscianow. W 1900r. na II Swiatowym Kongresie Matematyki
w Paryzu jednym ze sformulowanych przez Davida Hilberta problemoéw byto to,
czy wielosciany W i V majace rowne objetosci sa réwnowazne przez rozklad
(doktadniej, czy mozna podzieli¢ W na wielo$ciany Wy, W, ..., W,, za§ V na wielo$ciany
V, Va, ..., Vatak, ze Wy = Vi, Wo =V, ..., W, = V,). Bardzo szybko, bo w tym
samym roku, zostal przedstawiony przez Maxa Dehna dowdd udzielajacy negatywnej
odpowiedzi na problem postawiony przez Hilberta. Dowod ten nie zostal od razu
opublikowany poniewaz byt zbyt dlugi i czytelny tylko dla specjalistow. Aby
dowiedzie¢ si¢ jak dtugo upraszczano ten dowdd i1 jakim cieszyl si¢ zainteresowaniem
ten problem polecam siggnigcie do ksiazki Michata Szurka, pt. ,,Opowiesci
matematyczne” - [1] oraz do ksiazki, pt. ,,Problemy Hilberta” — [2], wydanej przez
Instytut Historii Nauki PAN.
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Zgodnie z dowodem Dehna dwa wieloSciany o réwnej objgtosci nie musza byé
rownowazne przez rozktad. Przyktadem takich wieloscianow sa czworo$cian foremny
1 sze$cian, ktore pomimo jednakowych objgtosci, nie sa rownowazne przez rozktad.
Wigcej przyktadow wraz z dowodami mozna znalez¢ w ksiazce pt. ,,Ciekawy
czworo$cian” Anieli Ehrenfeucht — [3].

Mozna jednak zastanowic sig, czy pewne rodzaje wieloscianéw o jednakowej objgtosci
sa robwnowazne przez rozktad.

W tej pracy przeanalizuj¢ wszystkie rodzaje graniastostupow i pokazg, ze dla tych
wlasnie wielo§cianow uzyskujemy pozytywna odpowiedz na problem Hilberta.

W  pierwszym rozdziale bed¢ udowadnialta réwnowazno$¢ przez rozktad
poszczegbdlnych graniastostupow. Kluczem do tego bedzie podzial tych graniastostupow
na bryly odpowiednio do siebie przystajace. Przypomng, ze dwie bryly sa przystajace,
jezeli istnieje izometria przeprowadzajaca jedna z bryt na druga. W pierwszych trzech
podrozdziatach bedg korzystata wylacznie z izometrii parzystych, czyli z przesunigé lub
obrotow. W czwartym podrozdziale uzyje izometrii nieparzystej, czyli symetrii
srodkowej, ktora jest zlozeniem obrotu i lustrzanego odbicia. Zakonczeniem tego

rozdziatu bedzie dowod nastgpujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1: Dwa graniastostupy o dowolnych podstawach i réwnej objgtosci

sa rownowazne przez rozktad.

W dowodzie tego twierdzenia bgdg korzysta¢ z lustrzanych odbi¢ (lub inaczej izometrii
nieparzystych), dlatego kolejnym rozwazanym problemem bedzie to, czy wieloSciany
lustrzanie symetryczne sa rOwnowazne przez rozklad, bez uzycia lustrzanych odbic.

Taka rownowaznos$¢ przez rozklad definiujemy nastepujaco:

Definicja: Wielosciany W 1 V' sa rownowazne przez rozktad bez lustrzanych odbic,
jezeli W mozna podzieli¢ na wielosciany W,, W), ..., W, i V mozna podzieli¢ na
wielodciany V,, Va, ..., V, w taki sposob, ze dla kazdej pary W, V; wielo§cianow

podziatu, gdzie i = 1, 2, ..., n; istnieje izometria parzysta przeprowadzajaca W;na V.

Mozna zatem zastanawiaé si¢, czy graniastostupy o rownej objetosci sa rownowazne
przez rozktad bez lustrzanych odbi¢. Taka réwnowazno$¢ przez rozklad oznaczalaby
fizyczna mozliwo$¢ rozcinania i1 skladania bryl. Przy takim zabiegu uzywamy

wylacznie izometrii parzystych, czyli przesuni¢¢ i obrotow. Rozwazaniem i analiza tych
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problemow zajmg si¢ w drugim rozdziale tej pracy, a doktadniej udowodnig nast¢pujace

twierdzenia:

Twierdzenie 2: WiecloSciany lustrzanie symetryczne sa rOwnowazne przez rozktad

bez uzycia lustrzanych odbic.

Twierdzenie 3: Graniastostupy o rownej objetosci sa roOwnowazne przez rozktad

bez lustrzanych odbi¢.

W calej pracy kilkakrotnie bede korzystata z twierdzenia mowiacego, ze rownowaznosé
graniastostupow przez rozklad jest relacja przechodnia, dlatego na zakonczenie,

w Dodatku, udowodnig to twierdzenie.
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ROZDZIAL 1

Glownym celem tego rozdziatu jest udowodnienie, ze dwa graniastostupy o tej
samej objetosci sa rownowazne przez rozklad. Zaczniemy od pokazania rownowaznosci
przez rozklad graniastostupéw prostokatnych o jednakowej wysoko$ci, nastgpnie
przeanalizujemy prostopadlo$ciany, rownoleglo$ciany oraz graniastoshupy trdjkatne,
co ostatecznie doprowadzi nas do udowodnienia twierdzenia o rownowaznosci przez
rozktad dwoch graniastostupow o dowolnej podstawie 1 wysokos$ci, ale tej samej

objetosci.

1.1. Graniastoslupy prostokatne o jednakowych wysokos$ciach.

W tym podrozdziale udowodnimy nastgpujacy fakt:
Fakt 1.1.: Graniastostupy prostokatne o takiej samej objetosci i takiej samej wysokosci

sa robwnowazne przez rozktad.

WezZmy zatem dwa graniastostupy prostokatne I i II o dowolnych podstawach, majace

roéwne objgtosci 1 rowne wysokosci.

Zauwazmy, ze pola podstaw P;i Py sa rowne: z V= Vywynika, ze P - H= Py - H, a
stad otrzymujemy, ze P, = Py .

Z twierdzenia Bolyaia - Gerwiena wynika, ze wielokaty W: 1 Wy, ktore sa podstawami
odpowiednio graniastostupa 1 i II, sa rownowazne przez rozktad. Dzielimy zatem
podstawe graniastostupa I na wielokaty W,,W.,...,W,, a podstawe graniastostupa II na
wielokaty Vi, V>, ..V, Nastgpnie ,rozcinamy” graniastostup I ptaszczyznami
prostopadtymi do podstawy, zawierajacymi krawedzie tych wielokatow. Po takim

podziale graniastostup I jest zbudowany z n graniastostupéw réwniez prostokatnych.
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Niech W; bedzie wielokatem podziatu podstawy graniastostupa I, a P; odpowiadajacym
temu wielokatowi graniastostupem prostokatnym. Podobnie Q; graniastostupem
prostokatnym odpowiadajacym wielokatowi V. Jesli W; = V,, to P; = Q; (poniewaz
podstawy sa przystajace, a wysoko$ci rowne).

Jak widzimy dwa graniastostupy prostokatne o jednakowej objgtosci i wysokos$ci mozna
podzieli¢ na t¢ sama liczbg wielosciandw odpowiednio do siebie przystajacych, zatem
zgodnie z definicja sa one rownowazne przez rozktad.

Przyktad:

Mamy dwa graniastostupy A i B o tej samej objgtosci i wysokosci.

A B

Zeby sprawdzié, czy sa one réwnowazne przez rozktad wystarczy pokazaé,
ze z wielo$ciandw otrzymanych po podziale graniastostupa A mozna zbudowaé
graniastostup B. Musimy podzieli¢ podstawy obu graniastostupoéw tak, aby otrzymac
te sama liczbg wielokatdéw odpowiednio do siebie przystajacych. Taki podziat jest
mozliwy poniewaz z réwno$¢ wysokos$ci oraz objgtosci wynika réwnos¢ pol podstaw,
a zatem otrzymujemy rownowaznos$¢ przez rozktad wielokatow, ktore sa podstawami.
Dzielimy zatem podstawy na 5 wielokatow. Rozcinamy graniastostup A ptaszczyznami
prostopadtymi do podstawy (rys.1). Teraz odpowiednio przesuwajac (wedlug podziatu
podstawy graniastostupa B) otrzymujemy z graniastostupa A graniastostup B (rys. 2),

a tym samym pokazujemy rownowaznos$¢ przez rozklad tych graniastostupow.

rys.1 ’ rys.2
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1.2. Prostopadto$ciany
Przeanalizujemy teraz przypadek, w ktorym zatozymy tylko roéwnos¢ objgtosci

prostopadtoscianow. Udowodnimy nastgpujacy fakt:

Fakt 1.2.: Prostopadto$ciany o jednakowej objgtosci sa rOwnowazne przez rozklad.

Wezmy prostopadtoscian 1111

II

¢l

b1

h2

al
az

Zeby moéc skorzystaé z informacji jakie do tej pory posiadamy, wprowadzimy
pomocniczo prostopadtoscian III, ktory oprocz objetosci takiej jak prostopadtoscian 1
1 I, bedzie mial nastgpujaca wlasnos¢: jedna z krawedzi bedzie rowna cl, a druga, b2.

Taki prostopadto$cian na pewno istnieje, gdyz nietrudno obliczy¢, Ze jego trzeci bok

bedzie miat dtugosé¢ a3 =
cl-b2

III

ol

h2

a3

Rozpatrujemy prostopadtoscian I i II1.

Z zalozenia ich objetosci sa takie same, ale dodatkowo réwniez wysokos¢ cl. Zatem na

mocy Faktu 1.1. sa one rownowazne przez rozktad.
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Popatrzmy teraz na prostopadtoscian II i III
Jezeli potraktujemy b2 jako wysoko$¢ tych prostopadlo$cianéw to zndéw na mocy

Faktu 1.1. otrzymamy réwnowazno$¢ przez rozktad tych prostopadtosciandw.

Mamy nastgpujaca sytuacjg: prostopadloscian 1 jest rdwnowazny przez rozktad
prostopadtoscianowi III, a ten prostopadtoscianowi II. Korzystajac z przechodnio$ci
rownowaznosci przez rozktad (dowod w Dodatku) otrzymujemy rownowaznos$¢ przez

rozklad prostopadioscianow 11 II.

Na podstawie prawdziwos$ci Faktu 1.2. mozemy sformutowa¢ nastgpujacy wniosek:

Whiosek 1.2.: Prostopadtoscian o wymiarach axbxc jest rownowazny przez rozktad
prostopadioscianowi o wymiarach 1x1xV | gdzie V' = a - b - ¢ jest liczba wyrazajaca

objetos¢ prostopadios$cianu axbxc.

1.3. Réwnolegltosciany

W tej cze$ci naszym celem jest udowodnienie nastepujacego faktu:
Fakt 1.3.:Dowolny rownolegltoscian daje si¢ przeksztalci¢ w rGwnowazny z nim przez

rozktad prostopadtoscian o takim samym polu podstawy i takiej samej wysokosci.

Dowo6d rozbijemy na dwa przypadki. W pierwszym przypadku zakladamy,
ze réwnoleglo$cian ma jedna parg $cian prostopadla do podstaw, natomiast w drugim

przypadku begdzie to zupetnie dowolny réwnolegtoscian.

1.3.1. Réwnolegloécian R;, ktérego jedna para Scian bocznych jest prostopadia do

podstawy.
R,

g rys. 3

10
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Poprowadzmy plaszczyzng prostopadta do plaszczyzny zawierajacej podstawe

rownolegloscianu R, w sposéb przedstawiony na rysunku 3. Otrzymujemy 2 bryty.

Po przesunigciu bryly II otrzymamy graniastostup prostokatny G,, majacy jako
podstawg rownolegtobok. Widzimy zatem, ze rownoleglo$cian R; jest zbudowany
z dwoch bryt, ktore sa przystajace do dwoch bryt tworzacych graniastostup Gy, a stad
wynika, ze rdwnolegloscian jest rownowazny graniastostupowi, ktérego podstawa jest

rownoleglobok.

Poniewaz naszym celem jest pokazanie, Ze rownolegloscian jest réwnowazny
prostopadtoscianowi ~ musimy  otrzymany  graniastostup G,  przeksztalcié
w prostopadto$cian. PoprowadZmy zatem plaszczyzng prostopadla do podstawy
przechodzaca przez wysoko$¢ rownolegloboku (bgdacego podstawa), laczaca jego
dluzsze boki. Plaszczyzna ta podzieli nam graniastostup na dwie bryl, ktore
po przesunigciu utworza nam prostopadtoscian. Mamy zatem nast¢pujaca sytuacje:
réwnolegloscian R, jest roOwnowazny przez rozklad graniastostupowi G, a ten
rownowazny przez rozklad prostopadtoscianowi. Korzystajac z przechodnio$ci
rownowaznosci przez rozklad (Dodatek) otrzymujemy rownowazno$¢ przez rozktad
rownolegloscianu i prostopadtoscianu.

Zwroémy uwage, ze nie zawsze mozliwe jest poprowadzenie ptaszczyzny prostopadle;j,
tak jak na rysunku 3. Z taka sytuacja spotykamy si¢ wtedy, gdy kat nachylenia $cian
rownolegloscianu do plaszczyzny podstawy jest maty, czyli gdy réwnolegloscian jest
,bardzo” pochyly, np. tak jak na rysunku 4. Wtedy musimy postapi¢ w sposob

przedstawiony ponizej.

11
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rys. 4
Prowadzimy plaszczyzng rownolegla do plaszczyzny podstawy przechodzaca przez
srodek wysokosci tego rownolegltos$cianu. W ten sposob nasz réwnolegloscian zostat
podzielony na dwa identyczne rownolegtosciany. Przesuwamy jeden z nich, np. gérny,
otrzymujac w ten sposOb rownolegloscian, ktorego krawedzie podstawy maja

1
dlugo$¢ b 1 2a, a jego wysoko$¢ wynosi Eh T¢ operacj¢ powtarzamy. Postgpujemy

w ten sposob tak dlugo, az bedziemy mogli poprowadzi¢ plaszczyzng prostopadia
do podstawy przechodzaca przez krawgdz podstawy dolnej i przecinajaca podstawe
gbrna.

Zatozmy, ze nastapi to po k- tym podziale. Otrzymany w ten sposéb réwnoleglo$cian

Rln bedzie mial w podstawie rownolegtobok o krawedziach dlugosci b i 2¥a, a jego

1
wysoko$¢ bedzie wynosita Z_kh oraz bedzie réwnowazny przez rozklad

réwnolegloscianowi Rlv. Prowadzimy zatem ptlaszczyzng, tak jak na rysunku 3
1 przeksztalcamy réwnolegloscian Rlu, tak jak przeksztalcaliSmy réwnolegloscian R;.

W ten sposob otrzymujemy roéwnowazno$S¢ przez rozklad roéwnolegtoScianu R,

1
i prostopadto$cianu P, o wymiarach d x 2*a x oF h.

Powolujac si¢ na Fakt 1.2. otrzymujemy rownowaznos¢ przez rozklad

1
prostopadtoscianu P, (V= d-2"a- 2—kh =d-a-h) i prostopadto$cianu P, o wymiarach

dxaxh (V=d-a-h).

12
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29

Ostatecznie mamy: R, = R,, R, = P, P, = P, (gdzie symbol ,=" oznacza
réwnowazno$¢ przez rozktad). Korzystajac z przechodnio$ci réwnowazno$ci przez

rozklad (Dodatek) dostajemy roéwnowazno$¢ przez rozktad rownoleglo$cianu Rly

1 prostopadtoscianu P,.

1.3.1°. Liczba cie¢ réwnolegloscianu R, _w_zaleznosci od jego kata nachylenia

1 wysokosci.
W  powyzszym podrozdziale roéwnolegloscian R1' przecinaliSmy  kilkakrotnie

ptaszczyznami po to, by moc poprowadzi¢ przez niego plaszczyzng, tak jak na rys. 3.
Mozna zadaé¢ sobie pytanie ile co najmniej takich ,,ci¢¢” nalezy wykona¢ oraz jak

wysokos$¢ oraz kat nachylenia do plaszczyzny podstawy wptywaja na tg liczbe?

/]

|
|
|
|
|
|
|h
|
|
|
|
I
i
|

Zanim odpowiemy na te pytania zwrd¢my uwage jak zmieniaja si¢ poszczegolne
parametry po kolejnych cigciach. Niech ¢ begdzie parametrem ,,wychylenia”, czyli

dhugoscia odcinka zaznaczonego na powyzszym rysunku.

Liczba cigé Wymiary podstawy Wysokosé Wychylenie

1 bx2a 1 c

~h hd

2 2

2 bx4da 1 5 c

4 4

3 bx8a 1 l c

8 8

k bx2%a 1 c
P 2

13
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Zauwazmy, ze plaszczyzng prostopadla do podstaw przechodzaca przez krawedz
podstawy dolnej 1 przecinajaca podstawe gorna, mozna poprowadzi¢, gdy a > c¢
(powyzszy rysunek przedstawia sytuacj¢ dla a = ¢). Po k —tym cigciu dlugo$¢ boku,

c
ktory poczatkowo wynosit a, wzrosta do 2* ¢, natomiast odleglo$¢ ¢ zmalata do oF

.. . . c .
Podstawiajac te liczby do naszego warunku otrzymujemy 2%q zz—k. Nastepnie ¢

wyrazamy za pomoca kata nachylenia 1 wysoko$ci rownolegloscianu.

h h
tgo = — = c=—=h-ctgat
c 1ga

Podstawiajac w miejsce ¢ otrzymang warto$¢ dostajemy

h-ctga
2
2 a > hetga

2ka >

2 > ﬁctgoz
a

k+12> logz(ﬁctgaj
a

k >log, (ﬁ ctgaj -1
a

Zatem najmniejsza liczba cig¢ potrzebna do przeksztalcenia réwnolegtoscianu R’

. h
wynosi: log,| —ctga | -1
a

1.3.2. Dowolny réwnoleglo$cian

W tym podrozdziale pokazemy, ze dowolny rownolegloscian, a wigc taki, ktorego
Sciany boczne sa nachylone do plaszczyzny podstawy pod dowolnym katem, jest

réwnowazny przez rozktad prostopadtoscianowi.

14
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rys. 5

Jezeli jest to mozliwe przecinamy réwnolegloscian plaszczyzna prostopadta
do podstawy (tak jak na rysunku 5). Otrzymana bryl¢ przesuwamy w ten sposob,
aby otrzymac¢ rownolegltoscian, ktoérego 2 $ciany sa prostopadte do podstawy, a zatem
dalej postgpujemy tak jak w punkcie 1.3.1. W ten sposob z roéwnolegloscianu
otrzymamy graniastostup prostokatny, czyli rownolegtos$cian bedzie rownowazny przez
rozktad graniastostupowi prostokatnemu.

Jezeli obydwa katy nachylenia sa na tyle male, Ze nie jest mozliwe takie poprowadzenie
ptaszczyzny, postgpujemy tak jak w punkcie 1.3.1 dla trudniejszego przypadku,
a nastgpne w sposob przedstawiony dla przypadku, w ktorym jedna para $cian bocznych
jest prostopadla do podstaw. Zatem dowolny roéwnolegltoscian mozemy podzieli¢
na pewna liczbg wielo$cianow, z ktorych nastgpnie mozna zbudowad graniastostup
prostokatny, a to oznacza, ze dowolny rownolegloscian jest rownowazny przez rozktad

graniastostupowi prostokatnemu.

1.4. Graniastostup trojkatny

Ostatnim krokiem przed dowodem twierdzenia 1 jest uzasadnienie nastgpujacego faktu:

Fakt 1.4.: Graniastostup trojkatny jest rownowazny rownolegloscianowi o takiej samej

objetosci 1 wysokosci.
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Aby przeksztalci¢ graniastostup trojkatny w rownolegtoscian przecinamy go
ptaszczyzna dzielaca go na dwa wielosciany (I 1 II). Ptaszczyzna ta musi by¢ rownolegta
do jednej ze $cian bocznych tego graniastostupa, np. do CBEF, oraz musi przechodzi¢
przez §rodek krawedzi DF. Stosujac symetri¢ srodkowa do bryty I wzgledem punktu M,
bedacego srodkiem odcinka HG, otrzymamy bryte I’ taka, ze suma ITUT' jest

rownolegtoscianem.

1.5. Dowolny graniastostup

Korzystajac z powyzszych podrozdziatbw 1 obserwacji, ktorych dokonaliSmy

udowodnimy teraz nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 1: Dwa graniastostupy o dowolnych podstawach i réwnej objgtosci

sa robwnowazne przez rozktad.

Dowod:

Wezmy dowolne dwa graniastostupy G, i G, o jednakowej objetosci. Podzielmy
teraz podstawy graniastostupa G, na k trojkatow, graniastostupa G, na m trojkatow,
a nastgpnie budujemy na nich graniastostlupy o krawedziach bocznych réwnoleglych
do krawedzi bocznych wyj$ciowych graniastostupow. W ten sposéb G jest zbudowany
z k graniastostupow trojkatnych, a G, z m graniastoshupdéw trojkatnych. Zgodnie
z punktem 1.3.4 kazdy graniastostup trojkatny jest rownowazny réwnolegloscianowi
o tej samej wysokosci. Mozna zatem stwierdzi¢, ze G, jest réwnowazny bryle
sktadajacej si¢ z k réwnolegltosciandow, a G, rdwnowazny bryle sktadajacej sig
z m rownolegtoscianow. Korzystajac z punktu 1.3.3 moéwiacym o rownowaznosci przez

rozktad  réwnolegloscianbw 1 prostopadioscianow  otrzymujemy z = G
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k prostopadto$cianow, a z G, m prostopadto$cianow. Nastepnie sprowadzamy kazdy
z k prostopadloscianow o wymiarach axbxh, gdzie a, b, h — dowolne liczby,
do prostopadio$cianu o wymiarach 1x1xV | gdzie V = a - b - h jest liczba rowna
objetosci prostopadloscianu axbxh. Takie przeksztalcenie jest mozliwe, gdyz
na mocy Wniosku 1.2. wiemy, ze te prostopadio$ciany sa rownowazne przez rozktad.
Tak przeksztatcone prostopadlosciany faczymy w jeden wigkszy o wymiarach 1x1xV
. Podobnie przeksztatcamy, a nastgpnie taczymy m prostopadiosciany z G,. Ostatecznie
graniastostup G, jest rtownowazny prostopadtoscianowi 1x1xV; | gdzieVs jest liczba
rowna objgtosci graniastostupa Gy, a G, jest rownowazny prostopadtoscianowi
IxIxV; | gdzie Vg jest liczba réwna objetosci graniastostupa G,. Poniewaz
zatozylismy, ze objetos¢ tych graniastostupow jest jednakowa (oznaczymy ja symbolem
Vo) otrzymujemy, ze G, jest roOwnowazny prostopaditoscianowi IxIxV i G, jest
rownowazny  prostopadio$cianowi  1x1xV;.  Korzystajac z  przechodnio$ci

réwnowazno$ci przez rozktad otrzymujemy, ze G, jest rownowazny przez rozklad G,.
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ROZDZIAL 2

W tym rozdziale udowodnimy, ze wielosciany lustrzanie symetryczne
sa rownowazne przez rozklad bez uzycia lustrzanego odbicia (definicja we wstepie).
Pierwszym krokiem bedzie pokazanie, ze czworosciany lustrzanie symetryczne
sa rownowazne przez rozktad bez lustrzanego odbicia, a nastgpnie wykorzystanie tej
informacji do dowodu ogdlnego przypadku.

W poprzednim rozdziale w dowodzie Faktu 1.4. korzystaliSmy ze ztozenia lustrzanego
odbicia i obrotu (symetria $rodkowa), dlatego powrdcimy rowniez do pokazania
réwnowaznos$ci przez rozktad graniastostupow, ale tym razem bez korzystania z odbicia

lustrzanego.

2.1. Czworosciany lustrzanie symetryczne.

W tym podrozdziale udowodnimy nastgpujacy fakt:

Fakt 2.1. Dwa czworo$ciany lustrzanie symetryczne wzgledem siebie sa rOownowazne

przez rozktad bez uzycia odbicia lustrzanego.

W] W2

Jednym ze sposobow pokazania, ze te czworo$ciany sa rownowazne przez rozklad
bez uzycia odbicia lustrzanego jest roztozenie kazdego czworo$cianu na bryty, z
ktorych kazda jest lustrzanie symetryczna wzgledem pewnej plaszczyzny, ktora ja
przecina. Bedziemy mieli wtedy nastepujaca sytuacjg, czworoscian W, ktory jest
lustrzanym odbiciem W, bedzie jednocze$nie suma bryl lustrzanie symetrycznych.
Rozbijmy zatem W, na wielosciany P, P, ..., P, tak, aby kazdy P; byl lustrzanie
symetryczny. W sposob analogiczny rozbijmy W, na P,’, P,’, ..., P;’. Niech ® oznacza

izometri¢ nieparzysta (lustrzana symetria) naktadajaca W, na W,, wtedy otrzymujemy
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®(P;) = P’. Oznaczmy rowniez przez WV, lustrzang symetri¢ P/, czyli W(P/’) = P/ .
Sktadajac te dwa przeksztatcenia otrzymujemy ¥; e ®(P;) = P;’. Korzystajac z wlasnosci
izometrii, méwiacej o tym, ze zlozenie dwodch izometrii nieparzystych daj¢ izometrig
parzysta, wiemy, ze P; zostal przeksztalcony na P, bez uzycia odbicia lustrzanego.
Wystarczy wigc znalez¢ sposob roztozenia czworo$cianu na bryly lustrzanie

symetryczne. Sposob ten przedstawimy ponizej, w punkcie 2.2.

2.2. Rozktad dowolnego czworo$cianu na bryly lustrzanie symetryczne.

Niech S bedzie srodkiem kuli wpisanej w czworoscian ABCD, a punkty P, Q, R, T
punktami styczno$ci tej kuli ze $cianami czworo$cianu. taczymy wierzchotki
czworoscianu ze $rodkiem kuli i z punktami P, Q, R, T, a te z S — §rodkiem kuli. Jedna
z powstalych w ten sposob bryt jest bryta DRSTA (rys. 6). Pokaze, ze bryla DRSTA
jest symetryczna wzgledem plaszczyzny DSA.

’,.

Zauwazmy, ze prosta zawierajaca odcinek DA jest czg$cia wspdlng plaszczyzn DAB
i DAC, a punkt S lezy wewnatrz kata dwusciennego, ktory tworza te plaszczyzny.
Punkt R jest rzutem punktu S na plaszczyzng DAB, a punkt T rzutem punktu S
na ptaszczyzng DAC. Dhugosci odcinkow SR 1 ST sa jednakowe, poniewaz jest to
promien kuli. Plaszczyzna DAS jest zatem dwusieczna kata dwusciennego w tym
czworo$cianie o krawedzi DA. Stad wynika, ze punkty T 1 R sa punktami
symetrycznymi wzgledem tej ptaszczyzny. Stad otrzymujemy, ze cala bryla DRSTA
jest symetryczna wzgledem ptaszczyzny DSA. Podobnie pozostale bryty, ktore
powstaja w analogiczny sposéb, sa lustrzanie symetryczne wzgledem odpowiednich

ptaszczyzn. Postgpujac w ten sposob pokazujemy, ze dowolny czworoscian ABCD jest
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zbudowany z 6 bryt lustrzanie symetrycznych: DRSTA wzgledem ptaszczyzny ASD,
ASRPB wzgledem plaszczyzny ABS, ASTPC wzgledem ptaszczyzny ACS, SPQBC
wzgledem ptaszczyzny BCS, STRBD wzgledem ptaszczyzny BDS oraz STQCD
wzgledem ptaszczyzny CDS.

2.3. Wielosciany lustrzanie symetryczne

Korzystajac z tego, ze kazdy wieloScian mozemy rozcia¢ na czworosciany oraz
z informacji zawartych w podrozdziatach 2.1. 1 2.2. udowodnimy nastgpujace

twierdzenie:

Twierdzenie 2: WieloSciany lustrzanie symetryczne sa rownowazne przez rozklad

bez uzycia lustrzanych odbic.

Dowdd:

Wezmy dwa wielosciany W, 1 Wy, takie, ze W; jest lustrzanym odbiciem Wj.
Dzielimy je na czworo$ciany W, W, ..., W, oraz Wy’, W>’, ..., W,’, odpowiednio, \%
ten sposob, by W, byt lustrzanie symetryczny do ;’. Mamy zatem nastgpujaca sytuacje:
W, jest zbudowany z czworoscianéw W, , ktore na podstawie Faktu 2.1. sa
rownowazne przez rozklad bez odbicia lustrzanego czworo$cianom W;’, z ktorych jest
zbudowany wieloscian W;. Zatem wielo$ciany Wi 1 Wy sa rownowazne przez rozktad

bez lustrzanego odbicia.

2.4. Rownowaznos¢ przez rozktad graniastostupow

W  pierwszym rozdziale, kiedy dowodzili§my réwnowaznos$ci przez rozktad
graniastostupow, korzystalismy z lustrzanych odbi¢. Teraz nasuwa si¢ pytanie,
czy skoro pokazalismy, ze wieloSciany lustrzanie symetryczne sa rownowazne przez
rozktad bez lustrzanego odbicia, to czy mozna pokazaé, ze kazde dwa graniastostupy
o jednakowej objetosci sa rownowazne przez rozklad bez lustrzanego odbicia.

Udowodnimy nastg¢pujace twierdzenie:

Twierdzenie 3: Graniastostupy o réwnej objgtosci sa rownowazne przez rozktad bez

lustrzanych odbic.
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Dowod:

Wezmy dwa graniastostupy G i G, takie, ze Vg =V, , gdzie V jest objetoscia.
Podzielmy teraz podstawy graniastostupa G, na k trojkatow, graniastostupa G, na
m trojkatow, a nastepnie budujemy na nich graniastostupy o krawedziach bocznych
réwnolegtych do krawedzi bocznych wyjsciowych graniastostupéw. W ten sposéb G,
jest zbudowany z k graniastostupéw trojkatnych, a G, z m graniastostupow trojkatnych.
W rozdziale 1 pokazalismy, ze graniastostup trojkatny jest rtOwnowazny przez rozktad
rownolegloscianowi dzigki symetrii srodkowej, czyli ztozeniu obrotu i lustrzanego

odbicia. Teraz pokazemy to bez lustrzanych odbi¢.

Tak jak w podrozdziale 1.4 przecinamy graniastostup trojkatny ptaszczyzna dzielaca go
na dwa wielo$ciany (I i II). Plaszczyzna ta musi by¢ rownolegta do jednej ze $cian
bocznych tego graniastostupa, np. do CBEF, oraz musi przechodzi¢ przez $rodek
krawedzi DF. Na podstawie Twierdzenia 2 wieloscian I jest rtOwnowazny przez rozktad
bez lustrzanego odbicia wieloscianowi I’, ktory powstal z przeksztalcenia wielo$cianu I
przez zlozenie lustrzanej symetrii i obrotu. WieloScian I’ oraz wieloscian II daja
réwnolegloscian. Zatem graniastostup trojkatny jest rownowazny przez rozklad bez
uzycia lustrzanego odbicia rownoleglo$cianowi.

Kontynuujac dowod, G, zbudowany z k graniastostupoéw trojkatnych jest rOownowazny
przez rozktad bez lustrzanych odbi¢ bryle sktadajacej si¢ z k& rownoleglo$ciandéw, a G,
zbudowany z m graniastostupdw trojkatnych bryle sktadajacej sig z m
réwnolegloscianow. Postepujemy tak jak w dowodzie Twierdzenia 1, a wigc nastgpne
przeksztatcenia tych bryt dokonujemy wytacznie za pomoca izometrii parzystej, a wigc

bez lustrzanych odbi¢
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Tym samym pokazaliSmy, ze graniastostupy o tej samej objetosci sa rownowazne przez

rozktad bez lustrzanych odbic.
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DODATEK

Podczas dowodzenia rownowaznosci przez rozktad graniastostupow kilkakrotnie
korzystaliSmy, bez uzasadniania, z przechodniosci réwnowazno$ci przez rozkiad.

Nastepujace twierdzenie wyraza t¢ przechodnio$c.

Twierdzenie: Jezeli dwa wieloSciany sa réwnowazne przez rozklad trzeciemu

wielo$cianowi, to te dwa wielo$ciany sa rOwnowazne przez rozktad.

Twierdzenie to mozna réwniez zapisa¢ nastgpujaco:

Niech Gy, G, G; beda wieloscianami. Jezeli G, jest rtOwnowazny przez rozktad G, oraz
G; jest rtOwnowazny przez rozktad G, to G, jest rtownowazny przez rozktad Gs.

Dodatek ten ma na celu przedstawienie dowodu powyzszego twierdzenia.

Dowdd:

Wezmy trzy wielosciany Gy, G, G; spetniajace nasze zatozenie. ROwnowaznos¢
wielosciandw G, i G, oznacza, ze mozemy rozcia¢ G, na bryty W, W, ..., Wi, a G, na
bryty Wy°, Wo’, ..., Wi’ tak, ze W; = W dlai =1, 2, ..., k. Podobnie z réwnowazno$ci
przez rozktad G 1 G; otrzymujemy rozklad G, na brylty V,, V>, ..., V,, oraz rozklad G; na
bryty Vi’, Vo', ..., Vi)', gdzie V; =V, dlaj =1, 2, ..., m. Zwro¢my uwagg, ze wielo$cian
G, raz zostat pocigty na bryty W, z ktorych mozna zbudowaé G, oraz za pomoca innego
podziatu zostal rozcigty na bryly V; wchodzace w sklad wieloscianu Gs. Jezeli
znajdziemy taki podziat G,, aby z otrzymanych brylt dato si¢ zbudowaé zaréwno G, jak 1
G, to otrzymamy rownowaznos¢ przez rozktad G, i1 Gs.

Taki podziat istnieje - wystarczy, ze nalozymy na siebie rozcigcia G, ktore
dokonali$my by pokazaé jego rownowazno$¢ przez rozklad z G, oraz z G;. Po takim
rozcigciu otrzymujemy bryty Zi, Z,, ..., Z,. Teraz musimy rozcia¢ kazda bryle W,

z wieloscianu G, wedlug nowego podzialu G,. W ten sposéb wieloscian G, zostal
rozciety na bryty Z,',Z,",...,Z ' odpowiednio przystajacych do Z,, Z, ..., Z,. Podobnie
postepujemy z wielo$cianem Gj, rozcinamy kazda bryle Vi, wedlug nowego podziatu
i otrzymujemy, ze G; jest zbudowany z bryt Z,",Z,"....,Z " odpowiednio przystajacych
do Zi, Z, ..., Z.. Zatem zaréwno bryty Z,'.Z,"....,Z." jak i bryty Z,".Z,",...,Z"

sa przystajace do Zi, Z,, ..., Z;, co na podstawie przechodnio$ci relacji przystawania daje
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nam przystawanie bryt Z,'do Z,", dla i = 1, 2, ..., s. W ten sposob dokonali$my
podziatu wielo$cianu G i1 G; na bryty odpowiednio do siebie przystajace, co oznacza,

ze te wielo$ciany sa rownowazne przez rozktad.
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