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O pewnym sposobie Scistego wprowadzenia pola dla wielokatow i objetosci dla wielo$ciandw

Wstep

Glownym celem tej pracy jest Sciste zdefiniowanie pojecia pola dla wielokatow
oraz pojecia objetosci dla wieloscianow.

Celem pierwszego rozdziatu jest zdefiniowanie pojecia pola dla wielokatow.
Do zrealizowania tego celu, wykorzystany zostanie fakt, ze kazdy wielokat mozna
podzieli¢ na tréjkaty. Kazdemu tréjkatowi zostanie przypisana pewna liczba L(7).
Wielokatowi, mozna przypisa¢ sume liczb L(T) poszczegdlnych trojkatéw, powstatych
z podziatu danego wielokata. Pokaze, ze — niezaleznie od podziatu wielokata na tréjkaty
- wartos¢ przypisana wielokatowi, ktéra jest suma wartosci poszczegdlnych trojkatow,
bedzie taka sama i t¢ warto$¢ nazwiemy polem wielokatow.

Nastepnie w drugim rozdziale pokaze, ze tak zdefiniowana wielkos¢, spetnia
wlasnosci, ktore powinno spetniaé pole, czyli tzw. aksjomaty pola.

Trzeci rozdzial poswigcony bedzie zdefiniowaniu objetosci wieloscianow.
Poniewaz kazdy wieloscian mozna podzieli¢ na czworo$ciany, to mozemy przypisaé
wielo$cianowi sume pewnych wielkosci przypisanych poszczegdlnym czworos$cianom
podziatu. Pokazg, ze — bez wzgledu na sposob podziatu na czworosciany — suma
wartosci przypisanych w ten sposob wieloscianowi bedzie jednakowa. Tak okreslona
warto$¢ nazwiemy objetoscia wieloscianu.

Zdefiniowana wielkos¢ posiada wiasnosci zwane aksjomatami objetosei,

co zostanie przedstawione w koncowym etapie pracy — w czwartym rozdziale.




O pewnym sposobie $cistego wprowadzenia pola dla wielokatéw i objgtosci dla wieloscianow

Rozdziat 1
WPROWADZENIE POLA DLA WIELOKATOW
ZA POMOCA TROJKATOW

Celem tego rozdzialu jest $ciste wprowadzenie pola dla wielokatéw za pomoca,
trojkatow. Aby osiagnaé ten cel, trzeba bedzie wprowadzi¢ kilka lematéw oraz ich
dowody. W tej pracy wielokatem nazywaé bedziemy dowolng figure na plaszczyznie,
dajaca przedstawi¢ sie jako sume skonczonej liczby niezachodzacych na siebie
trojkatéw (majacych rozlaczne wnetrza).

Kazdemu trojkatowi 7T przyporzadkujmy pewna wielkos¢ L(7), ktora
zdefiniujemy jako L(7) = g—é—h— , gdzie a jest wybranym bokiem trojkata, a 2 wysokosciag

trojkata opuszczong na dany bok a.

LEMAT 1.
Warto$¢ L(T) jest niezalezna od wyboru boku, bedacego podstawg tego trojkata

oraz wysokos$ci opuszczonej na ten bok.

¥

DoOwOD LEMATU 1.

hy \c

Rys. 1. Tréjkat T o bokach a, b, c.

Niech bedzie dany trojkat o bokach @, b, c. Oznaczmy wysokosdci trojkata
a-h, _b-h,

a

2 2

opuszczone na boki a, b jako A, hy (rysunek 1). Pokazemy, ze
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Niech y oznacza kat miedzy bokami a, b. Przy takim oznaczeniu h,=bsiny ,

hy=asiny . Wiedy a-h, _ a(bsiny) _b(asiny) _b-h,
2 Z 2 2

, ., . .. a-h c-h c-h b-h
rownosé wielkosei . L = ¢ oraz b e 5

. Analogicznie mozna pokazaé

ah, b-hy c-h "
= = 5 , czyli

. Stad
2 2 y T 2

wartos¢ L(7) nie zalezy od wyboru boku i wysokosci na niego opuszczone;.

Kazdy z niezachodzacych tréjkatéw mozemy kolejno oznaczyé 5y Ly wes T,

(rysunek 2). Stad dowolny wielokat mozna zapisaé jako F = L +T, +..+7T,. Uzywamy

W tym zapisie symbolu + zamiast U w celu zaznaczenia, Ze figury nie zachodza

na siebie.

Rys. 2. Podzial figury F na tréjkaty T), T, ..., T,

Te sama figurg¢ mozemy podzielié w inny sposéb na tréjkaty. Oznaczajac

kolejne niezachodzace na siebie trojkaty jako T7), T, ..., 7., mozemy wielokat F

zapisaé jako F = T, + T, + ...+ T, (rysunek 3).
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Rys. 3. Podzial figury F na tréjkaty Tl‘, sz, ves T,

Dla kazdego wielokata F oraz jego rozktadu na trojkaty 7;, 75, ..., T, bedziemy

r
rozwaza¢ wielkosé ZL(Z). Dla tego samego wielokata F' i jego innego rozktadu

i=1

na trojkaty 77, Ty, ..., T, otrzymamy wielkosé » L(T,). Mozna si¢ zastanowic

i=1

P
czy, pomimo rdznego sposobu roztozenia danej figury na trojkaty, wielkosci ZL(T,.)
! i=1

oraz » I(T}) beda réwne.

i=1

TWIERDZENIE 2.

Niech F  bedzie dowolnym wielokatem. Niech T;, T,, ..., T,bedzie dowolnym

podziatem wielokata F na tréjkaty, a 7T,, T,, .., T. bedzie innym podzialem tego

V4 "
wielokata na trojkaty. Wowcezas Y I(T;)=>_ L(T}).

i=1 i=1

Udowodnienie tego twierdzenia jest gtownym celem tego rozdziatu. Bedziemy

udowadnia¢ kolejne lematy, ktore stanowia kolejne kroki w realizacji celu gléwnego

p r
(udowodnienia réwnosci ) L(T,) =Y L(T})).
i=1

i=1

11
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LEMAT 2.1
Jesli tréjkat T podzielimy na mniejsze tréjkaty 77, T ..., T, odcinkami wychodzacymi
z ustalonego wierzchotka tréjkata T, to L(T) = L(T}) + L(T2)+ ... + L(T5).

DowOD LEMATU 2.1

a; Ay ay

Rys. 4. Podzial tréjkata T na tréjkaty 11, T, ... T, odcinkami wychodzqcymi z wierzcholka tréjkata T.

Wystarczy zauwazy¢, ze tréjkat T oraz wszystkie trojkaty 7; podzialu maja
takg sama wysokos$¢ h (rysunek 4). Poniewaz suma podstaw a; trojkatow 7; réwna

jest podstawie a trojkata wyjsciowego T, to otrzymujemy

_ah_ (@ +a,+...+a,)h _ al-h+a2-h+m+an-h

LD = 2 2 2

= L(T)) + L(Ty) + ...+ L(Ty),

co chcieliSmy pokazac.

Kolejny lemat bedzie dotyczyl trapezow. Dowolnemu trapezowi W

_(a+b)h
2

przyporzadkujmy wielkos¢ L(W) , ktora zdefiniujemy jako L(W) gdzieaib

sq podstawami trapezu, a /1 jest wysokoscia trapezu.

Jesli tréjkat T podzielimy odcinkami réwnolegtymi do podstawy trojkata a,
to uzyskamy niezachodzace na siebie trapezy W, W, .., W, oraz trdjkat W,
(rysunek 5).

12
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LEMAT 2.2

Jesli tréjkat T jest podzielony prostymi réwnolegltymi do podstawy tak, ze powstang

trapezy W, oraz trojkat W,, to L(T)=ZL(W,.),

i=1

DowOD LEMATU 2.2

2 2 a'
/ W, h, 5 \

Rys. 5. Podzial tréjkata T na trapezy W), W, ..., W,.; i tréjkat W,

Przyjmijmy zgodne z rys. 5, nastgpujace oznaczenia:

" q, qy ay ..., Gn2, ap.1— podstawy wielokgtow podziatu,

hy, hy, ..., hyl1, h, — wysokosci wielokatow podziatu,

H=h;+ hy+...+ h, 1+ h, —wysokosc¢ trojkata T.

Korzystajac z podobiefistwa, otrzymujemy - = Bt By g Faid,
R F 2 SRR ho+hy +h 4.tk H

>

czyli a, =%(h,.+,+...+hn), dla i = 1, ..., n-1. Wykorzystujac przyjete oznaczenia,

mozemy przeprowadzié nastgpujace wyliczenie

ZL(W,-) _(a+a)h N (a,+a,)h, +...+(ai‘] +a,)h +m+an_lhn _
=1 2 2 2 2

:[a + %(h2+h3+...+hn)}% & {%(h2+h3+...+h”) + %(h3+...+hn)}h72 ot

h, h
{%(h,.+...+hn) % %(h,.+,+...+hn)}—2’— S 7ff(hﬂ)_z"-:

13



O pewnym sposobie $cistego wprowadzenia pola dla wielokatow i objetosci dla wielo§ciandow

Z%{[H + (b +ot b )+ [k + 20k + 4B By +ot

[hi+2( +"'+hn)]hi + ...+ h'72}:

i+l

zﬁ{[h] 20y + g+t b )y + [y + 200+t By 4t

[, 420y +.ot 1y oot ) )=
=_2%{[h12 + 20 (y+ oy + ..+ 1, )| + [12 + 2, (1, kb)) o

[+ 2m, (o +.t b))+t 2=
_——a— n .y n=1 n E i n n _ —_a_ , _ a_]{ _
2H (Zlh ' 221:,;1]7’]1" ] 2H (Zlh Zlh] SEE = M)

Stad L(T) = z L(W,) , co konczy dowdd Lematu 2.2.
i=1

Rozwazmy teraz podziat tréjkata T rodzing odcinkéw rownoleglych do siebie,
ale nie rownolegltych do zadnego z bokéw trojkata. Do konca jednego z odcinkow
nalezy jeden z wierzchotkow trojkata (rysunek 6). W wyniku tego podzialu powstang
trapezy 1 trojkaty W;, W, ..., W, Za pomoca lematéw udowodnionych wczesniej

w tej pracy, pokazemy, ze L(T) = Z Lw).

i=1

LEMAT 2.3
Jesli tréjkat T zostal podzielony prostymi réwnoleglymi tak, Zze powstaly trapezy

i trojkaty W, ..., W, jak narysunku 6,to L(7) =ZL(W,.).

i=1

DowOD LEMATU 2.3 /(,
Wi
T,
Wi
T, W
T
W,

e

Rys. 6. Podzial tréjkata T na wielokqty (tréjkaty i trapezy) W,, W, .., W,

14
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Wystarczy zauwazy¢, ze dany trojkat T mozemy podzieli¢ na dwa tréjkaty 7
‘ oraz T,, w taki sposob, ze jeden z odcinkow dzielgey trojkat wyjsciowy bedzie wspdlng
podstawg tych trojkatéw (rysunek 6). Korzystajac z Lematu 2.2, dostajemy réwnosé
|

k n
| L(T)) = ZL(W,.) oraz L(Tp) = ZL(W,.). Korzystajac z Lematu 2.1, otrzymujemy
i=1

i=k+1

I(T) = (T) + (T, Stad L(D) = I(T) + L(T) = Y LOK) + D LOF,) = 3 LG,

| i=1 i=k+1

czyli L(T) = ZL(W,.) , co nalezato pokazad.

i=1

Rozwazmy sytuacje, kiedy mamy dany trapez W, ktéry jest podzielony
odcinkami majacymi swoje konce w podstawach trapezu W. Odcinki te nie majg
wspolnych punktéw wewnatrz trapezu. Efektem tego podziatu sg trapezy i trojkaty W, |
.., Wy, ktorych podstawy zawierajg si¢ w podstawie trapezu W (rysunek 7).

Zastanéwmy sig, czy L(W) = ZL(W,).

i=1

LEMAT 2.4
Jesli trapez W jest podzielony na wielokaty W), ..., W, (tréjkaty i trapezy), odcinkami

nie majacymi punktéw wspolnych wewnatrz trapezu, ktérych konce zawierajg sie

w jego podstawach, to L(W) = ZL(W,.).
B

DowoD LEMATU 2.4

b, i
N
/)V\ Wz/ \Y,
ai ds

ay

Rys. 7. Podzial trapezu na wielokqty (tréjkaty i trapezy) Wi, W, ..., W,.

15
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Zauwazmy, ze tréjkat mozna potraktowaé jako rodzaj zdegenerowanego
(nieprawidlowego) trapezu, w ktérym gérna podstawa (sprowadzajaca si¢ do punktu)

ma dhugosé¢ zero. W tym wypadku wielkosci (a+b)h

ah .,
oraz - sg sobie réwne.

Bedziemy wige w tym dowodzie stosowaé wzér L(W) =

Ec%b)h zaréwno do trojkatow

jak i trapezéw.
Aby uzasadni¢ réwnosé L(W)ZZL(W,) wystarczy zauwazy¢, ze trapez
i=1

wyjsciowy W oraz wszystkie trapezy i trojkaty Wi ..., W, powstate w wyniku
podziatu, majg taka sama wysoko$¢ s. Poniewaz suma dlugosci podstaw a; oraz b;
wielokatéw réwna jest dfugosciom podstaw trapezu wyjsciowego a i b, to otrzymujemy
nastepujacy cigg rownosci:

LW)= (a+b)h _lata,+..+a,)+ (b +b, +...+b )] _

2 2
b a,+b )h 2
(a1+ I)h+( 2 2) ++(an+b")h:ZL(VK),
2 2 2 i1
co koniczy dowdd Lematu 2.4.

?

Aby udowodni¢ Twierdzenie 2, potrzeba jeszcze rozpatrzyé przypadek podziatu
trojkata 7' na mniejsze tréjkaty.

LEMAT 2.5
Jesli tréjkat T podzielimy w dowolny sposéb na tréjkaty 4, A, ..., A,

to L(T) =iL(Ak).

DowoOD LEMATU 2.5

Dowod tej réwnosci roztozymy na trzy etapy.

Etap 1:
Trojkat T jest podzielony w dowolny sposob na tréjkaty 4y, A, ..., A, - pierwszy
podzial (rysunek 8).

16
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Rys. 8. Podziat tréjkqta T na tréjkaty 4, 4, ..., 4,,.

Przez ten sam trojkat 7 prowadzimy proste rownolegle do podstawy, ktore
dzielg trojkat 7 na wielokaty (trapezy W, W, .., W,.; oraz trojkat W,), ktdre
dla potrzeb dowodu bedziemy nazywaé trapezami W, W, ..., W, - drugi podzial
(rysunek 9). Proste tego podziatu dobieramy w ten sposob, aby wszystkie wierzcholki,

wszystkich trojkatow A, zawieraty sie¢ w tych prostych.

Rys. 9. Podzial tréjkata T na trapezy W,, W, ..., Wy, i tréjkat W,,.

Mozna zauwazyé, ze po naniesieniu obu podzialow na wyjsciowy trojkat 7,
otrzymujemy dodatkowy podzial na wielokaty (trapezy i trojkaty). Oznaczmy kolejno
nowo powstate wielokaty jako ;.

Przyjrzyjmy si¢ wielokatom Wj na rys. 10. Mozemy powiedzie¢, ze wszystkie
wielokaty W zawierajg si¢ w kolejnych trapezach W;, W>, ..., W,,. Stad indeks i dla

17
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wielokata W;; oznacza numer trapezu w ktérym sie znajduje. Natomiast indeks j oznacza
numer porzadkowy, liczac od lewej strony. Poniewaz w kazdym trapezie moze by¢
rézna liczba wielokatéw, stad w oznaczeniach pojawia sie n;, co oznacza ostatni

wielokat w danym trapezie.

Zgodnie z tymi oznaczeniami dostajemy rozklady:

I’V{ZI'V11+W13+... +I‘V/,,’
Wo=Woyt Wt W,

I)Vm:‘ Hfm[ + Wu,?+~ . ks Wrnm Pt

V?. sz
“’23 W‘lu 2

W 7 VAN

k]

Rys. 10. Podzial tréjkata T na trapezy W,, W,, ..., W, _, i tréjkat W,

1l m’

W trapezach zawierajq sie

wielokqty (tréjkqty i trapezy). Wyszczegdlniony trapez W, = W, +W.,, +..+ Wan .

W kolejnych trapezach zawarte sg trojkaty i trapezy mniejsze. Taki podziat
kazdego z wielokatéw W; spelnia zalozenia Lematu 2.4. Na podstawie tego Lematu
otrzymujemy, ze suma poszczeg6lnych wartosci L(W;) dla wielokatoéw zawartych
w trapezie W; réwna jest L(W;), co zapisujemy L(W;) =Z'L(W,.j).

Jj=1

Korzystajagc z Lematu 2.2, wiemy, ze suma wartosci przypisanych kolejnym

m

trapezom W; réwna jest L(T), czyli L(T) :ZL(VK).
i=1

m n; m N

Poniewaz L(T) =) L(W,), LOW) =) L(W,;), stad L(T) = Y > L(W,).

Jj=1 =1 j=1

18
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ETAP 2:

Przyjrzyjmy si¢ temu samemu podzialowi trojkata 7 na trojkaty 4;, 4, ..., 4,
oraz wielokaty Wy (rysunek 11). W kazdym trojkacie A; znajduja si¢ wiclokaty W
(trapezy i trojkaty).

Rys. 11. Podziat tréjkata T na tréjkaty A,, A, ..., A, . Wyszczegélniony tréjkat zawiera

wielokaty (tréjkaty i trapezy).

?

Suma wszystkich wartosci L(W;) dla wielokatow W, zawierajacych sig

w poszczegolnych trojkatach Ay, réwna jest zgodnie z Lematem 2.3 wartosci L(4y),

czyli LAy = Y L(IV,).

WAy

Etap 3:
Korzystajac z etapu 1 i 2, otrzymujemy ZL(A ) = ZL(W,.].) =
k=1 k=1 Wy,

mon

DD LW,) =L(T), czyli I(T)= L(A,), co koficzy dowéd Lematu 2.5.

i=l j=1 le=1

19
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DowoOD TWIERDZENIA 2

Mozemy teraz przejsé do realizacji glownego celu, czyli pokazania, ze wielko$¢

p
ZL(T,) nie zalezy od podzialu wielokata F na trojkaty. Doktadniej pokazemy, ze jesli

i=1

L, T, .., T, oraz T, T, .., T, (rysunek 12) sa dwoma podzialami wielokata F

J4 r
na trjkaty, to » L(T,) =) L(T).
i=1 i=1

Rys.12. Podzial wielokgta F na tréjkaty T,, T. o5 w53 Tp oraz na trojkaty Tl', Tz‘a — T,

Na dany wielokat /' nanosimy podzial na tréjkaty 7,, 7,, ..., T, oraz podzial

na trojkaty 7, T,, ..., T.. Podzial ten stworzyl podzial wielokata F' na mniejsze
wielokaty. Powstate wielokaty dzielimy w dowolny sposdb na tréjkaty. W wyniku tych
podziatéw otrzymalismy podziat wielokata F' na mniejsze trojkaty 4;, 4, ..., 4,
(rysunek 13).

Rys.13. Podzial wielokgta F na tréjkaty A, A,..., 4.

20
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Wielokat F jest podzielony na trdjkaty 4, 4 .., 4, W kazdym trojkacie
z pierwszego podziatu (podziatu na trojkaty 7,, 75, ..., T ', )» znajduje si¢ pewna liczba
trojkatow 4, 4, ..., 4, Kazdy trojkat 7; mozna przedstawié jako T; = Ay + ...+ 4
Poniewaz 4, nie sa kolejnymi tréjkatami, to wprowadzamy dodatkowy indeks.

Korzystajac z Lematu 2.5, otrzymujemy L(7}) = ZL(A ;). Sumujac kolejne wartosci

A;cT;
P n
dla trojkatéw T, otrzymujemy ZL(T,.) =ZL(A )
i=1 k=1
Podobnie postgpujemy w przypadku drugiego podzialu. Kazdy trojkat 77

mozna przedstawié jako 7, = A, +...+A,,. Otrzymujemy L(T,)= ZL(A,,). Sumujac

ATy

kolejne wartosci dla tréjkatow 7}, otrzymujemy » L(Z;)=> L(A,).
k=1

i=1

D n r n
Poniewaz Z L(T)= Z L(A,) oraz z IKT)= Z L(A,), to z przechodnio$ci
i=1 k=1 i=l =1

p r
otrzymujemy ZL(T,.) =Z L(T)), czyli wartodci te sq réwne, niezaleznie od podziatu

i=1 i=1

na trojkaty danego wielokata, co konczy dowdd Twierdzenia 2. |

?

P
Wartosé ZL(ﬂ) przypiszemy wielokatowi F' i bgdziemy nazywaé ja polem

i=1

wielokata. Teraz mozemy poda¢ $cislg definicje.

; DEFINICJA:
Polem wielokata W nazywamy wielkos¢ L(W) := ZL(T,.) ,gdzie Ty, 15, ..., T,
i=1
jest dowolnym podziatem wielokata W na niezachodzace na siebie tréjkaty (majace

‘ - h
| roztaczne wnetrza), a L(7T)= -

(a; jest dowolnym bokiem tréjkata 7}, zas h; jest

wysokoscig opuszczong na ten bok).

21
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Rozdzial 2
AKSJOMATY POLA

Czesto pojecie pola wprowadza sie za pomocy listy postulatéow zwanych
aksjomatami. Taki spos6b wprowadzania nie przesadza o tym, czy postulowana funkcja
przypisujaca wielokatom ich pole w ogéle istnicje.

Zdefiniowana w poprzednim rozdziale funkcja L(F) posiada nastepujace

wlasnosci, zwane aksjomatami teorii pola.

1. AKSJOMAT MONOTONICZNOSCI:

Jesli wielokat F; zawiera sie w wielokacie Fs, to L(F;) £ L(Fy).

DowoD:
Rozpatrzmy dwa przypadki.
a) Jesli F; = F3, to oczywistym jest, ze L(F;) = L(F 2), czyli teza jest spetniona.
b) Jesli FycFyi Fi#Fy, to istnieja niezachodzace na siebie i na F; trojkaty Ty, T, ...,

T, takie, ze wielokat F, mozna przedstawi¢ jako Fr=F;+ T+ To+ ...+ T, Jesli

Fr=A4;+A4,+ ... + 4, to F2=A1+A2+...+Am+ ITy+ ot it T, awtedyL(Fg)Z

m n a; S hi

LAY+ LT = L(F)+ Z":L(T,) - Poniewaz L(T)="_">0, t0 L(F)) SL(Fy).

i=1

2. AKSJOMAT ADDYTYWNOSCI (SUMY):
Jesli wielokaty F; i F, nie zachodza na siebie (nie majg wspolnych punktow

wewngtrznych), to istnieje zaleznos¢ L(F; U F) = L(F;) + L(F)).

DowoD:

Wielokat /7 mozna przedstawi¢ jako Fy =T, + T, + ... + T, »> a wielokat F)

jako Fo=T + Ty + .. + T, cayli F;UF, =T, + T, + ... + T,+T, +T, +.+T.

Stad L(F+F) = Y L(T) + 3 L(T)) = LY + L(Fy)

i=1
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3. AKSJOMAT PRZYSTAWANIA:
Jesli wielokaty F; i F, s przystajace, to L(F;) = L(F 2).

DowoOD:
Niech F; =1, + T, + ... + T, czyli L(F)) = L(T;) + L(T3) + ... + L(T,). Skoro
Fi = I, to F; mozna podzielic na trojkaty 7;, 7,, ..., 7, takie, ze 7, = T,

L =%, ...F s = T.. Poniewaz w tréjkatach przystajacych odpowiadajace boki

a-h

i wysokosci sg réwne, to L(T}) = 2,' =L(T;), czyli I(T,) = L(T). Korzystajac

ztego, ze L(T,) = I(T}), otrzymujemy L(Fs) = L(T}) + I(T}) + ... + I(T.) = I(T)
+ L(Ty) + ... + L(T,) = L(F))

4. AKSJOMAT JEDNOSTKI POLA:
Dla pewnego ustalonego kwadratu ¥, o boku o dlugosei 1, zachodzi réwnosé
L(Fp) =1.

DowoD:

Dany jest kwadrat 1Fo o boku dtugosci 1. Dokonujac podziatu kwadratu wzdhiz
przekatnej, otrzymujemy dwa tréjkaty prostokatne 7; i T o przyprostokatnych
o dhugosci 1. Otrzymujemy wiec nastepujace réwnosci:

a,-h, =1;14_1-1

L) = LT 1) = L(T)) + L) =2 !

co nalezato pokazad.
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Rozdziat 3
ZDEFINIOWANIE OBJETOSCI DLA WIELOSCIANOW

ZA POMOCA CZWOROSCIANOW

Celem tego rozdzialu jest zdefiniowanie objgtosci wieloscianéw. Aby osiggnac
ten cel, bedziemy postgpowaé w analogiczny sposob jak w rozdziale pierwszym,
ale z uwzglednieniem specyfiki trojwymiarowej. Czworoscianom i innym wieloscianom
bedziemy przyporzadkowywaé wielkos¢ A, ktora wyznaczona jest przez wysokos¢
i pole podstawy tych bryt. W tym rozdziale pojecie pola traktujemy juz jako znane
i dobrze okreslone.

Wieloscianem bedziemy nazywaé bryle, ktéra mozna roziozy¢ na skonczona
liczbe niezachodzacych na siebie czworo$cianéw (czworoscianéw o rozlacznych

wngetrzach).

Kazdemu czworoscianowi przyporzadkowujemy liczbe A(C) = % , gdzie S
jest polem wybranej Sciany, H jest wysokoscia opuszczona na plaszczyzng tej Sciany.
LEMAT 3.

Wartoé¢ A(C) jest niezalezna od wyboru trojkata, bedacego podstawg tego

czworo$cianu oraz wysokosci opuszczonej na ten trojkat.

DowOD LEMATU 3.

Rys. 14. Czworoscian C o $cianach Sa, Sp, S Sa.
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Niech bedzie dany czworoécian C o $cianach S,, Sp, Se, Sa (rysunek nr 14).
Wybierzmy dwa tréjkaty o wspolnej krawedzi a (Sciany czworoscianu). Oznaczmy
wysoko$ci czworo$cianu opuszczone na wyznaczone Sciany S, Sp jako H,, Hp.
S,-H, _S,-H,

3 3

a-h

Dla trojkata S,= 5 < adla tréjkata Sp= a-hy

. Pokazemy, ze

Niech y oznacza kat miedzy S$cianami S, S,. Przy takim oznaczeniu

Hotosing, Hehday. Wedy 22 '3Ha _ ok H, ah-H,  ohhsny

2 3 6 6

a-h,-hsiny ah-H _ah H _S,-H
6 6 2 3 3. s

Analogicznie mozna pokaza¢ réwno$¢ dla pozostatych Scian czworo$cianu.

Sa'Ha ZSb'Hb :Sc'Hc :Sd'Hd
3 3 3 3

Stad , czyli wartos¢ A(C) nie zalezy od wyboru

Sciany i wysoko$ci na nig opuszczone;.

Tak jak w przypadku wielokatow, tak i teraz, w przypadku wielo$cianow
wezmiemy dowolny wieloscian W i przedstawimy dwa jego podzialy na czworogciany.

Niech czworo$ciany pierwszego podziatu beda oznaczone jako C,,C,,...,C, .

Wtedy W = C, + C, +...+ C, (rysunek nr 15).

Rys. 15. Wieloscian W podzielony na czworosciany Cj, Cy, ..., Cp.
26
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Ten sam wieloscian W mozemy podzieli¢ w inny sposéb na czworosciany.

Kolejne niezachodzace na siebie czworo$ciany oznaczmy jako C,,C,,...,C

¥

Stad wieloscian W mozna zapisa¢ jako W = C, +C, +...+C, (rysunek 16).

Rys. 16. Wieloscian W podzielony na czworosciany C,,C,,...,C..

TWIERDZENIE 4.

Dany jest wieloscian W. Niech C,,C,,...,C

, bedzie dowolnym podziatem

na czworoSciany, 'a C;,C,,...,C. bedzie innym podzialem wieloscianu W

Iz

p L3
na czworosciany. Wowczas ZA(C,.) =Z A(C)).
=1

i=]

Zeby udowodnié to twierdzenie, musimy wezesniej udowodni¢ kilka lematéw.

LEMATA4.1

Jesli czworoscian C podzielimy na mniejsze czworosciany C,, C,, ..., C, plaszczyznami

wychodzacymi z ustalonego wierzchotka czworoscianu C, to A(C) = A(C)) + A(Cy)+
.+ A(Cy).
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DowoOD LEMATU 4.1

Rys.17. Podziat czworoscianu C na czworosciany Cp, Cy, ..., Cy

plaszczyznami przechodzqcymi przez wierzchotek czworoscianu C.

Wszystkie czworosciany C; podziatu majg taka sama wysokos¢ H. Poniewaz
suma pol podstaw S; czworoscianéw C; réwna jest polu podstawy S czworoscianu C,

S-H_ (S$+8,+.+S)H _ S1~H+S2-H+ +S,,-H_
3 3 2 2 2

A(C)) + A(C)) + ... + A(C)), co cheieliSmy pokazac.

to otrzymujemy A(C) =

Zajmiemy sie sytuacja, gdy czworoscian C jest podzielony plaszczyznami
réwnoleglymi do podstawy S tego czworoscianu. Efektem tego podzialu sa

pryzmatoidy.

DEFINICJA:

Pryzmatoid jest to wieloScian, ktorego wszystkie wierzchotki leza na dwdch
plaszczyznach réwnoleglych, z ktérych kazda zawiera cho¢ trzy wierzcholki nie lezace
na jednej prostej. Plaszczyzny te sq plaszczyznami podstaw pryzmatoidu. Sciany lezace

w plaszczyznach podstaw nazywa si¢ podstawami pryzmatoidu.
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Przyktady pryzmatoidéw pokazane sa na rysunku 18.

Rys.18. Pryzmatoidy.

Dla potrzeb dowodu pryzmatoidami bedziemy takze nazywac pryzmatoidy
zdegenerowane, tzn. takie, ktére w plaszczyznie podstawy maja jeden Iub dwa
wierzchotki (rysunek 19). Wszystkie wierzcholtki pryzmatoidéw leza w jednej z dwoch
réwnoleglych ptaszczyzn podstaw.

Rys.19. Pryzmatoidy zdegenerowane, ktére majq w plaszczyznie podstawy jeden lub dwa wierzchotki.

(S, +4D+S,)H
6

gdzie S; i S, sa polami podstaw, D oznacza pole przekroju pryzmatoidu plaszczyzna

Kazdemu pryzmatoidowi P przyporzadkowujemy liczbe A(P) =

2

réwnolegla do podstaw i jednakowo od nich odlegla, a H jest wysokoscia.
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Gdy potraktujemy czworoscian jako pryzmatoid, to poprzednio zdefiniowana

wielko$é A(C) = L

odpowiada wielkosci zdefiniowanej dla pryzmatoidéw.

LEMAT4.2

S-H ( ,+4D+S,)H

Dla czworoscianow wartosci A(C) = oraz A(C)= .

sg rowne.

DowoOD LEMATU 4.2

Poniewaz §; stanowi dolng podstawe czworoscianu, wiec S;=S. Natomiast S,
jest wierzcholkiem czworoscianu, czyli S,=0. Wielko§¢ D jest polem tréjkata
powstatego w wyniku podzielenia czworoscianu plaszczyzna prostopadla do wysokosci

i réwnoodlegla od podstawy i wierzcholka. Korzystajac z podobienstwa, otrzymujemy

2

1

I 1

3 = i czyli D:ZS . Podstawiajac do wzoru otrzymujemy: |
S, +4D+S,)H (S+4GS)+O)H 2S-H _S-H

A(C)=( 1 6+ - = - 6 =22 cokoficzy dowdd.

Wezmy pod uwage pryzmatoid P, ktéry jest podzielony plaszczyznami w taki
sposob, ze powstale wielosciany maja wierzchotki lub podstawy zawierajace sie

w podstawach wyjsciowego pryzmatoidu P (rysunek 20).

P~

N i i e s S S s

Rys.20. Pryzmatoid P podzielony plaszczyznami na pryzmatoidy Py, Py, ..., P,.
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W wyniku podziatu plaszczyznami pryzmatoidu P otrzymalismy wieloéciany,

ktdre stanowig zbidr pryzmatoidéw (zdegenerowanych i wlasciwych).

LEMAT4.3
Jesli pryzmatoid P jest podzielony plaszczyznami na pryzmatoidy P, P, .., P,

ktorych wierzcholki zawieraja si¢ w podstawach wyjsciowego pryzmatoidu,

to A(P) = iA(P,.).

DowoD LEMATU 4.3

Niech D oznacza plaszczyzng réwnoodlegla od podstaw pryzmatoidu P.
Réwnoczesnie plaszezyzna D przecina kazdy z pryzmatoidéw P, P, ..., P, w polowie
odleglosci migdzy ich podstawami. Dla kazdego pryzmatoidu P; oznaczamy jako S;
jego podstawe dolng, S’; podstawe gérna, natomiast plaszczyzne réwnoodlegly od S;
1 8’ jako D; (rysunek 21).

-
-

Sl L

Rys.21. Pryzmatoid P podzielony plaszczyznami na pryzmatoidy P;, Py, ..., P,,.

D jest rownoodlegla do podstaw pryzmatoidu P.

Wystarczy zauwazy¢, ze pryzmatoidy P, P, ..., P, oraz pryzmatoid P majq
t¢ sama wysokos¢ H. Poza tym, suma pdl podstaw S;, S’; oraz D; réwna jest polom

S, 871 D wyjsciowego pryzmatoidu P.
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Otrzymujemy zatem ciag rownan:

A= (S+4D2+S')H _

[(S,+S,+..+S)+4(D, + D, +...+ D) +(S",+S", +...+ 5" ) |H _
2

(S, +4D, +S'1)H+(S2 +4D, +§', )H+ +(S” +4D, +S' Y H
5 5

2

co konczy dowod Lematu 4.3.

Dowolny czworoscian C mozemy podzieli¢ plaszczyznami, wzajemnie
rownolegtymi w taki sposob, ze powstang pryzmatoidy P;, P, .., P, Pokazemy,

ze suma A(P;) jest réowna A(C). Podziat czworoscianu plaszczyznami réwnolegtymi
wymaga rozpatrzenia 5 przypadkow (efektow podziatu). Pokazemy, ze A(C)= zA(P,.)
i=1

dla kazdego z przypadkow.

LEMAT 4.4

Jesli czworodcian C jest podzielony plaszczyznami réwnolegtymi tak, ze powstang

pryzmatoidy Py, Py, ..., P, to A(C)=> A(P).
i=1

DowOD LEMATU 4.4

o 4.4.1
Czworoscian C jest podzielony plaszczyznami réwnoleglymi do podstawy

czworoscianu.

Przyjmijmy zgodne z rysunkiem 19 oznaczenia:
= P, Py ..., P, —kolejne pryzmatoidy;
= S5, 82 .., S; — pola powierzchni powstale przez przeciecie czworoscianu
plaszczyznami; podstawy kolejnych pryzmatoidéw;
® D) D, .., D,— pola powierzchni powstale przez przeciecie pryzmatoidow

Py, Py, ..., P, plaszczyznami réwnoodlegtymi od ich podstaw;
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" hy, (ha- hy), (hs - hy), ..., (h,- h,;) — wysokosci pryzmatoidow;

Rys.22. Czworoscian C podzielony na pryzmatoidy plaszczyznami réwnoleglymi

do podstawy czworoscianu.

2 2
Korzystajac z podobienstwa, otrzymujemy %=(Z—’] ,czyli S =S, (Z—’] , gdzie

n n n

i=1,...,n. Dla kolejnych wartosci d otrzymujemy d1=% oraz di- Py + By , dla i=2,...n.
d 2 h 2 d 2
Wyznaczajac wartosci D; otrzymujemy D; = S, (h—‘] =8, (j} oraz D;= S, (z’—J =

2
s, [Pt qaico g
o

n

Korzystajac z wyprowadzonych oznaczen, mozemy dla kazdego pryzmatoidu P;

wyznaczyé A(P,-) :%(SH +4Di + Si )(h; _hm) .

iA(P-) — (4D1 +S1)h1 + (Sx +4D2 +S2)(h2 _hl) B ks (Si—] +4Di +Si)(hi _hi~l) T+
il 6 6 6
(Sn—l + 4'Dn i+ Sn )(hn _hn—l)

6
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2 2 3 ? ’

S| 1| +48,| = | | S| | 448, AT S, 22|y —h) ot
J (ﬂzj }A 6( [hj ( 2h, J ' (hj ](72 v
Y hath) o (hY

S| sas | Bt ) s [P by
h 2h, h

n

5 2
S hn—] J + 4Sn(mj + S" J(hn —hn—l):

AN | =
4
>

N =
=)

s

1
6| "\ n 2h

n n

65;1"2 o [+ () + B2y =B+ 12 4 Y B2 ) =B )t

B2+ 1)+ 12N, ) =

65;1"2 {2h13 217+ 2mby + 212 Ny = )+t 212+ 20 B+ 2B — B )t

Rn2, +2m, 1, +202)n, - b, )} =

3]’12 i i "1

J=2u k=15,
3h 3

n

hr12—1 hn g3 hn—l hn2 + h;? - hj—l = h:—l hi =# zh

‘n"'n-1

Poniewaz S, = S a h, = H, to %thn =%SH =A(C), co konczy dowodd Lematu 4.3.

a 442

Czworoscian C zostal podzielony plaszczyznami réwnoleglymi, w taki sposéb,
ze dwa wierzcholki czworoscianu zawieraja sie w jednej plaszczyznie 11 podziatu
(wierzchotki 4 i B na rysunku 23), a pozostale dwa znajduja sie po przeciwnych
stronach plaszczyzny 71. W wyniku tego podziatu powstang pryzmatoidy Pj, P, ..., P,.

Mozna w latwy sposéb, korzystajac z wczesniej udowodnionych lematéw, pokazad,

ze A(C)= Y A(B).
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Rys.23. Czworoscian C podzielony na pryzmatoidy P; plaszczyznami réwnoleglymi do siebie.

zawiera dwa wierzcholki czworoscianu.

Wystarczy zauwazy¢, ze plaszczyzna na ktorej leza dwa sposrdd wierzchotkow
(wierzchotek 4 i B na rysunku) dzieli C na dwa czworosciany C; oraz C, o wspdlnej

podstawie. W C; zawarte sg pryzmatoidy P, ..., Py, zasw C, pryzmatoidy P+, ...,

k
P,. Z dowodu dla przypadku 4.3.1 otrzymujemy réwnosci A(C)) =ZA(P,.) oraz

i=1
?

A(Cy) = ZA(P,.). Za pomocy Lematu 4.1 otrzymujemy A(C) = A(C;) + A(C)).

i=k+1

k n
Korzystajac z tych réwnoscei, dostajemy A(C) = A(C)) + A(Cy) = ZA(P,.) + ZA(P,.) =

i=1 i=k+1

ZA(P,.) , ezyli A(C) = ZA(P,.) , co nalezalo pokazac.

i=1 i=1

a 443

Czworoscian C zostal podzielony plaszczyznami, ktore sg réwnoleglte do dwoch
przeciwlegltych krawedzi. Na rysunku 24 sg krawedzie 4B i CD. W wyniku takiego
podzialu powstaly pryzmatoidy Py, ..., P,
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z 7 D(Xh}ﬁ,H)
%

]‘I.- h” (-:(th\,H) P " PP ’/;

- h;hg - >

1 hl —/’/ bt

A0,0[047—"P,

\J

B(x'!ay.fao)

Rys.24. Czworoscian C podzielony na pryzmatoidy P; plaszczyznami réwnoleglymi do siebie.

Wierzcholki A i B lezq na plaszczyznie z=0, a wierzcholki C i D lezq na plaszczyZnie z=H.

Dla ulatwienia rachunkéw czworoscian C umieszczamy w ukladzie
wspolrzednych. Wierzcholki 4 i B zwierajg si¢ w plaszczyznie z=0, a wierzchotki C
i D w plaszczyznie z=H. Korzystajac z analizy wektorowej w latwy spos6b mozemy
uzyska¢ pole powierzchni podstawy oraz dlugos¢ wysokosci opuszczonej
na te podstawe. Jesli wybierzemy trojkat CAB jako podstawe, to pole tego trojkata

otrzymamy ze wzoru S =%|A_C"xj4—l§ , a wysokos¢ stanowi odleglos¢ punktu D

do plaszczyzny trojkata CAB. Stad wysoko$¢ czworo$cianu mozemy obliczyé
_ |4x,+By,+CH +E|
N4+ B

to wspotczynniki réwnania plaszczyzny I1, w ktorej zawiera si¢ trojkat CAB.

za pomocy wzoru H;

, gdzie D=[x, y4 H|, 4, B, C

Wektor normalny plaszezyzny 11 wyznaczamy z iloczynu wektorowego
wektorow ~ AC i AB, czego wynikiem jest ACx AB= [x,, 75, H]x [x,,,,0]=
[— yZH,sz,x3y2—x2y3]. Poniewaz punkt A(0,0,0) nalezy do plaszczyzny II,
to roéwnanie plaszczyzny ma postaé  (—y,H)x+(x,H)y+(x,y, =X, ¥3)z=0.
Podstawiajgc dane do wzoru, otrzymujemy

:IAx4 + By, +CH+E\ _ |(“J’2H)x4 +(x2H)Y4 +(x3y2 "xz)’3)H| :

H; 2
NA* +B* +C? \[(—yzH)2+(x2H)2+(x3Yz_x2y3)
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; . . 1=
Pozostata do obliczenia wielko$¢ S, zgodnie ze wzorem S = 3

S’“—\/ yzH) + (sz) (x3J’2 — X3 )3 )2 "
Uzyskalismy juz wartosci, potrzebne do obliczenia wartosci

(_ yzH)x4 + (sz)J/4 + (x3J’2 — X3 )3 )H|
\/(“ yzH)2 +(x2H)2 +(x3y2 —sz’3)2

A(C)——-SH—— l\/(—yzH)z (sz) +(x3Y2 —x2y3)2 ‘

1
:—6—H‘_ VaXy + XY, +X3), _sz’3| :

Czworoscian C dzielimy plaszczyznami z=hy, ..., z=h, ;, ktore sq podstawami

; - . h
kolejnych pryzmatoidéw oraz plaszczyznami z=%, - Z=L"‘2i£, ktére sg

réwnoodlegle od podstaw pryzmatoidow. Wyznaczmy punkty przeciecia kolejnych
plaszczyzn z prostymi zawierajacymi krawedzie czworoscianu. Wyprowadzimy ogélny

wzor — podzial plaszczyznag z=h, gdzie h mozemy utozsamié¢ z wielkosciami A,

hl_;h2 . h, hz';hg R hn—1+H . Uzyskane punk‘ty (3 SpOéféd 4) ma_]at
wspotrzedne:

_ hx, h ! hx, hy : h h
Qz'(.':{j‘:_l?' :IQAD ':714_ H4 h:I,QZ'c:[xz"'_ﬁ()‘%_x2)>y2+g(y3_yz)’h:|‘

Podzial czworoscianu plaszezyznami spowodowal powstanie pryzmatoidow,
ktérych podstawami sa réwnolegloboki, a wysokosciami odleglosci pomiedzy
kolejnymi plaszczyznami. Majac wyznaczone punkty w latwy sposéb mozemy

wyznaczy¢ pola kolejnych rownolegltobokdéw, a mianowicie

1
h Ak h
i O X Qe

[x2+%(x3—x2)—@i,y2+h'( -¥,)- Ay O}x[hx‘t i hy4 by 0:|

S(hi):

H H H H H’'H H

h(H~z))

I’ I_ VoXy + X0 Yy X539, _xzyzl-
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Korzystajac z uzyskanych wielkosci, mozemy dla kazdego pryzmatoidu P;
wyznaczy¢ A(P;). A mianowicie

A5, +4D, 500 - )= ) ras( B2 566) -,

;A(P)— (S(h )+4S(h ;h‘J+S(h1)J(}ﬁ—h0)+ (S(h )+4S(h ;hj S(hz)j(hz—h)+--.+

(S(h )+ 4S£h"‘12+h) +S(h, ))(h —h )+t (S(h )+4 (h—""’;—h"j+8(h")j(hn—hn_,)=

l_ VoXy T Xy Yy +X3), _sz’ZI
6

hy + by (H_ho+h1

b (H=h 2 2 ) H-h
0(H2 0)+4 H2 +h1(H2 l) (hl_h0)+

hl+h2(H—h‘+hZJ
W(H=h) , 2 2 hy (H ~ h)(h . g

H*? H*? H*?
h_ +h (H_h,._l+hi]
hi—I(H;hi—l) +4 2 5 2 h (H h) (h 1)++
H H H?

h,,_1+h."[H_hn_l+hn)
b =hy) |, 2 oD RE=R) G
H H H?

Poniewaz hp=0, h,=H, to otrzymujemy

ZM:A(P,.)— 22x, +x22‘};x3y2 i {1 QH — )+ b (H =) b+ .+

[, (H =)+ (h + 1, 2H = B, — b))+ by (H = hy)] (b, —hy) +..+
[h_ (H=h_)+(h_ +h)2H —h_ —h)+h(H k)| (b, —h_)+.+
[hn—l(H_hn—1)+(hn—l+H)(H_hn—l)] (H_hn—])}'
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Po wymnozeniu i zredukowaniu wyrazéw podobnych (oczywiste przeksztalcenia

pomijamy) otrzymujemy

“y2x4 TX, Yy X3V, XY,
6H*

< 1
ZA(P,) = H3:3H’_ VoXy T Xy Yy X350, "sz’2}=A(C)a
=l

co konczy dowod przypadku 4.4.3.

o 444

Wierzchotki C i B czworoscianu C zawieraja sie¢ w plaszczyznie, réwnoleglej
do plaszczyzn podzialu czworo$cianu. Pozostate dwa wierzchotki znajduja si¢ po jedne;j
ze stron plaszczyzny zawierajacej krawedz CB, a krawedz AD nie jest réwnolegla
do plaszczyzn podziatu. Sytuacja taka zostala przedstawiona na rysunku 25. W wyniku
tego podziatu powstang roztaczne pryzmatoidy Py, Py, ..., Py, .

Rys.25. Czworoscian C podzielony na pryzmatoidy P; plaszczyznami réwnoleglymi do siebie.

Wierzcholki C i B lezq na jednej z plaszczyzn podziatu.

Jedng z plaszczyzn przecinamy tak czworoscian, aby zawierata wierzcholek D.
Zauwazmy, ze dzieki takiemu przecigciu plaszezyzna, otrzymaliSmy czworoscian
AFDE oraz wieloScian BCDEF. CzworoScian AFDE, przecinaja plaszczyzny
rownolegle do podstawy tego czworoscianu, tworzac pryzmatoidy P; P, .., P

Korzystajac z rozwazanego wczesniej przypadku 4.4.1 (podzialu czworoscianu
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k
plaszczyznami réwnoleglymi do podstawy), otrzymujemy AC 1)=ZA(P,.).
i=l

Wieloscian BCDEF  dzielimy plaszczyzna, przechodzaca przez wierzcholki DEC,
czego wynikiem sg powstate czworosciany DEFC (C;), DEBC (C3) oraz podzial

pryzmatoidéw P, P, ..., P, Pryzmatoidy zawarte w C, oznaczamy jako P, ,, P,

+1 2 +2 2

..., P, natomiast pryzmatoidy zawarte w C3 jako P.., P.,,, ..., P.. Poniewaz C,

jest czworoscianem, ktérego podstawa jest réwnolegla do plaszczyzn podziahu,

to otrzymujemy A(C,)= ZA(P,.') (przypadek 4.4.1). Natomiast podzial czworoscianu

i=k+1
Cs na pryzmatoidy jest analogiczny do przykiadu 4.4.3, stad A(Cs)= > A(P).
i=k+1
Poniewaz obie plaszczyzny (przechodzaca przez punkty DFE oraz plaszczyzna

przechodzaca przez punkty DEC) przecinajg czworoscian C  w wierzchotku D,
to spelniajg zatozenia Lematu 4.1, na podstawie ktérego otrzymujemy A(C) = A(C)) +
A7) + A(C3). Korzystajac z tych réwnoscei, dostajemy A(C) = A(C)) + A(C) +

k n n
AC3) = D AP)+ DALY+ D AP). Dla i=k+1, ..., n otrzymujemy A(P') +

=1

i=k+1 i=k+1

A(P') = A(P), zgodnie z Lematem 4.3. Dlatego A(C) + A(C3) = > AP

’ i=k+1

+ ZA(P,.") = ZA(P,.). Podstawiajac do wezesniejszego réwnania otrzymujemy A(C)

i=k+1 i=k+1

k n n
= ZA(P,.) + ZA(P,.) = ZA(P,. ), co nalezato pokazac.
i=1

i=k+1 i=1

o 44.5

Ostatni rozpatrywany przypadek, polega na tym, ze zadna z krawedzi czworoscianu

C nie jest réwnolegta do ptaszczyzn podziatu czworoscianu (rysunek 26).
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Rys.26. Czworoscian C podzielony na pryzmatoidy P; plaszczyznami réwnoleglymi do siebie.

Kazda kraweds czworoscianu jest nieréwnolegta do ptaszczyzn podziatu.

W tym przypadku réwniez podzielimy czworoscian C dodatkowymi plaszczyznami,
aby doprowadzi¢ do znanych nam juz przypadkéw. Podstawowy podzial czworoscianu,
to podzial plaszczyznami réwnolegltymi na pryzmatoidy Pj, P ..., P, . Plaszczyzny
zawierajace wierzcholki B, D czworoscianu ABCD (C) podzielily czworo$cian na dwa
czworosciany mniejsze: ABGH (C;), DEFC (C;) oraz wieloscian GHBDEF.
Nastepnie dzielimy wieloscian dwoma plaszczyznami w taki sposob, ze powstaja
czworosciany FDEB (C3) i HBGE (Cy), odpowiadajace przypadkowi 4.4.1

oraz czworoscian GEDB (Cs) analogiczny do sytuacji 4.4.3. Czworoscian C; zawiera

k
pryzmatoidy P;, P, .., P czyli A(C;)':ZA(P,), a czworoscian C, zawiera
i=1

pryzmatoidy P, Pp+1, ..., Pn czyli A(C2)=ZA(P,.). Poniewaz podzial czworoscianu

i=m

plaszczyznami dodatkowymi, podzielit pryzmatoidy Piis, Pi+2 ..., Pmos, Da mniejsze

pryzmatoidy to dla czworoscianow Cs; C, Cs, mozemy kolejno zapisac:

m—1 m=1 m=1

AC3)=Y AP, ACh= Y A(B), A(Cs)= D AE).

i=k+1 i=k+1 i=k+1

Dodajac do siebie czworosciany C; i C3, otrzymujemy czworoscian C', gdzie

' n m-1 )
A(C ) =A(Cy) + A(C3) = ZA(P,) + ZA(P,. ). Analizujac podziat czworodcianu C na

i=m i=k+1

czworosciany C;, C', Cy, Cs mozemy skorzysta¢ z Lematu 4.1 (podzial czworoscianu
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na czworosciany plaszczyznami przechodzacymi przez wierzcholek czworoscianu

wyjsciowego) A(C) = AC) + AC) + AC) + AC) =Y AB)+ SARB) +

i=m

m—1 m—1 m—1
DAY+ Y AP+ Y AP Dla i=k+1, ..., m-1 otrzymujemy A(P) + A(P) +

i=k+1 i=k+1 i=k+1

m-1 m—1 . m—1 -
A(P") = A(P), zgodnie z Lematem 4.3. Stad ZA(P,-I)Jr ZA(Pf )+ ZA(P,. )=

i=k+1 i=k+1 i=k+1

m—-1 k
ZA(P,.). Podstawiajac do wezesniejszego rownania otrzymujemy A(C) = ZA(P,) +
i=1

i=k+1

n m—1 n
D AP) + > AP) = D A(P), co mielismy wykaza¢.

i=m i=k+1 i=1

Dzigki rozpatrzeniu wszystkich przypadkéw, udowodnilismy Lemat 4.4.

Rozwazmy takg sytuacje, kiedy mamy czworoscian C, ktéry w dowolny sposob
jest podzielony na mniejsze czworosciany Cj, C,, ..., C,. Przyktadem takiego podziatu,
na ktorym bedzie ilustrowane ogoOlne rozumowanie jest przykltad z rysunku 27.

Pokazemy, ze suma wartosci A(C)), A(C»), ..., A(C,) réwna jest A(C).

Rys.27. Czworoscian C podzielony na czworosciany Cy, Cs, ..., C,.
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LEMAT 4.6

Jesli czworoscian C podzielimy w dowolny sposéb na czworosciany C;, C5, ..., C,

to A(C) = _EHJA(C,,).

DowOD LEMATU 4.6

Dowod Lematu 4.6 przedstawimy w trzech etapach.

Etap 1:

Przez dany czworoscian C prowadzimy plaszczyzny réwnolegle do podstawy,
w taki sposob, aby wszystkie wierzchotki czworoscianow C;, C,, ..., C, zawieraly sie
w tych plaszczyznach. Plaszczyzny podzielity czworoscian C na pryzmatoidy Py, Py, ...,
P, (rysunek 28).

Poprzez przecigcie plaszczyznami czworoscianu C otrzymalismy dodatkowy
podzial na pryzmatoidy P;, gdzie indeks i wskazuje na zawieranie si¢ mniejszych
pryzmatoidow P; w pryzmatoidzie P;, a indeks j wyznacza kolejnos¢ wystgpowania Pj;

w pryzmatoidzie P;. Zgodnie z tymi oznaczeniami otrzymujemy:

PI:P11+P13+...+PIN,
P3:P21+P33+“'+P3”2’

PI;I:Pnzl+P)112+u-+Pmnm

Rys. 28. Podzial czworoscianu C na pryzmatoidy Py, P, ..., Py. W tych pryzmatoidach zawierajq sie

pryzmatoidy By, Py,..., P,, . Wyszczegélniony pryzmatoid P, = Py + P+ ..+ P, .

mny,
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Rozpatrujac kolejne pryzmatoidy P;, P, ..., P, zauwazamy, ze zawierajace sie

w nich mniejsze pryzmatoidy, spetniaja zalozenia Lematu 4.4. Dlatego zgodnie z tym

lematem suma poszczegolnych wartosci A(Py) réwna jest A(P;). Dla pryzmatoidéw
Py, Py, ..., P, zachodzi réwnosé A(P)= Y A(P,).

J=1 |

Na podstawie Lematu 4.2 wiemy, ze suma wartosci przypisanych kolejnym

i=1

m mon

Poniewaz A(C)=> A(P), A(P) =iA(R.j), stad A(C)= D> A(P)).

i=l j=1

ETAP2:

Przyjrzyjmy si¢ temu samemu podziatowi czworoscianu C na czworosciany C;,
Cs ..., C, oraz pryzmatoidy Py W kazdym czworoécianie Cy znajdujg pryzmatoidy Py
(rysunek 29).

pryzmatoidom P; wynosi A(C), czyli A(C) ZZA(P,.).
|

Rys. 29. Podziat czworoscianu C na czworosciany Cy, Cs, ..., C,.

Wyszczegdlniony pryzmatoid C; = P, + P, .

Suma wszystkich wartoci A(P;) dla pryzmatoidéw P; zawierajacych sie

W poszczegblnych czworoscianach Cy réwna jest zgodnie z Lematem 4.3 wartosci

A(Cp, czyli A(C) = Y AF)).

FeC,
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Etap 3:
Korzystajac z etapu 1 i 2 otrzymujemy:

YAC) = Y TAB) = DY AR) = AC), eayli AC) = 3 AC,), co koriczy
k=1 k=1 T,cC, il j=l k=1

dowod Lematu 4.6.

DowOD TWIERDZENIA 4
Po udowodnieniu wczesniejszych lematow mozemy przej$¢ do realizacji
P
glownego celu, czyli pokazania, ze wielkos¢ ZA(C,) nie zalezy od podziatu
i=]

wieloscianu W na czworosciany. Pokazemy, ze jesli C,, C,, ..., Cp oraz C,, Cs,..., C

Iz

yd r
(rys. 30) sq dwoma podzialami wieloscianu W na czworos$ciany, to ZA(C,.) =ZA(C;) .

i=1 i=]

'

Rys. 30. Podziat wielo$cianu W na czworosciany Cl, Cz: . Cp oraz C;, C‘z: ., C

!

Podziatna C,, C,, .., C, oraz C;, C,, .., C, spowodowal powstanie podziatu

wieloscianu W na mniejsze wielosciany. Jesli powstate wielo$ciany sg czworos$cianami, !
to pozostawiamy je bez zmian. Jesli natomiast nie sg czworoscianami, to dzielimy ‘
wielosciany na czworosciany (rysunek 31). Finalnie wieloscian W zostaje podzielony

na czworosciany K, K, ..., K,,.
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i
1
i
i
1
1
1
1
]
1
i
i
t
1
'
1
1
1
1

Rys. 31. Podzial jednego z wielosciandw, zawierajacych sie w wieloscianie W

na czworosciany K;, K, ..., K,

W kazdym czworoscianie z pierwszego podziatu (podziatu na czworosciany C},
C,, ..., Cp), znajduje si¢ pewna liczba czworoscianow K;. Kazdy czworoscian C; mozna

przedstawié jako C; = K;; + ..+ Kj. Korzystajac z Lematu 4.5, otrzymujemy

A(CY)= ZA(K ;). Sumujac kolejne wartoéci dla czworoscianéw C;, otrzymujemy

K;cC;

{Z‘A(Ci) =iA(Kj).

Postepujac w ten sam sposéb w przypadku drugiego podzialu (podziatu na
czworosciany C,, C,, ..., C.), otrzymujemy C,= K, + ... + K, czyli A(C) =

ZA(K ;). Sumujace kolejne wartosci dla czworo$cianow C;, otrzymujemy ZA(C;)
i=1

KjCC;
= Y A(K)).
Jj=1
p n ¥ n
Poniewaz ZA(C,.)=ZA(K ;) oraz ZA(C;) ZZA(K ;)» to z przechodniosci
i=1 j=l i=1 j=1

p 8
otrzymujemy ZA(Ci) =ZA(C;) , czyli wartosci te sa réwne niezaleznie od podziatu
i=1 i=1

na czworo$ciany danego wieloscianu, co konczy dowod Twierdzenia 4.

P
Wartos¢ ZA(C,.) przypiszemy wieloscianowi W i bedziemy nazywac

i=1

ja objetoscia wieloscianu. Teraz mozemy podac Scista definicje.
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DEFINICJA:

Objetoscig wieloscianu C nazywamy wielkos¢ A(C) =ZA(C,.), gdzie Cj,
i=1
C, .., C, sa dowolnym podzialem wielo$cianu C na niezachodzace na siebie

. . ' S, - H, ; 5 3
czworosciany (majace roztaczne wngtrza), a A(C;) = ——'—3—’ (S; jest dowolng Sciang

czworoscianu C;, za$ H; jest wysokoscig opuszezona na t¢ Sciang).
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Rozdziat 4
AKSJOMATY OBJETOSCI

Zdefiniowana w poprzednim rozdziale funkcja A(W) posiada nastepujace

wlasnosci, zwane aksjomatami objetosci.

1. AKSJOMAT MONOTONICZNOSCI:

Jesli wieloscian W; zawiera si¢ w wielo$cianie W5, to A(W;) < A(W)).

DowoDb:
Rozpatrzmy dwa przypadki.
a) Jesli W, = W, to A(W;) = A(W>), czyli teza jest spelniona.
b) Jesli Wy W, 1 W; # W, to istnieja niezachodzace na siebie i na W, czworosciany

C,, C,, .., C,, takie, ze wielo$cian W, mozna przedstawi¢ jako W, = W; + C,+

Cy+..+C,. Jesli W;=C, +C,+..+C,, to W,=C, +C,+..+C, +C, + C,

m?

+ ..+ C,, awtedy A(W)=) AC)+Y AC)=AW)+ Y A(C)). Poniewaz

i=1 i=1 i=1

AcH=5 '3H" >0, to A(W;) < A(W). j

2. AKSJOMAT ADDYTYWNOSCI (SUMY):
Jesli wieloSciany W; i W, nie zachodzg na siebie, to istnieje zaleznosé

AW 1O W2) = AW)) + A(W2).

DowoOD:

Wieloscian W; mozna przedstawi¢ jako W; = C, + C, + ... + £y natomiast

wieloscian W, jako W, = C, + C, +.. + C,, dlatego W;UW,= C, + C, + ... +

P r p
C,+ Ci+ Cy, +..+C. Stad AW +W2) = AD.C, +D.C;) = D AC,) +
i=1

i=1 i=1

iA(C}) = A(W)) + A(W).

i=1
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3. AKSJOMAT PRZYSTAWANIA:

Jesli wielosciany W; i W, saqprzystajace, to A(W;) = A(W2).

DowoD:
Niech W;=C, + C, +... + €. czyli A(Wr) = A(C) +A(C) +...+ A(C)).

Skoro W; = W, to W, mozna podzieli¢ na czworosciany C,, C,, .., C,, takie

e =0, C =06 €, = C,. Poniewaz w przystajacych czworo$cianach

"i;’f = A(C) ezyli

odpowiednie pola podstawy i wysokosci sg roéwne to A(C,) =

A(C,)=A(C)). Stad A(W7) = A(C)) + A(C2) + ... + A(Cy) = A(C))+ A(C)) + ... +

A(C,) = AW)).

4. AKSJOMAT JEDNOSTKI:

Dla pewnego ustalonego szescianu Wy o krawedzi o dlugosci 1, zachodzi roéwnosé

A(Wp)=1.

Dowob:
Dany jest szescian Wy o dlugosci krawedzi 1. Dokonujac podzialu szescianu
szeScioma plaszczyznami przechodzacymi przez przeciwlegte krawedzie, otrzymujemy

24 czworoscianow C. Powstale czworoSciany majg wspolny wierzchotek (przeciecie

wszystkich plaszczyzn). Wysokos¢ powstatych czworoscianow wynosi > a pole
1 . -

podstawy 2 (podstawa jest 2 Sciany szesciokata).

1

2

AWy) = A4 C) = 24 A(C) =245 '3H =24

NG
w

=1, co nalezato pokazac.
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