
Zadania z Geometrii Elementarnej 1
Lista 3. Pole powierzchni bry l obrotowych.

0. Sprawdź, że wzór P = 2πρλ na pole pierścienia stożkowego (gdzie ρ jest promieniem rdzenia,
zaś λ jest d lugościa

‘
tworza

‘
cej [pobocznicy] pierścienia) stosuje sie

‘
również do naste

‘
puja

‘
cych

figur: powierzchnia boczna walca, pierścień na p laszczyźnie zawarty pomie
‘
dzy dwoma wspó l-

środkowymi okre
‘
gami, powierzchnia boczna stożka (nie ście

‘
tego).

1. Z kwadratu utworzono dwie bry ly obrotowe, obracaja
‘
c go wokó l prostej przechodza

‘
cej przez

(a) środki przeciwleg lych boków, (b) dwa przeciwleg le wierzcho lki.
Która z tych dwu bry l ma mniejsze pole powierzchni? A jaka be

‘
dzie odpowiedź na analogiczne

pytanie dla sześcioka
‘
ta foremnego?

2. Bry la B powstaje przez obrót w przestrzeni sześcioka
‘
ta foremnego o boku a wokó l osi zawiera-

ja
‘
cej jeden z jego boków. Oblicz pole powierzchni bry ly B. Zrób to samo dla ośmioka

‘
ta

foremnego.
3. Oblicz pole powierzchni bry ly powsta lej przez obrót wokó l osi Oy trójka

‘
ta o wierzcho lkach:

(a) A(1, 0), B(3, 0), C(2, 2), (b) A(1, 0), B(2, 1), C(2,−1), (c) A(2, 0), B(3, 1), C(4,−1).
4. Kwadrat o boku 2a umieszczono na p laszczyźnie w ten sposób, że jego środek znajduje sie

‘
w

odleg lości d > a
√

2 od osi Oy, a naste
‘
pnie utworzono bry le

‘
obrotowa

‘
B obracaja

‘
c ten kwadrat

wokó l osi Oy.
(a) Wylicz pole powierzchni bry ly B w przypadku, gdy boki kwadratu sa

‘
równoleg le i prosto-

pad le do osi Oy, oraz w przypadku gdy boki te sa
‘
nachylone pod ka

‘
tem 45◦ do osi Oy.

(b) Uzasadnij, że pole powierzchni bry ly B jest sta le, niezależnie od ka
‘
ta nachylenia boków

kwadratu do osi Oy.
5. Sformu luj i uzasadnij uogólnienie w lasności z punktu (b) poprzedniego zadania dla przypadków

gdy kwadrat jest zasta
‘
piony przez:

(a) dowolny prostoka
‘
t;

(b) dowolny wieloka
‘
t foremny.

6. Figure
‘

p laska
‘

be
‘
da

‘
ca

‘
suma

‘
dwóch kó l o promieniu r i o środkach odleg lych o r obrócono w

przestrzeni wokó l prostej przechodza
‘
cej przez środki obu tych kó l. Oblicz pole powierzni tak

utworzonej bry ly obrotowej.
7. Figura F jest suma

‘
ko la o promieniu r oraz trójka

‘
ta równobocznego o boku 2r którego jeden

wierzcho lek pokrywa sie
‘

ze środkiem ko la. Oblicz pole powierzchni bry ly obrotowej powsta lej
przez obrót figury F wokó l jej osi symetrii.

8. Na p laszczyźnie Oxy dana jest  lamana A0A1 . . . An, przy czym każdy punkt Ai ma wspó lrze
‘
dne

(i, yi), yi > 0. Oblicz pole powierzchni obrotowej otrzymanej przez obrót tej  lamanej w
przestrzeni wokó l osi Ox.

9. Dla danej kuli o promieniu r znajdź:
(a) stożek wpisany w ta

‘
kule

‘
o maksymalnym polu powierzchni ca lkowitej;

(b) stożek na niej opisany, o najmniejszym polu powierzchni ca lkowitej.
10. Na paszczynie dana jest prosta L, punkt O w odleg lości d od tej prostej, oraz ko lo K o

promieniu r < d i środku O. Oblicz pole powierzchni bry ly obrotowej, zwanej torusem,
powsta lej przez obrót ko la K w przestrzeni, wokó l prostej L.
Wskazówki:
(1) Rozważ 2n-ka

‘
ty foremne opisane na kole K, o dwóch bokach prostopad lych do L.

(2) Przejdź do granicy, przy n → ∞, z polem powierzchni kawa lkami stożkowych otrzymanych
przez obrót powyższych 2n-ka

‘
tów wokó l prostej L.

11. Ko lo K z poprzedniego zadania podzielono na dwa pó lkola prosta
‘
równoleg la do L, i pó lkole

pliższe L nazwano P1, zaś pó lkole dalsze - P2. Powierzchnie
‘

Σ1 utworzono przez obrót P1

wokó l L, zaś powierzchnie
‘

Σ2 analogicznie za pomoca
‘
P2. Oblicz pola powierzchni Σ1 i Σ2.
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Twierdzenie Pappusa-Guldina

Niech Γ be
‘
dzie krzywa

‘
bez samoprzecie

‘
ć na p laszczyźnie Oxy, o d lugości L, i niech C be

‘
dzie

środkiem cie
‘
żkości tej krzywej. Niech PΓ be

‘
dzie powierzchnia

‘
obrotowa

‘
otrzymana

‘
z krzywej Γ

przez obrót w przestrzeni wokó l osi Oy, i niech d be
‘
dzie odleg lościa punktu C os osi Oy. Twierdzenie

Pappusa-Guldina mówi, że pole powierzchni PΓ wynosi 2πdL, czyli jest równe iloczynowi d lugości
krzywej Γ oraz d lugości okre

‘
gu zakreślonego przez środek cie

‘
żkości S w obrocie wokó l osi Oy.

12. Sprawdź, że dla przyk ladów z zadań 2 i 3 Twierdzenie Pappusa-Guldina rzeczywíscie zachodzi
(za krzywa

‘
Γ bierzemy  lamana

‘
be

‘
da

‘
ca

‘
brzegiem odpowiedniego wieloka

‘
ta).

Rozważmy  lamana
‘

Γ = A0A1 . . . An bez samoprzecie
‘
ć, i oznaczmy przez di d lugości jej sk lado-

wych odcinków, di = |Ai−1Ai|, zaś przez Si środki tych sk ladowych odcinków. Środkiem cie
‘
żkości

 lamanej Γ nazywamy taki punkt C, dla którego

d1 ·
−−→
CS1 + . . . dn · −−→CSn = 0

13. Uzasadnij, za pomoca
‘
rachunku we wspó lrze

‘
dnych, że punkt C o powyższej w lasności zawsze

istnieje, i jest jednoznacznie określony. (Przyjmij oznaczenia na wspó lrze
‘
dne punktów Si.)

14. Pokaż, że gdy Γ jest brzegiem trójka
‘
ta, to na ogó l środek cie

‘
żkości Γ nie pokrywa sie

‘
ze

środkiem cieżkości trójka
‘
ta (czyli punktem przecie

‘
cia jego środkowych).

15. Udowodnij Twierdzenie Pappusa-Guldina dla dowolnej  lamanej Γ jak wyżej, roz la
‘
cznej z osia

‘
Oy, i obracanej woko l tej osi. Wskazówka: skorzystaj z powyższej charakteryzacji środka
cie

‘
żkości  lamanej Γ i z tego, że rzut prostoka

‘
tny sumy wektorów na oś Ox jest równy sumie

ich rzutów.
16. Pos luguja

‘
c sie

‘
Twierdzeniem Pappusa-Guldina, oraz wzorem na pole powierzchni wycinka

sfery, wyznacz środki cie
‘
żkości:

(a) po lówki okre
‘
gu,

(b) ćwiartki okre
‘
gu,

(c) dowolnego  luku okre
‘
gu o ka

‘
cie środkowym θ < π.
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