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Zadania z Geometrii Elementarnej 1
Lista 3. Pole powierzchni bryl obrotowych.

Sprawdz, ze wzér P = 2mpA na pole pierscienia stozkowego (gdzie p jest promieniem rdzenia,
za$ A jest dlugoscia tworzacej [pobocznicy| pierscienia) stosuje sie réwniez do nastepujacych
figur: powierzchnia boczna walca, pierscienn na plaszczyznie zawarty pomiedzy dwoma wspot-
srodkowymi okregami, powierzchnia boczna stozka (nie $cietego).

. Z kwadratu utworzono dwie bryly obrotowe, obracajac go wokot prostej przechodzacej przez

(a) érodki przeciwlegtych bokéw, (b) dwa przeciwlegle wierzchotki.

Ktéra z tych dwu bryl ma mniejsze pole powierzchni? A jaka bedzie odpowiedz na analogiczne

pytanie dla sze$ciokata foremnego?

Bryla B powstaje przez obrét w przestrzeni szesciokata foremnego o boku a wokét osi zawiera-

jacej jeden z jego bokéw. Oblicz pole powierzchni bryly B. Zréb to samo dla o$Smiokata

foremnego.

Oblicz pole powierzchni bryty powstatej przez obrét wokét osi Oy trdjkata o wierzchotkach:

(a) A(l,O),B(3,0),C(2,2), (b) A(1>O)7B(2a 1)a0(27_1)7 (C) A(270)¢B(37 1)70(47_]—)'

Kwadrat o boku 2a umieszczono na plaszczyznie w ten sposéb, ze jego srodek znajduje sie w

odlegloéci d > a+/2 od osi Oy, a nastepnie utworzono bryle obrotowa B obracajac ten kwadrat

wokét osi Oy.

(a) Wylicz pole powierzchni bryty B w przypadku, gdy boki kwadratu sa réwnolegte i prosto-
padie do osi Oy, oraz w przypadku gdy boki te sa nachylone pod katem 45° do osi Oy.

(b) Uzasadnij, ze pole powierzchni brylty B jest stale, niezaleznie od kata nachylenia bokéw
kwadratu do osi Oy.

Sformutyj i uzasadnij uogélnienie wtasnosci z punktu (b) poprzedniego zadania dla przypadkdw

gdy kwadrat jest zastapiony przez:

(a) dowolny prostokat;

(b) dowolny wielokat foremny.

Figure ptaska bedaca suma dwéch két o promieniu 7 i o $rodkach odleglych o r obrécono w

przestrzeni wokoét prostej przechodzacej przez srodki obu tych két. Oblicz pole powierzni tak

utworzonej bryly obrotowe;j.

Figura F' jest suma kota o promieniu r oraz tréjkata réwnobocznego o boku 2r ktérego jeden

wierzcholek pokrywa sie ze srodkiem kota. Oblicz pole powierzchni bryly obrotowej powstatej

przez obrét figury F' wokol jej osi symetrii.

Na plaszczyznie Oxy dana jest tamana AgA; ... A,, przy czym kazdy punkt A; ma wspélrzedne

(i,9:), yi > 0. Oblicz pole powierzchni obrotowej otrzymanej przez obrét tej tamanej w

przestrzeni wokot osi Ox.

Dla danej kuli o promieniu r znajdz:

(a) stozek wpisany w ta, kule o maksymalnym polu powierzchni catkowitej;

(b) stozek na niej opisany, o najmniejszym polu powierzchni catkowitej.

Na paszczynie dana jest prosta L, punkt O w odlegtosci d od tej prostej, oraz koto K o

promieniu r < d i srodku O. Oblicz pole powierzchni bryly obrotowej, zwanej torusem,

powstalej przez obrét kota K w przestrzeni, wokot prostej L.

Wskazowki:

(1) Rozwaz 2n-katy foremne opisane na kole K, o dwéch bokach prostopadtych do L.

(2) Przejdz do granicy, przy n — oo, z polem powierzchni kawatkami stozkowych otrzymanych
przez obrét powyzszych 2n-katéw wokol prostej L.

Kolo K z poprzedniego zadania podzielono na dwa pétkola prosta réwnolegta do L, i poétkole

plizsze L nazwano Pj, zas potkole dalsze - P. Powierzchnie ¥, utworzono przez obrét Py

wokot L, zas powierzchnie Yo analogicznie za pomoca, P». Oblicz pola powierzchni 3 i 3.
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Twierdzenie Pappusa-Guldina

Niech I' bedzie krzywa, bez samoprzecie¢ na plaszczyznie Ozy, o dlugoséci L, i niech C' bedzie
Srodkiem ciezkosci tej krzywej. Niech Pr bedzie powierzchnia obrotowa otrzymanag z krzywej I'
przez obrét w przestrzeni wokot osi Oy, i niech d bedzie odlegloscia punktu C os osi Oy. Twierdzenie
Pappusa-Guldina méwi, ze pole powierzchni Pr wynosi 2wdL, czyli jest réwne iloczynowi dlugosci
krzywej ' oraz dtugosci okregu zakreslonego przez srodek ciezkosci S w obrocie wokét osi Oy.

12. Sprawdz, ze dla przyktadéw z zadan 2 i 3 Twierdzenie Pappusa-Guldina rzeczywiscie zachodzi
(za krzywa, I' bierzemy lamana, bedaca, brzegiem odpowiedniego wielokata).

Rozwazmy tamana I' = AgA; ... A, bez samoprzecie¢, i oznaczmy przez d; dlugosci jej sktado-
wych odcinkéw, d; = |4;-14;|, zas przez S; srodki tych skladowych odcinkéw. Srodkiem ciezkosci
tamanej I' nazywamy taki punkt C', dla ktérego

d,-CS, +...d, -CS. =0

13. Uzasadnij, za pomoca, rachunku we wspétrzednych, ze punkt C' o powyzszej wlasnosci zawsze
istnieje, i jest jednoznacznie okreslony. (Przyjmij oznaczenia na wspéhzedne punktéw S;.)

14. Pokaz, ze gdy I' jest brzegiem tréjkata, to na ogdt érodek ciezkosci I' nie pokrywa sie ze
srodkiem ciezkosci tréjkata (czyli punktem przeciecia jego srodkowych).

15. Udowodnij Twierdzenie Pappusa-Guldina dla dowolnej tamanej I' jak wyzej, rozlacznej z osia,
Oy, i obracanej wokot tej osi. Wskazéwka: skorzystaj z powyzszej charakteryzacji srodka
ciezkosci tamanej I' i z tego, ze rzut prostokatny sumy wektorow na o$§ Oz jest réwny sumie
ich rzutéw.

16. Postugujac sie Twierdzeniem Pappusa-Guldina, oraz wzorem na pole powierzchni wycinka
sfery, wyznacz srodki ciezkosci:

(a) poléwki okregu,
(b) ¢éwiartki okregu,
(c) dowolnego tuku okregu o kacie srodkowym 6 < .



