
KONSTRUKCJE GEOMETRYCZNE I ELEMENTY TEORII GALOIS
LISTA 9. AUTOMORFIZMY CIA L i GRUPY GALOIS

Automorfizmy cia l

1. Pokaż, że liczba i
√

2 jest pierwiastkiem kwadratowym z pewnej liczby wymiernej, i
rozważ rozszerzenie kwadratowe Q(i

√
2) = {a + bi

√
2 : a, b ∈ Q} cia la Q. Uzasadnij,

że odwzorowanie σ : Q(i
√

2)→ Q(i
√

2) określone wzorem σ(a+bi
√

2) = a−bi
√

2 jest
automorfizmem cia la Q(i

√
2).

2. Znajdź wszystkie automorfizmy cia la Q( 4
√

2). Wskazówka: najpierw zbadaj jakie
liczby moga

‘
być obrazami liczby 4

√
2 przez automorfizmy cia la Q( 4

√
2) (sa

‘
dwie możli-

wości); naste
‘
pnie zapisz wzorem wszystkie potencjalne automorfizmy, w formie ψ(a+

b 4
√

2 + c 4
√

4 + d 4
√

8) = . . .; sprawdź, że każdy z tak uzyskanych wzorów rzeczywíscie
daje automorfizm (sprawdź, że ψ(x+ y) = ψ(x) +ψ(y) oraz ψ(x · y) = ψ(x) ·ψ(y) dla
dowolnych x, y ∈ Q( 4

√
2)).

3. (a) Liczba zespolona z0 = a + bi jest pierwiastkiem wielomianu f o wymiernych
wspó lczynnikach. Uzasadnij, że wówczas liczba sprze

‘
żona z̄0 = a − bi też jest

pierwiastkiem tego wielomianu. Wskazówka: skorzystaj z tego, że z + z′ = z̄+z′,
z̄n = zn oraz ā = a dla a ∈ Q.

(b) Uzasadnij, że dla dowolnego f ∈ Q[x] sprze
‘
żenie zespolone ψ(z) = z̄ jest auto-

morfizmem cia la rozk ladu Qf wielomianu f .

Grupy Galois

4. (a) Uzasadnij, że cia lem rozk laduQf wielomianu f(x) = (x2−2)(x2−3) = x4−5x2+6
jest cia lo Q(

√
2,
√

3) = {a+ b
√

2 + c
√

3 + d
√

6 : a, b, c, d ∈ Q}.
(b) Znajdź wszystkie automorfizmy cia la Qf z punktu (a) sta le na Q, czyli wszystkie

automorfizmy z grupy Galois Gal(Qf/Q). Wskazówka: uzasadnij najpierw, że
dla dowolnego automorfizmu ψ ∈ Gal(Qf/Q) zachodza

‘
zależności ψ(

√
2) = ±

√
2

oraz ψ(
√

3) = ±
√

3; wykorzystaj te zależności do zapisania wzorów na wszys-
tkie potencjalne automorfizmy, w formie ψ(a + b

√
2 + c

√
3 +
√

6) = . . . (cztery
możliwści); sprawdź, że każdy z tak uzyskanych wzorów rzeczywíscie daje auto-
morfizm (sprawdź, że ψ(x+ y) = ψ(x) + ψ(y) oraz ψ(x · y) = ψ(x) · ψ(y)).

(c) Ponumeruj pierwiastki wielomianu f liczbami 1, 2, 3, 4 i wyznacz permutacje z
grupy S4 odpowiadaja

‘
ce temu, jak poszczególne automorfizmy opisane w punkcie

(b) permutuja
‘
te pierwiastki.

(d) Sprawdź, że grupa Gal(Qf/Q) jest abelowa. Sprawdź też, że jest ona (izomor-
ficzna z) grupa

‘
czwórkowa

‘
Kleina.

5. (a) Pokaż, że cia lo Q( 3
√

2) jest cia lem rozk ladu wielomianu x3 − 2.
(b) Uzasadnij, że jedynym automorfizmem cia la Q( 3

√
2) jest identyczność, wie

‘
c grupa

Gal(Q( 3
√

2)/Q) jest jednoelementowa (trywialna). Wskazówka: najpierw uza-
sadnij, że 3

√
2 jest elementem sta lym dowolnego automorfizmu σ cia la Q( 3

√
2), a

naste
‘
pnie skorzystaj z ogólnej postaci elementów tego cia la.

6. Niech ε5 be
‘
dzie pierwotnym pierwiastkiem stopnia 5 z 1.

(a) Uzasadnij, że każda liczba z cia la Q(ε5) jednoznacznie przedstawia sie
‘

w postaci
a+ bε5 + cε25 + dε35 + eε45, gdzie a, b, c, d, e ∈ Q.

(2) Wywnioskuj, że cia lo Q(ε5) jest cia lem rozk ladu wielomianu x5 − 1.
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(3) Znajdź automorfizm σ cia la Q(ε5) taki, że σ(ε5) = ε25. Wskazówka: znajdź σ(εk5)
dla k = 0, 1, 2, 3, 4, potem ogólny wzór na σ, i wreszcie uzasadnij że ten wzór
określa automorfizm.

(4) Wyznacz permutacje
‘
zbioru pierwiastków 1, ε5, ε

2
5, ε

3
5, ε

4
5 wielomianu x5−1 zadana

‘
przez automorfizm σ.

(5) Znajdź pozosta le automorfizmy cia la Q(ε5) (wraz z trywialnym jest ich cztery).
Uzasadnij, że te cztery automorfizmy tworza

‘
grupe

‘
Galois Gal(Q(ε5)/Q). Opisz

te
‘

grupe
‘

jako grupe
‘

permutacji pierwiastków wielomianu x5 − 1, znajduja
‘
c per-

mutacje zadane przez wszystkie te automorfizmy.
(6) Sprawdź, że grupa Gal(Q(ε5)/Q) jest abelowa, i że jest ona (izomorficzna z) grupa

‘
cykliczna

‘
Z4 (oznaczana

‘
też czasem jako C4).

7. Uzasadnij, że cia lem rozk ladu wielomianu w(x) = (x2−x−1)(x2+x−1) = x4−3x+1
jest cia lo Qw = Q(

√
5). Uzasadnij, że grupa Galois Gal(Qw/Q) sk lada sie

‘
z dwóch

automorfizmów i znajdź permutacje z grupy S4 odpowiadaja
‘
ce permutacjom czterech

pierwiastków wielomianu w zadanym przez te automorfizmy.

8. Uzasadnij, że jeśli wielomian W ∈ Q[x] jest iloczynem dwóch istotnie różnych (czyli
nie be

‘
da

‘
cych swoimi wymiernymi krotnościami) wielomianów U i V nierozk ladalnych

nad Q, to
(a) zbiory pierwiastków wielomianów U i V sa

‘
roz la

‘
czne, i w sumie daja

‘
ca ly zbiór

pierwiastków wielomianu W ;
(b) grupa Galois wielomianu W permutuje osobno pierwiastki wielomianów U i V .

9. [Wielomian o nieabelowej grupie Galois.]
(a) Niech ε3 be

‘
dzie pierwotnym pierwiastkiem stopnia 3 a liczby 1, czyli liczba

‘
zespolona

‘
ε3 = cos 2π

3 + i sin 2π
3 = − 1

2 + i
√
3
2 . Sprawdź, że ε23 + ε3 + 1 = 0 i

wywnioskuj, że ε3 jest liczba
‘
algebraiczna

‘
stopnia 2.

(b) Uzasadnij, że zespolone pierwiastki wielomianu f(x) = x2−2 to liczby 3
√

2, ε3
3
√

2
i ε23

3
√

2.
(c) Uzasadnij, że cia lo rozk ladu Qf wielomianu f = x3 − 2 to cia lo Q( 3

√
2, ε3), i że

zbiór 1, 3
√

2, 3
√

4, ε3, ε3
3
√

2, ε3
3
√

4 jest baza
‘
rozszerzenia Q ⊂ Qf .

(d) Uzasadnij, że dla dowolnego automorfizmu ψ ∈ Gal(Qf/Q) zachodza
‘

zwia
‘
zki

ψ(ε3) ∈ {ε3, ε23} oraz ψ( 3
√

2) ∈ { 3
√

2, ε3
3
√

2 i ε23
3
√

2}.
(e) Znajdź wzory potencjalnych sześciu automorfizmów z grupy Gal(Qf/Q) w formie

ψ(a + b 3
√

2 + c 3
√

4 + dε3 + gε3
3
√

2 + hε3
3
√

4) = . . ., dla dowolnej kombinacji z
wymiernymi wspó lczynnikami elementów bazowych z punktu (c). Sprawdź, że
wszystkie te wzory określaja

‘
rzeczywiste automorfizmy cia la Qf .

(f) Znajdź permutacje pierwiastków wilomianu f wyznaczone przez automorfizmy z
punktu (e) i sprawdź, że sa

‘
to wszystkie permutacje z S3. Wywnioskuj, że grupa

Gal(Qf/Q) nie jest abelowa.
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