
Podstawy geometrii i geometrie nieeuklidesowe
Lista 1. Aksjomaty pola dla wieloka

‘
tów.

1. Pos luguja
‘
c sie

‘
aksjomatami pola oraz wywiedzionymi z aksjomatów (na wyk ladzie)

w lasnościami, a także znanymi z geometrii w lasnościami figur, wyprowadź wzory na
pole: (a) równoleg loboku, (b) trójka

‘
ta, (c) trapezu. W przypadku trudności z przy-

padkiem ogólnym zacznij od przypadków  latwiejwszych: równoleg loboku o bocznych
krawe

‘
dziach nie za bardzo pochylonych, trójka

‘
ta prostoka

‘
tnego, trójka

‘
ta i trapezu

równoramiennego. W poszczególnych podpunktach tego zadania możesz też korzystać
z podpunktów poprzednich.

2. Zbadaj, które aksjomaty pola sa
‘
spe lnione, a które nie sa

‘
, przez poszczególne funkcje

Pi opisane poniżej:
(a) P1(W ) := 1 dla każdej figury W ;

(b) P2(W ) := 1/4 ·O(W ), gdzie O(W ) jest obwodem figury W ;
(c) niech C be

‘
dzie ustalonym okre

‘
giem na p laszczyźnie i niech P3(W ) be

‘
dzie d lugo-

ścia
‘
tej cze

‘
ści okre

‘
gu C, która jest zawarta w W ;

(d) rozważmy na p laszczyźnie punkty kratowe, tzn. punkty maja
‘
ce w pewnym ustalo-

nym uk ladzie wspó lrze
‘
dnych obie wspó lrze

‘
dne ca lkowite, i niech P4(W ) := w +

1/2 · b − 1, gdzie w jest ilościa
‘
punktów kratowych leża

‘
cych wewna

‘
trz W , zaś b

ilościa
‘
punktów kratowych na brzegu W ;

(e*) oznaczmy przez wyp(W ) tzw. otoczke
‘

wypuk la
‘

figury W , czyli najmniejsza
‘
figure

‘
wypuk la

‘
zawieraja

‘
ca

‘
figure

‘
W , i niech P5(W ) := 1/4 · O(wyp(W )), gdzie O

oznacza obwód.
3. Uzasadnij, że zaste

‘
puja

‘
c jeden z aksjomatów pola innym aksjomatem jak poniżej

otrzymamy równoważny uk lad aksjomatów:
(a) aksjomat jednostki aksjomatem: ”pole ustalonego kwadratu o boku 2 wynosi 4”;
(b) aksjomat monotoniczności aksjomatem: ”P (W ) ≥ 0 dla każdego wieloka

‘
ta W”;

(c) aksjomat przystawania s labszym aksjomatem przystawania trójka
‘
tów: ”przysta-

ja
‘
ce trójka

‘
ty maja

‘
równe pola”;

(d*) aksjomat jednostki aksjomatem: ”pole ustalonego trójka
‘
ta równobocznego o boku

1 wynosi
√

3/4”.

4. Uzasadnij, że naste
‘
puja

‘
cych stwierdzeń nie da sie

‘
udowodnić bez odwo lania sie

‘
do ak-

sjomatu przystawania (a wie
‘
c wy la

‘
cznie na podstawie trzech pozosta lych aksjomatów

pola):

(a) każdy kwadrat jednostkowy ma pole 1;
(b) pole trójka

‘
ta powsta lego z podzia lu dowolnego prostoka

‘
ta przeka

‘
tna

‘
jest równe

po lowie pola tego prostoka
‘
ta;

(c) istnieja
‘
wieloka

‘
ty o dowolnie dużych polach;

(d) równoleg loboki o równych podstawach i równych wysokościach maja
‘
równe pola;

5. Uzasadnij, że stwierdzeń (b), (c) i (d) z zadania 4 nie da sie
‘

udowodnić bez korzystania
z aksjomatu sumy. A czy bez aksjomatu sumy można udowodnić, że każdy prostoka

‘
t

o obu bokach d lugości ≥ 1 ma pole ≥ 1?
6. Niech P0 be

‘
dzie zwyk lym polem figur wieloka

‘
tnych. Zbadaj, które aksjomaty pola sa

‘
spe lnione, a które nie sa

‘
, przez poszczególne funkcje Pi opisane poniżej:

(a) P6(W ) := 1/2 · P0(W ) + 1/2;
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(b) P7(W ) := min(P0(W ), 1000);
(c) ustalmy pewna

‘
pó lp laszczyzne

‘
E zawieraja

‘
ca

‘
kwadrat jednostkowy K be

‘
da

‘
cy

wzorcem pola (kwadrat z aksjomatu jednostki) i niech P8(W ) := P0(W ∩ E).
7. Czy zaste

‘
puja

‘
c aksjomat sumy aksjomatem ”P (W1 ∪ W2) ≤ P (W1) + P (W2) dla

dowolnych figur wieloka
‘
tnych W1 i W2” otrzymamy równoważny uk lad aksjomatów?

8. Czy stwierdzenie ”wśród prostoka
‘
tów o ustalonym jednym boku ten, którego drugi

bok jest d luższy nie moż e mieć mniejszego pola” jest niezależne od uk ladu aksjomatów
(a) AS, AM, AJ; (b) AP, AM, AJ?

9. Czy stwierdzenie ”pole wieloka
‘
ta jest równe po lowie kwadratu średnicy tego wieloka

‘
-

ta” (gdzie średnica to maksymalna odleg lość mie
‘
dzy punktami wieloka

‘
ta) można

obalić za pomoca
‘

(a) aksjomatów pola;
(b) samych tylko aksjomatów AP, AM, AJ?

10. Czy uk lad sk ladaja
‘
cy sie

‘
z aksjomatów AP, AM, AJ oraz z zaprzeczenia aksjomatu

AS jest niesprzeczny?
11. Czy uk lad sk ladaja

‘
cy sie

‘
z aksjomatów AS, AP, AJ oraz z aksjomatu ”pola wieloka

‘
tów

podobnych sa
‘
sobie równe” jest niesprzeczny?

12. Czy te spośród uk ladów aksjomatów z zadań 10 i 11, które sa
‘
niesprzeczne, sa

‘
również

zupe lne?
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