
Aksjomaty geometrii euklidesowej wg Davida Hilberta, 1899 r.
(nieco zmodyfikowane)

Poje
‘
cia pierwotne:

1. punkt,
2. prosta,
3. relacja należenia (dla par punkt–prosta), oznaczana symbolem ∈,
4. relacja porza

‘
dku dla punktów z dowolnej prostej p, oznaczana symbolem <p,

5. miara odcinków, oznaczana symbolem m,
6. miara ka

‘
tów, oznaczana symbolem µ.

Inne poje
‘
cia pojawiaja

‘
ce sie

‘
w treści aksjomatów sa

‘
zdefiniowane za pomoca

‘
poje

‘
ć pierwotnych. Oto ich

definicje:
◦ dla różnych punktów A,B należa

‘
cych do prostej p odcinkiem AB nazywamy zbiór z lożony z punktów

A i B oraz z wszystkich punktów C takich, że A <p C <p B lub B <p C <p A;
◦ pó lprosta

‘
o pocza

‘
tku A nazywamy każdy zbiór postaci {A}∪{X ∈ p : A <p X} lub postaci {A}∪{X ∈

p : X <p A}, gdzie p jest dowolna
‘
prosta

‘
zawieraja

‘
ca

‘
punkt A;

◦ ka
‘
t to dwie pó lproste o wspólnym pocza

‘
tku nie leża

‘
ce na jednej prostej;

◦ pó lp laszczyzna
‘

ograniczona
‘

prosta
‘
p jest każdy zbiór postaci {Y : Y ∈ p} ∪ {C} ∪ {X : CX ∩ p = ∅},

gdzie C jest dowolnym punktem nienależa
‘
cym do p.

Aksjomaty incydencji (czyli dotycza
‘
ce relacji należenia)

I1. Dla dowolnych różnych punktów A i B istnieje dok ladnie jedna prosta p przechodza
‘
ca przez te punkty.

I2. Na każdej prostej leża
‘
przynajmniej 2 punkty.

I3. Istnieja
‘
3 punkty nie leża

‘
ce na jednej prostej.

Aksjomaty porza
‘
dku

P1. Dla punktów z dowolnej prostej p relacja <p jest relacja
‘
liniowego porza

‘
dku, tzn.:

(a) jeśli A <p B to A ̸= B;
(b) jeśli A ∈ p, B ∈ p oraz A ̸= B to zachodzi dok ladnie jedna z relacji A <p B, B <p A;
(c) jeśli A <p B i B <p C to A <p C.

P2. (aksjomat Moritza Pascha) Dla dowolnych niewspó lliniowych punktów A,B,C oraz dowolnej prostej p
nie przechodza

‘
cej przez żaden z punktów A,B,C jes li p przecina odcinek AB to przecina też dok ladnie

jeden spośród odcinków BC i AC.

Aksjomaty miary odcinków
M1. Dla każdego odcinka AB miara m(AB) jest liczba

‘
dodatnia

‘
.

M2. Dla każdej pó lprostej r o pocza
‘
tku w A i dla dowolnej liczby dodatniej d istnieje punkt B ∈ r taki, że

m(AB) = d.
M3. Jeśli A <p B <p C to m(AB) + m(BC) = m(AC).

Aksjomaty miary ka
‘
tów

K1. Dla każdego ka
‘
ta rs (utworzonego z pó lprostych r i s o wspólnym pocza

‘
tku) miara µ(rs) jest liczba

‘
z

otwartego przedzia lu (0, π).
K2. Dla dowolnej prostej p, dowolnej pó lp laszczyzny Ω ograniczonej przez p, dowolnej pó lprostej r zawartej

w p i dowolnej liczby α ∈ (0, π) istnieje pó lprosta s zawarta w Ω tworza
‘
ca wraz z r ka

‘
t rs taki, że

µ(rs) = α.
K3. Niech A,B,C i A′, B′, C ′ be

‘
da

‘
dwoma trójkami niewspó lliniowych punktów. Jeśli m(AB) = m(A′B′),

m(AC) = m(A′C ′) i µ(BAC) = µ(B′A′C ′) to µ(ABC) = µ(A′B′C ′).

Aksjomat równoleg lości
R. Jeśli punkt A nie leży na prostej p, to istnieje dok ladnie jedna prosta przechodza

‘
ca przez A i nie

przecinaja
‘
ca p.
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