
ROZMAITOŚCI RÓŻNICZKOWALNE. LISTA 1.

O rozmaitościach topologicznych

1. Uzasadnij, że jeśli w definicji rozmaitości topologicznej warunek lokalnej euklides-
owości zasta

‘
pimy którymkolwiek z naste

‘
puja

‘
cych warunków:

(a) każdy punkt posiada otwarte otoczenie homeomorficzne z otwarta
‘
kula

‘
w Rn,

(b) każdy punkt posiada otwarte otoczenie homeomorficzne z ca la
‘
przestrzenia

‘
Rn,

to otrzymamy definicje
‘

równoważna
‘
.

2. Uzasadnij, że każdy otwarty podzbiór rozmaitości topologicznej jest rozmaitościa
‘

topologiczna
‘
.

3. Uzasadnij, że jeśli rozmaitość M jest spójna, to jest też drogowo spójna, tzn. każde
dwa punkty p, q ∈ M można

‘
po laczyć cia

‘
g la krzywa

‘
γ : [0, 1] → M (taka

‘
, że γ(0) =

p, γ(1) = q). Wskazówka: dla ustalonego punktu p rozważ zbiór tych punktów q,
które można po laczyć z p krzywa

‘
cia

‘
g la.

4. Udowodnij, że jeśli (U,ϕ) jest mapa
‘
na rozmaitości M , zaś K jest zwartym podzbiorem

ϕ(U), to zbiór ϕ−1(K) jest (a) domknie
‘
ty w M , (b) zwarty. Pokaż też, że jeśli K jest

domknie
‘
ty w ϕ(U) to ϕ−1(K) nie musi być domknie

‘
ty w M .

5. Pokaż, że jeśli przestrzeń topologiczna ma przeliczalna
‘
baze

‘
, to z każdego jej pokrycia

zbiorami otwartymi można wybrać przeliczalne podpokrycie.

6. Korzystaja
‘
c z zadań 4 i 5 uzasadnij, że każda rozmaitośc M jest przeliczalna

‘
suma

‘
ot-

wartych podzbiorów homeomorficznych z otwartymi kulami w Rn, których domknie
‘
cia

w M sa
‘
homeomorficzne z domknie

‘
tymi kulami w Rn.

Zgodność map i atlasów, rozmaitości g ladkie

7. Uzasadnij, że lokalnie wokó l każdego punktu (x, y) 6= (0, 0) wspó lrze
‘
dne biegunowe na

R2 sa
‘
zgodne ze wspó lrze

‘
dnymi kartezjańskimi.

8. Pokaż, że wspó lrze
‘
dne geograficzne na sferze S2 (określone na dope lnieniu biegunów

i jednego z po ludników) sa
‘

zgodne ze standardowa
‘

struktura
‘

na S2. Wskazówka:
skorzystaj z parametrycznego równania sfery z użyciem wspó lrze

‘
dnych geograficznych.

9. Uzasadnij, że zgodność atlasów jest relacja
‘
symetryczna

‘
i przechodnia

‘
.

10. Uzasadnij, że każdy atlas A na rozmaitości M zawiera sie
‘

w dok ladnie jednym atlasie
maksymalnym (z lożonym ze wszystkich map na M zgodnych z A).

11. Uzasadnij, że produkt M×N rozmaitości topologicznych jest rozmaitościa
‘
topologicz-

na
‘
. Zak ladaja

‘
c, żeM iN sa

‘
rozmaitościami g ladkimi, opisz naturalny atlas definiuja

‘
cy

strukture
‘

g ladka
‘
na produkcie (i sprawdź, że mapy sa

‘
g ladko zgodne).

12. Znajdź g ladki atlas na R1 niezgodny ze standardowym. Zrób to samo dla S1.

W lasności ogólne odwzorowań przej́scia

13. Uzasadnij, że dla k ≥ 1 nie istnieje Ck-dyfeomorfizm pomie
‘
dzy otwartymi podzbio-

rami w Rn i Rm gdy n 6= m. Pozwoli to określić poje
‘
cie wymiaru g ladkiej rozmaitości

w sposób niezależny od topologicznego (znacznie trudniejszego) twierdzenia o nieist-
nieniu homeomorfizmu pomie

‘
dzy otwartymi podzbiorami w Rn i Rm.

14. Uzasadnij, że jakobian odwzorowań przej́scia pomie
‘
dzy mapami w Ck-rozmaitości, dla

k > 0, jest w każdym punkcie niezerowy.
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Funkcje g ladkie na rozmaitościach

15. Niech M be
‘
dzie rozmaitościa

‘
g ladka

‘
, p ∈ M ustalonym punktem, zaś f : M → R

funkcja
‘
rzeczywista

‘
na M . Uzasadnij, że jednokrotna różniczkowalność funkcji f ◦ϕ−1

w punkcie ϕ(p) nie zależy od wyboru mapy (U,ϕ) zawieraja
‘
cej p (tzn. takiej, że p ∈

U). Oznacza to, że jednokrotna różniczkowalność w punkcie jest dobrze określonym
poje

‘
ciem dla funkcji rzeczywistych na rozmaitości g ladkiej.

16. Wykaż, że nieróżniczkowalność funkcji f : M → R w punkcie p ∈ M jest dobrze
określonym poje

‘
ciem (nie zależy od mapy zawieraja

‘
cej p).

17. Mówimy że funkcja wielu zmiennych ma w pewnym punkcie pochodna
‘

zerowa
‘

gdy
odpowiedni funkcjona l liniowy przybliżaja

‘
cy funkcje

‘
na otoczeniu tego punktu, zadany

przez pochodne cza
‘
stkowe, jest zerowy. Pokaż, że zerowość i niezerowość pochodnej

funkcji f : M → R w punkcie p ∈ M nie zależy od wyboru mapy. Pokaż też, że
w każdym punkcie p rozmaitości M , w którym funkcja g ladka f : M → R osia

‘
ga

ekstremum lokalne, pochodna tej funkcji jest zerowa.
18. Niech F : R2 → R be

‘
dzie funkcja

‘
g ladka

‘
, i niech W (F ) = {(x, y, z) ∈ R3 : z =

F (x, y)} be
‘
dzie wykresem tej funkcji. Zadaj na wykresie W (F ) strukture

‘
g ladkiej

rozmaitości (za pomoca
‘
rzutu na p laszczyzne

‘
Oxy), a naste

‘
pnie udowodnij, że funkcja

odleg lości od dowolnego ustalonego punktu A ∈ R3 nie należa
‘
cego do W (F ), po

obcie
‘
ciu do tego wykresu, jest g ladka.

19. Rozważmy sfere
‘
S2 = {x ∈ R3 : |x| = 1}, i niech N = (0, 0, 1) be

‘
dzie jej biegunem

pó lnocnym. Uzasadnij, że funkcja f : S2 → R określona wzorem f(x) = |x−N |2 jest
funkcja

‘
g ladka

‘
. A co z funkcja

‘
g(x) = |x−N |?

Rozmaitości z brzegiem

20. Uzasadnij, że brzeg ∂M jest domknie
‘
ty w M .

21. Uzasadnij, że dla dowolnej g ladkiej funkcji f : M → R obcie
‘
cie f |∂M : ∂M → R jest

funkcja
‘
g ladka

‘
.

22. Niech F : Rn → R bedzie g ladka
‘
funkcja

‘
. Uzasadnij, że obszar pod wykresem funkcji

F określony przez ΩF = {(x, y) ∈ Rn ×R : y ≤ F (x)} jest rozmaitościa
‘
z brzegiem o

strukturze g ladkiej, która na wne
‘
trzu intΩF = {(x, y) ∈ Rn ×R : y < F (x)} pokrywa

sie
‘

ze zwyk la
‘
struktura

‘
otwartego podzbioru w Rn+1.

23. Uzasadnij, że Rn \ intDn = {x ∈ Rn : |x| ≥ 1} jest rozmaitościa
‘
z brzegiem.

24. B jest domknie
‘
ta

‘
kula

‘
w pewnym lokalnym uk ladzie wspó lrze

‘
dnych na g ladkiej roz-

maitości M . Uzasadnij, że M \ intB jest rozmaitościa
‘
z brzegiem.
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