ROZMAITOSCI ROZNICZKOWALNE. LISTA 3.

Przestrzen styczna

1. Niech X # 0 bedzie stala rzeczywista. Dla zbazowanej krzywej (c,to) € CpM rozwazmy
krzywa, c) zadana wzorem cy(t) = c¢(At). Uzasadnij, ze w przestrzeni wektorowej 1), M
zachodzi A - [, to] = [ex, to/A]-

2. Jak zmieniaja sie wektory styczne do krzywej na rozmaitosci M przy zmianie parame-
tryzacji tej krzywe;j?

3. Niech M bedzie rozmaitoscia z brzegiem, i niech p € M. Wyjasnij dlaczego mamy do
czynienia z inkluzja T,,(0M) C T, M. Uzasadnij tez, ze T,(0M) jest podprzestrzenia,
wektorowa, w T), M.

4. Dla p € OM niech X € T,M bedzie reprezentowany taka krzywa [c, to], ze w pewne]
mapie ¢ : U — H" = {x,, > 0} wokdl p, ¢ = (¢1,...,¢n), zachodzi (¢, oc) (ty) = 0.
(1) Uzasadnij, ze powyzsza wlasno$é nie zalezy od wyboru mapy wokét p.

(2) Uzasadnij, ze wektor X o tej wlasnosci jest wektorem stycznym do brzegu oM
(w sensie naturalnej inkluzji oméwionej w poprzednim zadaniu).

Rozniczki gladkich odwzorowan rozmaitosci

5. Niech f: M — N bedzie gtadkim odwzorowaniem, i niech p € M.
(1) uzasadnij, ze rzad odwzorowania v fo~1 w punkcie ¢(p) (odpowiadajacym punk-
towi p w mapie ¢) nie zalezy od wyboru map ¢ wokot p i ¢ wokét f(p). Liczbe
te nazywamy rzedem f w punkcie p.
(2) Uzasadnij, ze rzad f w punkcie p jest réwny rzedowi rézniczki df, : T,M —
ONE
6. Uzasadnij, ze d(f o g)p, = dfg(p) © dgp.
7. Udowodnij, ze jesli funkcja rézniczkowalne f : M — R ma w punkcie p ekstremum
lokalne, to df, = 0 (jest zerowym odwzorowaniem).
8. Niech f : M — N bedzie gltadkim odwzorowaniem rozmaitosci. Wykaz, ze jesli df, = 0
dla wszystkich p to f jest odwzorowaniem stalym (na komponentach spdjnosci). Na
rozgrzewke zrob to najpierw dla gladkiej funkcji rzeczywistej f : M — R.

Pochodne kierunkowe i rézniczki funkcji rzeczywistych

9. Dla funkcji gladkiej f : M — R, wektoréw stycznych X,Y & T,M, oraz liczby
rzeczywistej a, uzasadnij nastepujace wzory dla pochodnych kierunkowych: (aX)f =
a(Xf), X+Y)f=Xf+YFf.

10. Dla gtadkich funkcji rzeczywistych f,g : M — R wyprowadZ wzory na pochodna w
kierunku wektora X € T, M dla sumy, iloczynu i ilorazu tych funkcji. Znajdz tez
odpowiednie wzory na rézniczki d(f + g)p, d(f - 9)p 1 d(f/9)p-

Wiazki styczne i odwzorowania styczne pomiedzy nimi

11. Uzasadnij, ze wiazka styczna do okregu S* jest dyfeomorficzna z produktem S!' x R

12. Opisz wiazke styczna rozmaitosci ilorazowej M /I' dla nieciaglej grupy I' dyfeomer-
fizméw, jako rozmaitosé ilorazowa. Sprawdz szczegdly.

13. Niech f : M — N bedzie gtadkim odwzorowaniem, i niech df : TM — TN bedzie
odwzorowaniem stycznym do f.
(1) Zatézmy, ze df, = 0 i niech X € T,,M. Uzasadnij, ze d(df)x = 0.
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(2) Zalézmy, ze f jest immersja, czyli ze ma w kazdym punkcie rzad réwny wymiarowi
dziedziny. Wykaz, ze wowczas df jest taze immersja,.

Wektory styczne w rozmaitosciach produktowych

14.

15.

16.

Y

Uzasadnij, ze dla (p,q) € M x N mamy naturalny izomorfizm T\, ,(M x N) =
T,M @ TyN. Izomorfizm ten pozwala méwi¢ o sktadowych wektora z T(, M x N
stycznych do M i N.

Oznaczmy przez myr, mn rzuty produktu M x N rozmaitosci na skltadowe M i N
odpowiednio. Sprawdz, ze skladowe wektora stycznego X € T, (M x N) styczne
do M i N (wg okredlenia z zad. 14) sa odpowiednio réwne wektorom d(7s)(p,q)(X) i

A(TN) (p,q) (X)-
Uzasadnij, ze wiazka styczna T'(M x N) jest dyfeomorficzna z produktem T'M x T'N.

Gladkie pola wektorowe na rozmaitosciach

17.

18.

19.

20.

21.

X 1Y sa gladkimi polami wektorowymi, zas f jest gladka funkcja na M. Uzasadnij,

e (a) f-X; (b) X +Y jest gladkim polem wektorowym na M.

Niech X bedzie gtadkim polem wektorowym, zas f gladka funkcja rzeczywista na

rozmaitoéci M. Uzasadnij, ze funkcja rzeczywista X f : M — R okreslona za pomoca,

pochodnej kierunkowej wzorem X f(p) := X (p)f jest gtadka.

Postugujac sie rozktadem jednosci uzasadnij, ze kazde gladkie pole wektorowe na

domknietym podzbiorze A C M (czyli pole dajace sie rozszerzy¢ gltadko na pewne

otwarte otoczenie zbioru A w M) daje sie rozszerzy¢ do gladkiego pola na calej roz-

maitosci M.

Niech v : [a,b] — M bedzie gadka krzywa taka ze (1) +/(t) # 0 dla wszystkich t € [a, b],

(2) ~ jest réznowartosciowa. Uzasadnij, ze istnieje gladkie pole wektorowe X na M

takie, ze X (v(t)) = ~+'(t) dla wszystkich ¢ € [a, b].

Moéwimy, ze wektor X € T,M, dla p € OM jest skierowany do wewnatrz M, jesli w

pewnej mapie ¢ wokél p X jest zadany krzywa, (¢, tg) € CpM takz, ze (¢n0c¢) (o) > 0.

(1) Uzasadnij, ze powyzsza wlasno$é zalezy tylko od wektora X, a wiec nie zalezy od
wyboru mapy ¢ oraz krzywej (c, to)

(2) Postugujac sie rozkladem jednosci udowodnij, ze na kazdej rozmaitosci z brzegiem
M istnieje gladkie pole wektorowe, ktére w punktach brzegu jest skierowane ”do
wewnatrz” M.



