
ROZMAITOŚCI RÓŻNICZKOWALNE. LISTA 5.

Podrozmaitości

1. Uzasadnij, że j́sli Sn = {x ∈ Rn+1 : |x| = 1}, to dla każdego k < n + 1 podzbiór
Sn ∩ (Rk × {0, . . . , 0}) jest podrozmaitościa

‘
w Sn.

2. Czy podrozmaitość w podrozmaitości jest podrozmaitościa
‘

wyj́sciowej rozmaitości?
Odpowiedź uzasadnij.

3. Niech N be
‘
dzie podrozmaitościa

‘
w M , zas f : M → P g ladkim odwzorowaniem

rozmaitości. Uzasadnij, że obcie
‘
cie f do N jest g ladkim odwzorowaniem N → P .

4. Dana jest domknie
‘
ta podrozmaitość N ⊂ M . Uzasadnij, że dowolna funkcja g ladka

h : N → R rozszerza sie
‘

do g ladkiej funkcji F : M → R. Wskazówka: wykorzystaj
odpowiedni rozk lad jedności.

5. Uzasadnij za pomoca
‘
odpowiedniego przyk ladu, że za lożenie domknie

‘
tości w poprzed-

nim zadaniu jest istotne.
6. Uzasadnij, że odwzorowanie f : S2 → R4 określone wzorem f(x1, x2, x3) = (x2

1 −
x2
2, x1x2, x1x3, x2x3) indukuje różniczkowalne w lożenie p laszczyzny rzutowej RP 2 =

S2/Z2 w R4.
7. Uzasadnij, że zamknie

‘
ta (tzn. zwarta i bez brzegu) rozmaitość wymiaru n > 0 nie da

sie
‘

zanurzyć w Rn.
8. Pos luguja

‘
c sie

‘
rozk ladem jedności uzasadnij, że każde g ladkie pole wektorowe na po-

drozmaitości domknie
‘
tej można rozszerzyć do g ladkiego pola wektorowego na ca lej

rozmaitości.
9. Niech f : Rn → R be

‘
dzie funkcja

‘
zadana

‘
wzorem f(x1, . . . , xn) = x2

1 + . . . x2
n. Uza-

sadnij, że 1 jest wartościa
‘
regularna

‘
tej funkcji, zaś 0 nie jest.

10. Wykaż, że równanie x3 + y3 + z3 − 3xyz = 1 definiuje podrozmaitość w R3.
11. Uzasadnij, że równania x + y + z = 0, xyz = 2 określaja

‘
podrozmaitość w R3, jeśli

usuniemy punkty (−1,−1, 2), (−1, 2,−1) i (2,−1,−1).

12. Uzasadnij, że dla k < n zbiór Mk
n macierzy n×n rze

‘
du k jest podrozmaitościa

‘
w Rn2

.
13. Torus T powstaje przez obrót okre

‘
gu (x− 2)2 + y2 = 1 (leża

‘
cego w p laszczyźnie Oxy

w przestrzeni) wokó l osi Oy. Skonstruuj funkcje
‘
f : R3 → R o wartości regularnej 0

taka
‘
, że torus T jest przciwobrazem zera przez ta

‘
funkcje

‘
.

14. Okra
‘
g K dany wzorem (x−2)2+y2 = 1 leży na p laszczyźnie Oxy w przestrzeni Oxyz.

Skonstruuj funkcje
‘
f : R3 → R2 o wartości regularnej (0, 0), dla której okra

‘
g K jest

przeciwobrazem punktu (0, 0).
15. Uzasadnij, że zbiory SLnR macierzy o wyznaczniku 1 oraz O(n) macierzy ortogonal-

nych sa
‘
podrozmaitościami w zbiorze Rn2

wszystkich rzeczywistych macierzy n× n.
16. Uzasadnij, że rozmaitość (grupa) SL2R jest dyfeomorficzna z S1 × R2. Uzasadnij,

że dzia lanie grupowe (mnożenie macierzowe) jest dzia laniem różniczkowalnym (jako
odwzorowanie SL2R× SL2R→ SL2R).

17. Niech N ⊂ M be
‘
dzie spójna

‘
(drogowo) podrozmaitościa, zaś f : M → R g ladka

‘
funkcja

‘
rzeczywista

‘
. Uzasadnij, że f |N jest sta la wtedy i tylko wtedy gdy dla każdego

p ∈ N ⊂M obcie
‘
cie różniczki dfp|TpN jest funkcjona lem zerowym.

18. N jest podrozmaitościa
‘

w M , zaś X jest polem wektorowym na M takimi że dla
wszystkich punktów q ∈ N zachodzi X(q) ∈ TqN . Niech ϕt be

‘
dzie potokiem pola X

na rozmaitości M . Uzasadnij, że ze jeśli q ∈ N , to
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(1) ϕt(q) ∈ N dla dostatecznie ma lych t wokó l zera;
(2) ponadto, jeśli N jest podrozmaitościa

‘
domknie

‘
ta

‘
, to ϕt(q) ∈ N dla każdego t, dla

którego ϕt(q) jest określone.
19. Uzasadnij na podstawie definicji komutatora i pochodnej Liego, ale nie korzystaja

‘
c z

ich równości, że jeśli N jest podrozmaitościa
‘
w M , zaś X,Y sa

‘
polami wektorowymi

na M takimi że dla wszystkich punktów q ∈ N zachodzi X(q) ∈ TqN i Y (q) ∈ TqN ,
to dla wszystkich takich punktów mamy LXY (q) ∈ TqN oraz [X,Y ](q) ∈ TqN .

20. Niech p : TM → M be
‘
dzie naturalnym rzutowaniem, zaś N ⊂ M podrozmaitościa

‘
.

Uzasadnij, że W := p−1(N) jest podrozmaitościa
‘
w TM , zaś TN jest podrozmaitościa

w W .
21. Niech q be

‘
dzie wartościa

‘
regularna

‘
g ladkiego odwzorowania f : M → N i niech W =

f−1(q). Uzasadnij, że dla dowolnego p ∈W zachodzi TpW = ker(dfp : TpM → TqN).
22. Wykresem Γ g ladkiego przekszta lcenia f : M → N nazywamy zbiór wszystkich par

(x, y) ∈M×N dla których f(x) = y. Udowodnij, że Γ jest podrozmaitościa
‘
w M×N ,

i że przestrzeń styczna T(x,y)Γ ⊂ T(x,y)(M ×N) = TxM × TyN jest równa wykresowi
różniczki dfx : TxM → TyN .

23. Rozważmy grupe
‘
SL2R jako podrozmaitość w R4. Dla punktu (macierzy) A ∈ SL2R

przestrzeń styczna TASL2R jest podprzestrzenia
‘
w R4. Opisz ta

‘
podprzestrzeń.

Nieco trudniejsze zadania

24. Uzasadnij, że jeśli odwzorowanie f : M → N jest różniczkowalne, dimN ≤ dimM ,
Q jest podrozmaitościa

‘
z brzegiem w M , zaś każdy punkt Q jest wartościa

‘
regularna

‘
dla f , to przeciwobraz f−1(Q) jest podrozmaitościa

‘
z brzegiem w M .

25. Niech X be
‘
dzie zwarta

‘
rozmaitościa

‘
g ladka

‘
. Pos luguja

‘
c sie

‘
rozk ladem jedności skon-

struuj różnowartościowa
‘

immersje
‘
i : X → RN dla pewnego (dużego) N . W ten

sposób uzasadnisz, że każda zwarta rozmaitość jest dyfeomorficzna z pewna
‘

podroz-
maitościa

‘
w pewnym RN .

26. Uzasadnij, że równanie zespolone z21 + . . . + z2n = 1 zadaje w Cn podrozmaitość.
Uzasadnij, że ta podrozmaitość jest dyfeomorficzna z wia

‘
zka

‘
styczna

‘
TSn−1 sfery

(n− 1)-wymiarowej.
27. Uzasadnij, że TSn×R ∼= Sn×Rn+1. Wykorzystaj fakt, że Sn jest w naturalny sposób

podrozmaitościa
‘
w Rn+1.

2


