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Wykªad 1 - 23.02.2015

Rozmaito±¢ topologiczna

De�nicja 1. Przestrze« topologiczna M jest n−wymiarow¡ rozmaito±ci¡ topologiczn¡ je±li

¬ jest przestrzeni¡ Hausdor�a

 ma przeliczaln¡ baz¦ topologii

® jest lokalnie przestrzeni¡ euklidesow¡ wymiaru n, tzn ka»dy punkt posiada otoczenie otwarte home-
omor�czne z otwartym podzbiorem Rn.

Uwaga 0.1. Warunek ¬ wyklucza na przykªad

Uwaga 0.2. Wªasno±¢ która nie zachodzi bez T2: dla dowolnego zwartego K ⊂ U jego odpowiednik w
M , czyli K = ϕ−1(K) jest domkni¦ty, a nawet zwarty.

U

K

U
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Warunek  wyklucza �rozmaito±ci zbyt du»e�, na przykªad nieprzeliczalna suma parami rozª¡cznych kopii Rn
nie jest rozmaito±ci¡. Warunek przeliczalno±ci bazy implikuje:

• ka»de pokrycie rozmaito±ci zbiorami otwartymi zawiera przeliczalne podpokrycie(warunek Lindelöfa)

• ka»da rozmaito±¢ jest wst¦puj¡c¡ sum¡ otwartych podzbiorów, których domkni¦cia s¡ zwarte

Uwaga 0.3.

Z teorii wymiaru wiadomo, »e dla n 6= m otwarty podzbiór w Rn nie jest homeomor�czny z otwartym
podzbiorem Rm.
St¡d n jest jednoznacznie przypisany rozmaito±ci, i nazywamy je wymiarem rozmaito±ci, n = dimM

De�nicja 2. Map¡ na rozmaito±ci topologicznejM nazywamy par¦ (U,ϕ) gdzie U jest otwartym podzbiorem
M , a ϕ : U → U = ϕ(U) ⊂ Rn jest homeomor�zmem na otwarty podzbiór U w Rn.

• U nazywamy zbiorem mapowym

Fakt 0.4. Rozmaito±¢ jest pokryta zbiorami mapowymi.

(U,ϕ) jest map¡ wokóª p ∈M je±li p ∈ U oraz ϕ(p) = 0 ∈ Rn

(U,ϕ) nazywa si¦ te» lokalnymi wspóªrz¦dnymi na M , lub lokaln¡ parametryzacj¡(n parametryzacj¡).

Przykªad 1. Sfera Sn = {(x1, . . . , xn+1 ∈ Rn+1 :
n+1∑
i=1

x2
i = 1}.

• Warunki ¬ i  s¡ dziedziczone z Rn+1.



• Lokalna n−euklidesowo±¢ wyniknie z opisania pewnej rodziny map na Sn, których zbiory mapowe
pokryj¡ caªe Sn.
Dla i = 1, . . . , n+ 1 rozwa»my otwarte podzbiory U+

i = {x ∈ Sn : xi > 0}, U−i = {x ∈ Sn : xi < 0}.
Pokrywaj¡ one caªe Sn, bo ka»dy x ∈ Sn ma któr¡± wspóªrz¦dn¡ niezerow¡.
Odwzorowanie mapowe ϕ±i : U±i → Rn
ϕ±i (x) = (x1, . . . , xi−1, x̂i, xi+1, . . . , xn+1) jest ci¡gªe(obci¦cie rzutu Rn+1 na Rn = {x ∈ Rn+1 : xi = 0}
do U±i ).

xi

U+
i

U+
i

Obraz U±i = ϕ±i (U±i ) = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn :
∑
x2
i < 1} jest otwart¡ kul¡ w Rn o promieniu 1.

ϕ±i : U±i → U±i jest wzajemnie jednoznaczne. Odwzorowanie odwrotne przestawione jest wzorem

(ϕ±i )−1(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xi−1,±

√√√√1−
n∑
j=1

x2
j , xi, . . . , xn)

jest ci¡gªe. Zatem ϕ±i : U±i → U±i s¡ homeomor�zmami. A wi¦c
(
U±i , ϕ

±
i

)
s¡ mapami pokrywaj¡cymi

Sn.

Rozmaito±¢ ró»niczkowalna(gªadka)

De�nicja 3. Mówi¡c ró»niczkowalna mamy na my±li gªadka.
Motywacja. Dla ci¡gªej funkcji rzeczywistej f : M → R na rozmaito±ci chcemy rozpozna¢, czy jest ró»nicz-
kowalna.
Mo»emy chcie¢ to zrobi¢ wyra»aj¡c t¡ funkcj¦ w mapie(w lokalnych wspóªrz¦dnych)

• funkcja f wyra»ona w mapie (U,ϕ) to zªo»enie f ◦ ϕ−1 : U → Rn

�De�nicja� f : M → R jest gªadka je±li dla ka»dej mapy (U,ϕ) na M kiedy f ◦ ϕ−1 : U → R jest gªadka.
Kªopotem z t¡ �de�nicj¡� jest kwestia zgodno±ci pomi¦dzy mapami.
Zwi¡zek pomi¦dzy wyra»eniami funkcji f w mapach (U,ϕ) i (U,ψ)

f ◦ ψ−1 =
(
f ◦ ϕ−1

)
◦
(
ϕψ−1

)
gdzie ϕψ−1 : U → U jest homeomor�zmem.

Gdy f ◦ ψ−1 jest gªadkie, to zawsze mo»na dobra¢ ϕ tak, by f ◦ ϕ−1 nie byªo gªadkie.

De�nicja 4. Mapy (U,ϕ), (U,ψ) nazywamy zgodnymi(gªadko zgodnymi) je±li ϕψ−1 : U → U oraz ψϕ−1 :

U → U s¡ gªadkie.

Uwaga 0.5. ϕψ−1 oraz ψϕ−1 nazywamy odwzorowaniami przej±cia od jednej mapy do drugiej

Uwaga 0.6. ϕψ−1 oraz ψϕ−1 s¡ gªadkie i wzajemnie odwrotne. Takie odwzorowanie(gªadkie i gªadko odwra-
calne) nazywa si¦ dyfeomor�zmem pomi¦dzy otwartymi podzbiorami w Rn. Wtedy w ka»dym punkcie
Jakobian jest niezerowy.

De�nicja 5. Mapy (U,ϕ) i (V, ψ) na rozmaito±ciM nazywamy zgodnymi, gdy s¡ zgodne po obci¦ciu do U∩V .
W szczególno±ci, gdy U ∩ V = ∅ to mapy s¡ automatycznie zgodne.
Odwzorowania przej±cia pomi¦dzy mapami (U,ϕ), (V, ψ) nazywamy odwzorowania przej±cia pomi¦dzy obci¦-
ciami ϕ i ψ do U ∩ V .
ψ
∣∣
U∩V

(
ϕ
∣∣
U∩B

)−1
.

Równowa»nie (U,ϕ), (V, ψ) s¡ zgodne gdy oba odwzorowania przej±cia pomi¦dzy nimi s¡ gªadkie.

De�nicja 6. Gªadkim atlasem A na rozmaito±ci M nazywamy zbiór map {(Uα, ϕα)} takich, »e

• {Uα} pokrywa caªe M



• ka»de dwie mapy z tego zbioru s¡ zgodne

Przykªad 2. Rodzina map {(U±i , ϕ
±
i ) : i = 1, . . . , n+ 1} na Sn stanowi atlas gªadki.

Zbadajmy zgodno±¢ map na przykªad (U+
i , ϕ

+
i ), (U+

j , ϕ
+
j ), i < j.

• U+
i ∩ U

+
j = {x ∈ Sn : xi > 0, xj > 0}

• ϕ+
i (U+

i ∩ U
+
j ) = {x ∈ Rn : |x| < 1, xj−1 > 0}

• ϕ+
j (U+

i ∩ U
+
j ) = {x ∈ Rn : |x| < 1, xi > 0}

{|x| < 1, xi > 0} 3 (x1, . . . , xn) (x1, . . . , xj−1,
√

1− |x|2, xj , . . . , xn)

(x1, . . . , xi−1, x̂i, xi+1, . . . , xj−1,
√

1− |x|2, xj , . . . , xn)

(ϕ+
j )−1

ϕ+
i $+

i (ϕ+
j )−1

ϕ+
i (ϕ+

j )−1 s¡
gªadkie.
Podobnie sprawdza si¦ gªadko±¢ ϕ+

j (ϕ+
i )−1 oraz gªadko±¢ pozostaªych odwzorowa« przej±cia pomi¦dzy wy-

branymi mapami.

De�nicja 7. Rozmaito±ci¡ gªadk¡ nazywamy par¦ (M,A), gdzie M jest rozmaito±ci¡ topologiczn¡, za± A jest
atlasem na M .

De�nicja 8. (1) Mapa (U,ϕ) na M jest zgodna z atlasem A na M gdy (U,ϕ) jest zgodna z ka»d¡ map¡ z A.

(2) Dwa atlasy A1, A2 na M s¡ zgodne, gdy ka»da mapa z A1 jest zgodna z atlasem A2(ka»da mapa z A1

jest zgodna z ka»d¡ map¡ z A2).
Zgodno±¢ atlasów jest symetryczna i przechodnia.

Gdy A1 jest zgodna z A2 to rodziny funkcji rzeczywistych gªadkich na (M,A1) oraz na (M,A2) pokrywaj¡
si¦. Mówimy, »e atlasy A1 i A2 zadaj¡ struktur¦ tej samej rozmaito±ci gªadkiej na rozmaito±ci topologicznej
M .

Inny wyst¦puj¡cy w podr¦cznikach sposób sformalizowania poj¦cia rozmaito±ci
gªadkiej

De�nicja 9. A jest atlasem maksymalnym(gªadkim), je±li ka»da mapa na M zgodna z A nale»y do A.

Fakt 0.7. Ka»dy gªadki atlas A na M zawiera si¦ w dokªadnie jednym atlasie maksymalnym(zªo»onym z
wszystkich map na M zgodnych A).

De�nicja 10. (równowa»na poprzedniej de�nicji).
Rozmaito±¢ gªadka to para (M,A) jest M jest rozmaito±ci¡ topologiczn¡ za± A to gªadki atlas maksymalny.

De�nicja 11. Funkcja f : M → R jest gªadka wzgl¦dem gªadkiego atlasu A naM je±li ∀(U,ϕ)∈A f◦ϕ−1 : U → R
jest gªadka.

Fakt 0.8.

(1) Je±li f : M → R jest gªadka wzgl¦dem A, za± (U,ϕ) jest zgodna z A, to f ◦ ϕ : U → R jest gªadka.

(2) je±li atlasy A1, A2 s¡ zgodne, to f : M → R jest gªadka wzgl¦dem A1 i� jest gªadka wzgl¦dem A2 i� jest
gªadka wzgl¦dem atlasu maksymalnego zawieraj¡cego A1 i A2.

Warianty poj¦cia rozmaito±ci ró»niczkowalnej

• mapy (U,ϕ), (V, ψ) mog¡ by¢ Ck−zgodne je±li ϕψ−1 oraz ψϕ−1 s¡ odwzorowaniami klasy Ck



• Ck−atlas - mapy s¡ Ck−zgodne - okre±la struktur¦ Ck−rozmaito±ci

• C0−rozmaito±¢ = rozmaito±¢ topologiczna

• C∞−rozmaito±¢ = rozmaito±¢ gªadka

• rozmaito±¢ analityczna - gdy mapy s¡ analitycznie zgodne

• rozmaito±ci zespolone, konforemne, kawaªkami liniowe(PL), inne

• na Ck−rozmaito±ci nie da si¦ zde�niowa¢ poj¦cia funkcji klasy Cm dla m > k, tylko co najwy»ej klasy
Ck

Dychotomia mi¦dzy C0 i Ck, k > 0

• Z ka»dego maksymalnego atlasu C1 − rozmaitoci mo»na wybra¢ atlas zªo»ony z map C∞−zgodnych

• Istniej¡ C0−rozmaito±ci nie dopuszczaj¡ce »adnej zgodnej struktury gªadkiej(Quinn '82, Friedman '82)

De�niowanie rozmaito±ci gªadkiej X za pomoc¡ samego atlasu

Lemat 12. Niech X b¦dzie zbiorem, n ∈ N, {Uα} kolekcja podzbiorów w X ∀α ϕα : Uα → Rn jest ró»nowar-
to±ciowe, takie »e

(1) ∀α ϕα(Uα) = Uα ⊂ Rn jest otwarty

(2) ∀α,β ϕα(Uα ∩ Uβ) oraz ϕβ(Uα ∩ Uβ) otwarte w Rn

(3) gdy Uα ∩ Uβ 6= ∅ to ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) → ϕβ(Uα ∩ Uβ) jest gªadkie(a nawet dyfeomor�zmem, bo

odwrotne ϕα ◦ ϕ−1
β te» jest gªadkie)

(4) przeliczalnie wiele spo±ród Uα pokrywa X

(5) ∀p,q∈X , p 6= q istniej¡ α, β oraz otwarte podzbiory Vp ⊂ Uα, Vq ⊂ Uβ takie, »e p ∈ ϕ−1
α (Vp), q ∈ ϕ−1

β (Vq)

oraz ϕ−1
α (Vp) ∩ ϕ−1

β (Vq) = ∅

Wówczas na X istnieje(jedyna) struktura rozmaito±ci topologicznej dla której zbiory Uα s¡ otwarte. Ponadto
rodzina {(Uα, ϕα)} tworzy wtedy gªadki atlas na X.
Szkic dowodu:

• topologia na X: jako baz¦ bierzemy przeciwobrazy przez ϕα otwartych podzbiorów w Uα = ϕα(Uα)

• lokalna n−euklidesowo±¢ X: jest wtedy oczywista

• nietrudo wtedy wybra¢ mniejsz¡ baz¦ przeliczaln¡

• Hausdor�o±¢ topologi na X wynika z (5)

Przykªad 3. Niech L b¦dzie zbiorem wszystkich prostych na pªaszczy¹nie. Nie ma dogodnej topologii na L

• dwa podzbiory Uh - proste niepionowe, Uv - proste niepoziome

• Uv 3 L = {y = ax+ b} ϕv−→ (a, b) ∈ R2

• Uh 3 L = {x = cy + d} ϕh−→ (c, d) ∈ R2

• ϕh, ϕv s¡ ró»nowarto±ciowe

• ϕh(Uh) = R2, ϕv(Uv) = R2

• Uh ∩ Uv = { proste niepionowe i niepoziome} = {[y = ax+ b] : a 6= 0}

• ϕh(Uh ∩ Uv) = {(a, b) ∈ R2 : a 6= 0}, ϕv(Uh ∩ Uv) = {(c, d) ∈ R2 : c 6= 0}

• prosta L = {x = cy+d} ∈ Uh ∩Uv po przeksztaªceniu na równanie y = 1
c ·x−

d
c ( 1

c ,−
d
c )

ϕh←− L ϕv−→
(c, d)
Zatem ϕhϕ

−1
v (c, d) = ( 1

c ,−
d
c ) gªadkie.

• Uv ∪ Uh = L

• Nietrudno(ale uci¡»liwie) sprawdza si¦ (5)



Wykªad 2 - 02.03.2015

Przykªad 4. L - rozmaito±¢ prostych na pªaszczy¹nie jest dwuwymiarow¡ rozmaito±ci¡ gªadk¡(w rzeczywisto-
±ci L jest homeomor�czna z wn¦trzem wst¦gi Möbiusa; nie jest wi¦c homeomor�czna z »adnym podzbiorem R2

Rozmaito±¢ gªadka z brzegiem

• Hn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xn ≥ 0} - podprzestrze«

• ∂Hn = {x ∈ Hn : xn = 0}, int(Hn) = {x ∈ Hn : xn > 0}

• dla U ⊂ Hn otwartego okre±lamy

∂U = U ∩ ∂Hn, intU = U ∩ int(Hn)

• dla U ⊂ Hn otwartego f : U → R jest gªadka, gdy jest obci¦ciem do U gªadkiej funkcji f̃ : Ũ →
R, Ũ ⊂ Rn otw U ⊂ Ũ, f = f̃

∣∣
U
.

Fakt 0.9. z analizy: aby rozszerzenie f̃ funkcji f istniaªo potrzeba i wystarcza aby wszystkie pochodne cz¡st-
kowe f w int(U) w sposób ci¡gªy rozszerzaj¡ si¦ do ∂U .

De�nicja 13. M jest gªadk¡ rozmaito±ci¡ z brzegiem je±li posiada atlas (Uα, ϕα), gdzie Uα s¡ otwarte
w M , ϕα : Uα → Hn s¡ homeomor�zmami na otwarty obraz ϕα(Uα) = Uα ⊂ Hn takie, »e odwzorowania
przej±cia ϕαϕ

−1
β s¡ gªadkie(dokªadniej, ϕαϕ

−1
β : ϕβ(Uα ∩ Uβ) → ϕα(Uα ∩ Uβ) jest gªadkie, a tak»e gªadko

odwracalne, czy jest dyfeomor�zmem pomi¦dzy tymi otwartymi podzbiorami w Hn).

Fakt 0.10. Niech M b¦dzie rozmaito±ci¡ z brzegiem, p ∈M . Je±li w pewnej mapie (Uα, ϕα), ϕα(p) ∈ ∂Hn to
w ka»dej innej mapie (Uβ , ϕβ) zawieraj¡cej p mamy ϕβ(p) ∈ ∂Hn.

De�nicja 14. ∂M= zbiór punktów p ∈M takich, »e w ka»dej mapie ich obraz nale»y do ∂Hn.
Analogicznie int(M).

Uwaga 0.11. ∂M, int(M) - to poj¦cia rozmaito±ciowe, a nie topologiczne.
∂M

Dowód
Gdyby w pewnej mapie (Uβ , ϕβ), ϕβ(p) ∈ int(Hn) to z twierdzenia o funkcji odwrotnej(o odwzorowaniu
otwartym na UWr1) obci¦cie ϕαϕ

−1
β do int

(
ϕβ(Uα ∩ Uβ)

)
przeksztaªcaªoby maªe otoczenie otwarte ϕβ(p)

dyfeomor�czne na otwarte w Rn maªe otoczenie punktu ϕα(p).
Ale obraz tego otoczenia przez ϕαϕ

−1
β mus by¢ zawarty w Hn, wiec nie mo»e by¢ otwartym w Rn otoczenie

punktu ϕα(p) ∈ ∂Hn. �

Uwaga 0.12. Dla rozmaito±ci topologicznych z brzegiem analogiczny FAKT wymaga w dowodzie twierdzneia
Brouwera o niezmienniczo±ci obszaru.

1Niech f : U → W b¦dzie gªadka, U,W ⊂ Rn b¦d¡ otwarte, p ∈ U oraz jakobian |f ′(p)| 6= 0. Wtedy istnieje maªe otwarte

otoczenie U ′ punktu p w U takie, »e f |U′ : U ′ →W ′ jest dyfeomor�zmem na pewne otwarte otoczenie f(p) w W



Przykªad 5. Dysk Dn = {x ∈ Rn : |x| ≤ 1} jest n-rozmaito±ci¡ gªadk¡ z brzegiem.
Dowód
Skonstruujemy mapy:

• mapa (U0, ϕ0) : U0 = {x : |x| < 1};ϕ0 : U0 → Hn, ϕ0(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn−1, xn + 2)

ϕ0

• mapy (U±i , ϕ
±
i )

U+
i = {x ∈ Dn : xi > 0} U−i = {x ∈ Dn : xi < 0}

ϕ±i (x1, . . . , xn) = {x1

xi
, . . . , xi−1

xi
, xi+1

xi
, . . . , xnxi , 1−

n∑
i=1

x2
i ).

Jest to bijekcja na Rn−1 × [0, 1) ⊂
na

Hn

Rozkª¡d jedno±¢i na rozmaito±ci gªadkiej(tak»e z brzegiem)

Przykªad motywuj¡cy problem: jak uzasadni¢, »e na ka»dej rozmaito±ciM z brzegiem istnieje gªadka funkcja
f : M → R taka, »e

¬ f(p) = 0 dla p ∈ ∂M

 f(p) > 0 dla p ∈ int(M)

p
ϕ

Technika pozwalaj¡ca skleja¢/uzgadnia¢ globalny obiekt z lokalnych mapowych skªadników.

De�nicja 15. Rodzina podzbiorów {Aα} przestrzeni topologicznej X jest lokalnie sko«czona je±li ka»dy
p ∈ X posiada otwarte otoczenie Up takie, »e Up ∩Aα 6= ∅ tylko dla sko«czenie wielu spo±ród Aα.

De�nicja 16. Pokrycie {Vβ} przestrzeni X nazywamy rozdrobnieniem pokrycia {Uα} je±li ka»dy Vβ zawiera
si¦ w pewnym Uα.

Uwaga 0.13. Relacja bycia rozdrobnieniem jest przechodnia.

De�nicja 17. Przestrze« topologiczna jest parazwarta je±li ka»de pokrycie {Uα} zbiorami otwartymi posiada
lokalnie sko«czone rozdrobnienie {Vβ} jest b¦d¡ce pokryciem zbiorami otwartymi.

Lemat 18. Ka»da rozmaito±¢ topologiczna jest parazwarta[Lee,str 36-37].

Uwaga 0.14. Zawsze mo»na przyj¡¢, »e rozdrobnienie o którym mowa w lemacie(a raczej de�nicji parazwar-
to±ci zastosowanej do rozmaito±ci) skªada si¦ ze zbiorów mapowych i prezwartych(ich domkni¦cia w rozma-
ito±ciach s¡ zwarte). Dowód
Niech {Uα} b¦dzie dowolnym pokryciem M zbiorami otwartymi. �atwo znale¹¢ rozdrobnienie {U ′γ} ≺ {Uα}
zªo»one ze zbiorów prezwartych, mapowych. Na przykªad {U ∩ Vξ : U ∈ {Uα}, Vξ - mapowy w M}. Sto-
suj¡c lemat do rodziny {U ′γ}, dostajemy {Vβ} ≺ {U ′γ} lokalnie sko«czone. Poniewa» ka»dy Vβ zawiera si¦ w
pewnym U ′γ mapowym i prezwartym, wi¦c sam jest mapowy i prezwarty. Z przechodnio±ci {Vβ} ≺ {Uα} jest
jak w tezie. �

Uwaga 0.15. Ka»da lokalnie sko«czona rodzina {Aα} podzbiorów prezwartych przestrzeni X ma nast¦puj¡c¡
wªasno±¢: dla ka»dego Aα0 podrodziny {Aα : Aα ∩Aα0 6= ∅} jest sko«czona. Dowód
Gdyby ta podrodzina byªa niesko«czona� mobliby±my wybra¢ ci¡g Aαi , i ∈ N z tej podrodziny, oraz ci¡g
punktów Xi ∈ Aαi ∩A0.
Ci¡g (xi) ma punkt skupienia w zwartym domkni¦ciu cl(Aα0

). Oznaczmy go p. Dowolne otocznie Up punktu



p zawiera niesko«czenie wiele xi, wi¦c przecina niepusto niesko«czenie wiele Aαi . Sprzeczno±¢ z lokaln¡
sko«czono±ci¡ rodziny Aα. �

Uwaga 0.16. Maj¡c ju» mapowo±¢ i prezwarto±¢ zbiorów z rozdrobnienia {Vβ} mo»emy dodatkowo zapewni¢
sobie istnienie zwartych zbiorów Dβ ⊂ Vβ takich, »e

⋃
β

Dβ = M . Dowód

O ka»dym Vβ mo»emy my±le¢ jak o otwartym podzbiorze w Rn(uto»samiaj¡c go za pomoc¡ odwzorowania
mapowego z odpowiednikiem Vβ ⊂ Rn

• Ka»dy Vβ jest wst¦puj¡c¡ suma mniejszych zbiorów Vβ,k : k ∈ N otwartych w Rn których domkni¦cia
cl(Vβ,k) ⊂ Vβ i s¡ zwarte.
(na przykªad Vβ,k = B(x0, k) ∩ {x ∈ Vβ d(x, V cβ <

1
k})

• Niech Vβ1
, . . . , Vβm b¦d¡ zbiorami z {Vβ} niepusto przecinaj¡ce si¦ z Vβ0

(jest ich sko«czenie wiele).
Wówczas Vβ1

, . . . , Vβm wraz z Vβ0,k : k ∈ N stanowi¡ pokrycie zwartgo cl(Vβ1
).

Mo»na z niego wybra¢ sko«czone podpokrycie postaci

Vβ1
, . . . , Vβm , Vβ0,k0

Oznacza to, »e zast¦puj¡c w {Vβ} zbiór Vβ0
przez Vβ,k0 dostajemy nowe pokrycie M(z tym »e cl(Vβ,k0

jest zwarty).
Powtarzamy kolejno dla wszystkich Vβ i bierzemy Dβ = cl(Vβ,kβ ) �

Wykªad 3 - 09.03.2015

Dla dowolnego otwartego pokrycia {Uα} rozmaito±ci topologicznej istnieje sko«czone rozdrobnienie {Vβ} ≺
{Uα} skªadaj¡ce si¦ ze zbiorów mapowych, prezwartych oraz rodzina {Dβ} zwartych podzbiorów Dβ ⊂ Vβ
która dalej jest pokryciem M .

De�nicja 19. Dla funkcji rzeczywistej f : X → R no±nik f to supp(f) = cl({x ∈ X : f(x) 6= 0}).
Fakt 0.17. Dla dowolnego otwartego Ω ⊂ Rn(a tak»e Ω ⊂ RN+ ) i dowolnego zwartego D ⊂ Ω istnieje gªadka
f : Rn → R (f : Rn+ → R). takie, »e

¬ f ≥ 0

 supp(f) ⊂ Ω

® f(x) > 0 dla x ∈ D

Twierdzenie 20. Dla ka»dego otwartego pokrycia {Uα} rozmaito±ci gªadkiej M istnieje rodzina {fj} gªadkich
funkcji fj : M → R taka, »e

¬ fj ≥ 0

 ka»dy no±nik supp(fj) zawiera si¦ w pewnym Uα

® no±niki {supp(fj)} tworz¡ lokalnie sko«czone pokrycie M

¯ ∀x∈M
∑
j

fj(x) = 1

Rodzina {fj} jak wy»ej nazywa si¦ rozkªadem jedno±ci wpisanym w pokrycie {Uα}. Dowód

• Niech {Vj} � {Uα} b¦dzie lokalnie sko«czonym pokryciem otwartym prezwartymi zbiorami mapowymi i
niech Dj ⊂ Vj b¦d¡ zbiorami zwartymi, dalej pokrywaj¡cymi M .

• Dzi¦ki faktowi z Rn dla ka»dego j istnieje gªadka funkcja hj : M → R taka, »e

(1) hj ≥ 0

(2) supp(hj) ⊂ Vj
(3) hj(x) > 0 dla x ∈ Dj

• hj de�niujemy nast¦puj¡co:



� rozwa»my map¦ ϕj : Vj =
homeo

Vj ⊂ Rn

� Fakt z Rn stosujemy do Ω = Vj , D = Dj otrzymuj¡c hj : Rn → R, supp(hj) ⊂ Vj , hj(x) > 0 dla
x ∈ Dj

� hj(x) =

{
hj ◦ ϕj(x) dla x ∈ Vj ⊂M
0 dla x ∈M\Vj

� hj oczywi±cie speªnia , ® i ¯

� hj : M → R jest gªadka, bo

1) wystarczy pokaza¢, »e hj jest gªadka na pewnym otoczeniu ka»dego punktu

2) na otoczeniach punktów z Vj oczywi±cie jest gªadka, bo po wyra»eniu w mapie (Vj , ϕj) jest
gªadka

3) dla p ∈ M\Vj istnieje otwarte otoczenie p w M rozª¡czne z no±nikiem supp(hj). Na tym
otoczeniu hj ≡ 0, wi¦c jest gªadka

� Niech h(x) =
∑
j

hj(x) co ma sens, bo no±niki supp(hj) s¡ rodzin¡ lokalnie sko«czon¡.

Z lokalnej sko«czono±ci wynika te» gªadko±¢ h(bo lokalnie na otoczeniach punktów h jest sum¡
sko«czenie wielu funkcji gªadkich). Mamy te» ∀x∈M h(x) > 0, bo Dj pokrywaj¡ M

� Okre±lmy fj(x) =
hj(x)
h(x) , fj : M → R gªadka, supp(fi) = supp(hj) ⊂ Vj , fj ≥ 0∑

j

fj(x) =
∑
j

hj(x)
h(x) = h(x)

h(x) = 1

Przykªad 6. Pytanie o istnienie gªadkiej f : M → R takiej, »e f(0) = 0 dla x ∈ ∂M oraz f(p) > 0 dla
p ∈ int(M).
Niech {Uα} b¦dzie dowolnym pokryciem M zbiorami mapowymi a fα : Uα → R rodzin¡ funkcji gªadkich.

• Je±li Uα ∩ ∂M 6= ∅ to fα = fα ◦ ϕα gdzie fα : Uα → R, gdzie fα(x1, . . . , xn) = xn

• Je±li Uα ∩ ∂M = ∅ to fα ≡ 1

Niech {hβ} b¦dzie rozkªadem jedno±ci wpisanym w {Uα}. Dla ka»dego β wybieramy α(β) takie, »e supp(hβ) ⊂⋃
α(β)

. De�niujemy h′β =

hβ · fα(β)

0 poza
⋃
α(β)

h′β : M → R jest gªadka, supp(h′β) ⊂ supp(hβ) wi¦c rodzina {supp(h′β)} jest lokalnie sko«czona.
De�nujemy f(x) =

∑
β

h′β(x).

Dla p ∈ ∂M, ∀βh′β(p) = 0 wi¦c f(p) = 0
Dla p ∈ int(M), ∃β : hβ(p) > 0. Wtedy h′β(p) > 0 oraz h′β′(p) ≥ 0 dla β′ 6= β wi¦c suma f(p) > 0.

Przykªad 7. Niech F1, F2 b¦d¡ rozª¡cznymi domkni¦tymi podzbiorami gªadkiej rozmaito±ci M .
Wówczas istnieje gªadka funkcja f : M → [0, 1] taka, »e f

∣∣
F1
≡ 1 oraz f |F2

≡ 0 Dowód

Niech Ui = M\Fi. {U1, U2} jest otwartym pokryciem M . Niech {fi} b¦dzie rozkªadem jedno±ci wpisanym
w {U1, U2}. Okre±lmy f(x) =

∑
supp(fj)⊂U2

fj(x). Jest ona dobrze okre±lona i gªadka, oraz im(f) ⊂ [0, 1]. Dla

x ∈ F1 wszystkie no±niki supp(fj) zawieraj¡ce x zawieraj¡ si¦ w U2. Zatem f(x) =
∑
j

fi(x) = 1.

Dla x ∈ F2 no±niki supp(fj) zawieraj¡ce x nie zawieraj¡ si¦ w U2. St¡d f(x) = 0.

Ró»niczkowalno±¢ odwzorowa« pomi¦dzy rozmaito±ciami

Niech Mm, Nn b¦d¡ rozmaito±ciami gªadkimi. Niech f : M → N b¦dzie ci¡gªe, p ∈M, f(p) = q ∈ N .

De�nicja 21. (1) f jest Cr− ró»niczkowalna w punkcie p(dla r ∈ N ∪ {∞}) je±li dla dowolnych map
(U,ϕ) wokóª p i (V, ψ) wokóª q zªo»enie

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : Rm → Rn ϕ[U ∩ f−1(V )]→ ϕ(V )

jest Cr ró»niczkowalne w punkcie ϕ(p).



(2) f jest klasy Cr na otoczeniu p, je±li dla dowolnych map (U,ϕ) wokóª p i (V, ψ) wokóª q zªo»enie ϕ−1 ◦f ◦ψ
posiada pochodne cz¡stkowe rz¦dów ≤ r na pewnym otoczeniu ϕ(p) i s¡ one tam ci¡gªe.

f̂ = ψfϕ−1 nazywamy wyra»eniem odwzorowania f w mapach (U,ϕ), (V, ψ)(lub w lokalnych wspóªrz¦d-
nych zadanych przez te mapy).

Fakt 0.18. Je±li f wyra»one w mapach (U,ϕ), (V, ψ) jest Cr ró»niczkowalne w punkcie ϕ(p), to wyra»one
w innych gªadko zgodnych mapach (U ′, ϕ′), (V ′, ψ′) wokóª odpowiednio p i q te» jest Cr−ró»niczkowalna w
punkcie ϕ′(p). Zatem Cr ró»niczkowalno±¢ w punkcie p wystarczy sprawdzi¢ dla jednej mapy wokóª p i q.
Ten sam fakt zachodzi dla Cr−ró»niczkowalno±¢i na otoczeniach punktów ϕ(p), ϕ′(p), p. Dowód

Niech f̂ = ψ ◦ f ◦ ϕ−1, ˆ̂f = ψ′ ◦ f(ϕ′)−1.
Niech α = ϕ(ϕ′)−1 oraz β = ψ′ψ−1 b¦d¡ odwzorowaniami przej±cia. S¡ to gªadkie dyfeomor�zmy pomi¦dzy

odpowiednio otwartymi podzbiorami z Rn i z Rm odpowiednio. Zachodzi ˆ̂(f) = β ◦ f̂ ◦ α, bo βf̂α =

ψ′ψ−1ψfϕ−1ϕ(ϕ′)−1 = ψ′f(ϕ′)−1 = ˆ̂f

• obie strony s¡ okre±lone na pewnych otwartych podzbiorach Rn zawieraj¡cych punkt ϕ−1(p) za± równo±¢
zachodzi na ich przekroju

• α
(
ϕ′(p)

)
= ϕ(p).

Uwaga 0.19. Aby f : M → N byªa Cr ró»niczkowalna potrzeba i wystarcza aby warunek zachodziª dla par
map z wybranych atlasów na M i N .

Wykªad 4 - 16.03.2015

Uwaga 0.20. Odwzorowanie f : M → N jest gªadkie na pewnym otoczeniu p ∈ M wtedy i tylko wtedy, gdy
odwzorowanie mi¦dzy rozmaito±ciami jest gªadkie.

Fakt 0.21. Zªo»enie gªadkich odwzorowa« pomi¦dzy rozmaito±ciami jest gªadkie. Dowód
Niech f : M → N, g : N → P b¦d¡ gªadkie.
Niech p ∈M, q = f(p), s = g(q). Rozwa»my mapy wokóª tych punktów, odpowiednio (U,ϕ), (V, ψ), (W, ξ).
Wiemy, »e ψfϕ−1 oraz ξgψ−1 s¡ gªadkie na swoich dziedzinach. Pytamy, czy ξ(g ◦ f)ϕ−1 jest gªadkie na
otoczeniu punktu ϕ(p).
Ale ξ(g ◦ f)ϕ−1 = (ξgψ−1) ◦ (ψgϕ−1). St¡d wynika gªadko±¢ na otoczeniu ϕ(p). �

De�nicja 22. Rz¦dem odwzorowania f : M → N C1−ró»niczkowalnego w punkcie p ∈ M nazywamy rz¡d
macierzy pierwszych pochodnych cz¡stkowych odwzorowania mapowego w mapie ψfϕ−1 w punkcie ϕ(p),
gdzie (U,ϕ), (V, ψ) to mapy odpowiednio wokóª p oraz f(p).

Fakt 0.22. Powy»sza liczba nie zale»y od wyboru map.
Dowód
Porównujemy rz¡d macierzy Df̂ = D(ψfϕ−1) z rz¦dem macierzy D ˆ̂f = D(ψ′f(ϕ′)−1. Ale ˆ̂f = β ◦ f̂ ◦α. Ale
ˆ̂f = Dβ ◦Df̂ ◦Dα, przy czym Dβ, Dα s¡ macierzami nieosobliwymi. Z algebry liniowej wiemy, »e mno»enie
macierzy przez macierz nieosobliw¡ nie zmienia jej rz¦du. �

Wniosek 23. Zerowanie si¦ pierwszej pochodnej w punkcie jest dobrze okre±lonym poj¦ciem(niezale»nym od
wyboru map) dla odwzorowa« pomi¦dzy rozmaito±ciami.

De�nicja 24. Gªadkie odwzorowanie pomi¦dzy rozmaito±ciami f : M → N jest dyfeomor�zmem, gdy jest
wzajemnie jednoznaczne i odwrotne f :−1 N →M te» jest gªadkie.

Uwaga 0.23. Dyfeomor�czne rozmaito±ci mo»na rozwa»a¢ jako jednakowe w teorii rozmaito±ci.
Dygresja o dyfeomor�zmach

1) C1 vs C∞: ka»da C1 rozmaito±¢ posiada zgodn¡ struktur¦ z C∞. Je±li dwie C∞ rozmaito±ci s¡ C1−dyfeomor�czne,
to s¡ tak»e C∞−dyfeomor�czne. Klasy�kacja C1−rozmaito±ci z dokªadno±ci¡ do C1−dyfeomor�zmów jest
taka sama, jak klasy�kacja C∞−rozmaito±ci z dokªadno±ci¡ do C∞−dyfeomor�zmów.

2) C0 vs C∞: istniej¡ C0 rozmaito±ci nie posiadaj¡ce »adnej C∞− struktury. Istniej¡ C0 rozmaito±ci
posiadaj¡ce wiele C0−zgodnych, ale parami nie C∞−dyfeomor�cznych struktur gªadkich.



Naturalne ¹rógªo rozmaito±ci dªakich: iloraz przez dziaªanie nieci¡gªej grupy dyfeomor�zmów.
Niech M b¦dzie rozmaito±ci¡ gªadk¡.

De�nicja 25. Grupa G dyfeomor�zmów M to zbiór dyfeomor�zmów g : M → M zamkni¦ty na skªadanie
oraz branie odwrotno±ci.

De�nicja 26. Grupa dyfeomor�zmów M jest nieci¡gªa, je±li ka»dy punkt p ∈ M posiada otwarte otoczenie
Up, takie »e {g(Up) : g ∈ G} jest rodzin¡ parami rozª¡cznych zbiorów.
Iloraz M/G - przestrze« ilorazowa wzgl¦dem relacji równowa»no±ci ∼ okre±lonych przez p ∼ q ⇔ ∃g∈G : q =
g(p) z topologi¡ ilorazow¡.

Uwaga 0.24. ∀p∈M jego klasa abstrakcji to zbiór wszystkich {g(p) : g ∈ G} nazywamy orbit¡ punktu p
wzgl¦dem dziaªania G

Uwaga 0.25. topologia ilorazowa: zbiór klas abstrakcji(orbit) jest otwarty w topologii ilorazowej, gdy zbiór
w M b¦d¡cy sum¡ tych orbit jest otwarty w M .

Lemat 27. Je±li G jest nieci¡gª¡ grup¡ dyfeomor�zmów gªadkiej rozmaito±ci M to M/G jest gªadk¡ rozma-
ito±ci¡(posiada naturaln¡ struktur¦ gªadk¡) wymiaru tego samego, co M i tak¡, »e odwzorowanie ilorazowe
i : M →M/G jest gªadkie, a nawet jest lokalnym dyfeomor�zmem. Dowód
Niech [p] b¦dzie orbit¡ punktu p i Up jak w de�nicji nieci¡gªo±ci grupy. Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢,
»e jest ono otoczeniem mapowym, z map¡ ψp : Up → Rn. Rozwa»my zbiór U[p] = {[q] : q ∈ Up} ⊂ M/G.

Zauwa»my, »e jest on otwarty w przestrzeni ilorazowej. Ponadto [p] ∈ U[p]. Rozwa»my ip = i
∣∣
Up

: Up →
U[p], ip(q) = [q]. Jest to bijekcja(surjektywno±¢ oczywista, injektywno±¢ wynika z nieci¡gªo±ci grupy). Po-
nadto jest to homeomor�zm(ci¡gªo±¢ wynika z ci¡gªo±ci i, ci¡gªo±¢ odwrotnego z tego, »e dla dowolnego otwar-
tego V ⊂ Up jest otwarty w M/G wi¦c i U[p] tak»e). De�nujemy map¦ ϕp : U[p] → Rn przez ϕp = ψp ◦ i−1

p .

Jest ona homeomor�zmem na obraz Up ⊂
otw.

Rn.
Twierdzimy, »e rodzina map

(
U[p], ϕp

)
zadaje struktur¦ rozmaito±ci gªadkiej(tworzy atlas gªadki). Jest tak,

poniewa»

• [p] ∈ U[p], wi¦c zbiory U[p] pokrywaj¡ caªe M/G

• Zachodzi tak»e gªadka zgodno±¢:

� dla innego zbioru mapowego U[q]
⊂
otw.

M/G mamy homeomor�zm iq : Uq → U[q] oraz map¦

ϕq : U[q] → Rn, ϕq = ψq ◦ i−1
1

� odwzorowanie przej±cia ϕp◦ϕ−1
q = ψp◦i−1

p iqψ
−1
q . Dla y = i−1

p iq(x) mamy iq(x) = ip(y)⇒ [x] = [y],
wi¦c y = gx(x) dla pewnego gx ∈ G.

� Funkcja f : x → gx : Uq ∩ i−1
q (U[p]) → G. Z ci¡gªo±ci mamy staªo±¢ na komponentach spójnych

zbioru Uq ∩ i−1
q (U[p])) funkcji p

−1iq : x→ yx(w przeciwnym wypadku obraz spójnej skªadowej przez
odwzorowanie ci¡gªe i−1

p iq przeci¦ªoby kilka kopii zbiorów postaci q(Up), co jest niemo»liwe).

� komponenty spójno±ci Uq ∩ i−1
q (U[p]) s¡ otwarte w M . Na ka»dej takiej skªadowej mamy i−1

p ◦
iq(x) = gx · x dla ustalonego g. Zatem ϕpϕ

−1
q = ψp(i

−1
p iq)ψ

−1
q jest zadana na ψq(???) wzorem

ϕpϕ
−1
q (x) = ψp

(
g(ψ−1

q (x))
)
.

Tu nie wiem co dalej jest, nie mog¦ odczyta¢. Podrzuci kto± na kosa@azs.pwrwroc.pl?

Uzupeªnienie: i(x) = [x]. Niech p ∈ M . Rozwa»my mapy (Up, ψp) w M oraz (U[p], ϕp) w M/G. Wyra¹my

i wokóª p w tych mapach: î = ϕpipψ
−1
p = ψpi

−1
p iψ−1

p = id - jest to odwzorowanie gªadkie i lokalnie gªadko
odwracalne.

Wykªad 5 - 23.03.2015

Przypomnienie
G jest nieci¡gª¡ grup¡ dyfeomor�zmów rozmaito±ci M gdy dla ka»dego punktu p istnieje otwarte otocznie Up,



takie »e {g(Up) : g ∈ G} s¡ parami rozª¡czne.
M/G - iloraz(przestrze« orbit) jest rozmaito±ci¡ wymiaru dim(M/G) = dimM i t.»e i : M → G/M jest
lokalnie dyfeomor�zmem.
Struktura gªadka na M/G: dla Up jak wy»ej mapowego, z map¡ (Up, ψp) tworzymy map¦ (U[p], ϕp) na M/G,
gdzie U[p] = {[x] : x ∈ Up}, ϕp = ψp ◦ i−1

p

ip = i
∣∣
Up

: Up → U[p].

Przykªad 8. Zn dziaªa na Rn przez przesuni¦cia.
Rn/Zn = Tn - n−wymiarowy torus.

Uwaga 0.26. Rn/Zn ∼= (S1)n

Przykªad 9. Z dziaªa na R dziaªa na S1 × R(wspóªrz¦dne θ na S1, t na R).
k ∈ Z dziaªa przez k(θ, t) =

(
(−1)kθ, t+ k

)
.

Iloraz S1 × R/Z jest tak zwan¡ butelk¡ Kleina.

Uwaga 0.27. Iloraz M/G dla nieci¡gªego dziaªania grupy dyfeomor�zmów G na rozmaito±¢ M z niepustym
brzegiem jest rozmaito±ci¡ z brzegiem.

Przykªad 10. Z dziaªa na [−1, 1]× R.
k(x, y) =

(
(−1)k · x, y + k

)
Iloraz [−1, 1]× R/Z to wst¦ga Möbiusa(gªadka 2-wymiarowa rozmaito±¢ z niepustym brzegiem).

Confn(M) - przestrze« kon�guracyjna n−elementowych podzbiorów gªadkiej rozmaito±ci M(bez brzegu).
Wyrazimy Confn(M) jako iloraz pewnej nieci¡gªej grupy dyfeomor�zmów.
Rozwa»my produkt kartezja«ski M × . . .×M︸ ︷︷ ︸

n razy

i tak zwan¡ uogólnion¡ przek¡tn¡ ∆n(M) tak¡ »e xi = xj dla

pewnych i 6= j
∆n(M) jest domkni¦ta w M × . . . ×M(sko«czona suma zbiorów zadanych równaniami xi = xj , z których
kazdy jest domkni¦ty).
M × . . . ×M\∆n(M) jest otwartym podzbiorem, skªada si¦ z (x1, . . . , xn o parami ró»nych xi - jest to roz-
maito±¢ gªadka wymiaru n · dimM .
Grupa permutacji Sn dziaªa na M × . . .×M\∆n(M) przez dyfeomor�zmy (σ ∈ Sn)

σ(x1, . . . , xn) =
(
xσ(1), . . . , xσ(n)

)
[M × . . .×M\∆n(M)]/Sn = Confn(M) jako zbiór.
Poka»emy, »e to dziaªanie Sn na M × . . .×M\∆n(M) jest nieci¡gªe.
Niech p = (x1, . . . , xn) ∈M × . . .× \∆n(M). Niech U1, . . . , Un b¦d¡ otwartymi, parami rozª¡cznymi otocze-
niami (x1, . . . , xn w M .
Niech Up = U1 × . . .× Un b¦dzie otwartym otoczeniem p w M × . . .×M\∆n(M).
σ(Up) = Uσ(1) × . . .× Uσ(n)

St¡d σ(Up) : σ ∈ Sn s¡ parami rozª¡czne. �

Klejenie rozmaito±ci wzdªu» komponent brzegu

Otoczenie koªnierzowe
Niech M b¦dzie n−wymiarow¡ rozmaito±ci¡ gªadk¡, B- komponent¡ brzegu ∂M .

Twierdzenie 28. Istnieje dyfeomor�czne wªo»enie(czyli dyfeo na obraz) k : B × [0, 1) → M na otwarte
otoczenie U komponenty B w M takie, »e k(x, 0) = x dla x ∈ B.
Dowód za kilka wykªadów.
�wiczenie. Produkt rozmaito±ci bez brzegu z rozmaito±ci¡ z brzegiem jest rozmaito±ci¡ z brzegiem.
M1, B1 ⊂ ∂M1, M2, B2 ⊂ ∂M2 jak wy»ej. f : B1 → B2 - dyfeomor�zm(sklejaj¡cy).
M1 supf M2 = M1 tM2/ ∼
gdzie M1 ⊃ B1 3 x ∼ f(x) ∈ B2 ⊂M2[2- elementowe klasy abstrakcji]
oraz poza tym 1-elementowe klasy abstrakcji.
Struktura gªadka na przestrzeni M1 ∪f M2.
Wybieramy ki : Bi × [0, 1)→Mi wybrane otoczenia koªnierzowe. Zbiory Ui ⊂Mi uto»samiamy z produktami
Bi × [0, 1).
Trzy rodzaje map na M1 ∪f M2



¬ Dla dowolnej mapy (U,ϕ) na M1 obcinamy j¡ do U\B1.

 Analogicznie, dla dowolnej mapy (U,ϕ) na M2 obcinamy j¡ do U\B2.

® dla dowolnej mapy (W,ψ) na B1, ψ : W →W ⊂ Rn−1 rozwa»amy otwarty zbiór W × [0, 1)∪
f
∣∣
W

f(W )×

[0, 1) = W̃ ⊂M1 ∪f M2.

ψ̃ : W̃ → W̃ ⊂ Rn

ψ(x, t) =

{(
ψ(x),−t) dla (x, t) ∈ U1(
ψ(x)f−1(x), t) dla (x, t) ∈ U2

ψ̃(W̃ ) = W × (−1, 1) ⊂ Rn

Fakt 0.28. Dla x ∈ B1 ψ̃(x, 0) = ψ̃(f(x), 0), st¡d ψ̃ jest dobrze okre±lone na M1 ∪f M2.

ψ̃ : W̃ →W × (−1, 1) jest homeomor�zmem.
Zbiory mapowe postaci ¬,,® pokrywaj¡ M1 ∪f M2.
Gªadka zgodno±¢ map postaci ¬,,® zachodzi(¢wiczenie).

Uwaga 0.29. M1 ∪f M2 jako rozmaito±¢ gªadka wydaje si¦ zale»e¢ nie tylko od f , ale te» od wyboru otocze«
koªnierzowych k1 i k2. W istocie jednak, z dokªadno±ci¡ do dyfeomor�zmu, M1 ∪f M2 nie zale»y od wyboru
k1, k2, bo

ªatwe

¢wiczenie
Je±li k1, k

′
1 s¡ podobnie poªo»one w M1, tzn istnieje homeomor�zm h : M1 →M1 taki, »e k′1

∣∣
B1×[0, 12 )

=

h ◦ k1

∣∣
B1×[0, 12 )

to M1 ∪f,k1,k2 M2
∼= M1 ∪f,k′1,k2 M2

TRUDNY Ka»de 2 otoczenia koªnierzowe komponenty B1 brzegu ∂M1 s¡ podobnie poªo»one.

Fakt 0.30. Ustalmy otoczenia koªnierzowe k1, k2. Je±li f0, f1 : B1 → B2 s¡ izotopijnymi dyfeomor�zmami(tzn
istnieje gªadkie F : [0, 1]×B1 → B2 takie, »e oznaczaj¡c przez Ft : B1 → B2 odwzorowanie Ft(x) = F (t, x)
mamy f0−f0, F1 = f1 Ft jest dyfeomor�zmem dla ka»dego t ∈ [0, 1]). toM1∪fo,k1,k2M2 orazM1∪f1,k1,k2M2

s¡ dyfeomor�czne.

De�nicja 29. Niech M1,M2 b¦d¡ rozmaito±ciami wymiaru n, oraz Di ⊂ Mi b¦d¡ kulami n−wymiarowymi
zawartymi w mapowych otoczeniach we wn¦trzach ind(Mi).
Mi\ind(Di) s¡ rozmaito±cimi z brzegiem, oraz Di = ∂Di s¡ komponentami brzegu wMi. Jako »e Bi ∼= Sn−1,
to istnieje dyfeomor�zm f : B1 → B2.
[M1\ind(D1)] ∪f [M2\

∫
(D2)] = M1#M2 nazywamy sum¡ spójn¡ rozmaito±ci M1 i M2.

Uwaga 0.31. Je±li Mi jest spójna, to Mi\int(Di) z dokªadno±ci¡ do dyfeomor�zmu nie zale»y od wyboru Di.

Uwaga 0.32. Istniej¡ dokªadnie dwie klasy izotopii dyfeomor�zmów f : Sn−1 → Sn−1[zachowuj¡ce orientacje,
oraz zmieniaj¡ce orientacje].

Wniosek 30. Dla spójnych Mi s¡ conajwy»ej dwie rozmaito±ci b¦d¡ce sum¡ spójn¡ M1#M2

W przypadku gdy Mi s¡ orientowalne to istnieje kanoniczny wybór jednej spo±ród tych dwóch sum spójnych.

Klasy�kacja zamkni¦tych(zwartych, bez brzegu) powierzchni(2-rozmaito±ci) spój-
nych.

2 serie(obie niesko«czone):
Seria pierwsza(orientowalne):
S2, T 2 = S1 × S1, T 2#T 2, T 2#T 2, . . .
Seria druga(nieorientowalne)
RP 2 = S2/Z2 - pªaszczyzna rzutowa
RP 2#RP 2 - butelka Kleina
oraz dalej.



Wykªad 7 - 20.04.2015

Gªadkie pole wektorowe na Mn to

X : M → TM takie »e ∀p∈M X(p) ∈ TpM ⊂ TM

• gªadkie jako odwzorowanie rozmaito±ci M → TM lub równowa»nie

• wyra»one w lokalnych mapach (U,ϕ) jako X(p) =
n∑
i=1

bi(p)
∂
∂ϕi

(p) ma gªadki wspóªczynnik bi : U →

R(jako funkcje rzeczywiste).

Wªasno±ci: Suma (X + Y )(p) = X(p) + Y (p) gªadkich pól wektorowych jest gªadkim polem wektorowym.
Podobnie, iloczyn (f · X)(p) = f(p)X(p) gªadkiego pola wektorowego X i gªadkiej funkcji f : M → R jest
gªadkim polem wektorowym.

De�nicja 31. Rodzin¦ wszystkich pól wektorowych na M oznaczamy przez C∞(TM) lub X (M). Algebraicz-
nie jest to moduª na pier±cieniu C∞(M) gªadkich funkcji rzeczywistych na M .

Uwaga 0.33. Gªadkie pola wektorowe na otwartych U ⊂ Rn lub Hn maj¡ posta¢:

X(x) =

n∑
i=1

ai(x)
∂

∂xi
(x)

dla pewnych gªadkich funkcji ai : U → R. B¦dziemy te» pisa¢ X(x) = [a1(x), . . . , an(x)] ∈ Rn ∼= TxU .
Dygresja dla p ∈ ∂M , przestrze« styczn¡ TpM de�niuje si¦ tak samo, dopuszczaj¡c krzywe γ : [a, b)→M ,
lub γ : (a, b]→M z punktamy bazowymi a, b odpowiednio.
TM = ·

⋃
p∈M

TpM jest rozmaito±ci¡ z brzegiem ∂(TM).

dla map (U,ϕ) na M dostajemy map¦ (TU, ϕ̃ na TM, TU =
⋃
p∈U

TpU .

ϕ̃ : TU → ϕ(U)× Rn ⊂ Hn × Rn ∼= H2n.
Je±li (U,ϕ) zahacza o ∂M , to (TU, ϕ̃) zahacza o ∂(TM).

Przykªad 11. Wyznaczanie pól wektorowych o okre±lonych wªasno±ciach za pomoc¡ rozkªadu jedno±ci.
Niech M b¦dzie rozmaito±ci¡ z niepustym brzegiem ∂M .

De�nicja 32. Wektor Y ∈ TpM , dla p ∈ ∂M jest skierowany do wewn¡trz M je±li w pewnej mapie ϕ : U →

Hn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xn ≥ 0} wyra»a si¦ przez Y =
n∑
i=1

ai
∂
∂ϕi

(p), gdzie an > 0.

�wiczenie. Je±li tak jest w jednej mapie, to jest te» tak w ka»dej mapie wokóª p. Ponadto, suma wektorów
skierowanych do wewn¡trz jest wektorem skierowanym do wewn¡trz oraz iloczyn wektorów skierowanych do
wewn¡trz i liczby dodatniej te» jest skierowany do wewn¡trz.

De�nicja 33. Pole wektorowe X : M → TM jest skierowane do wewn¡trz M je±li ∀p∈∂M X(p) jest skiero-
wany do wewn¡trz M .

Fakt 0.34. Na M istnieje gªadkie pole wektorowe X skierowane do wewn¡trz.
Dowód
Niech {(Uα, ϕα)} b¦dzie atlasem na M .
Niech {fj} b¦dzie rozkªadem jedno±ci wpisanym w {Uα} i niech supp(fj) ⊂ Uαj .
Dla tych Uα które zahaczaj¡ o brzeg ∂M okre±lmy(lokalne) pole wektorowe Xα : Uα → TUα ⊂ TM wzorem
Xα(p) = ∂

∂(ϕα)n
(p).

Dla pozostaªych Uα okre±lmy Xα dowolnie.
Zde�niujmy X =

∑
j

fjXαj .

X jest gªadkim polem wektorowym na caªym M .
w punktach p ∈ ∂M powy»sza suma to kombinacja liniowa wektorów skierowanych do wewn¡trz z dodatnimi
wspóªczynnikami, wi¦c jest to wektor skierowany do wewn¡trz.



Uwaga 0.35. Niech f : M → N b¦dzie dyfeomor�zmem i niech X ∈ X (M).
Przypomnijmy df : TM → TN odwzorowanie styczne(gªadkie).
poszczególne wektory X(p) pola X przenoszone przez df do TN
dfp
(
X(p)

)
= df(x)f(p) df(X)(q) = dff−1(a)

(
X(f−1(a)

)
bardziej formalnie, df(x) jako odwzorowanie N → TN jest zªo»eniem df(x) = df ◦X ◦ f−1.

Wniosek 34. df(x) jest gªadkim polem wektorowym na rozmaito±ci N .
B¦dziemy je nazywa¢ przeniesieniem pola X przez f na N .

Krzywe caªkowe i potoki pól wektorowych

Niech M b¦dzie rozmaito±ci¡ bez brzegu.

De�nicja 35. Krzywa caªkowa pola X ∈ X (M) to dowolna krzywa γ : (a, b)→M taka, »e

∀t∈(a,b) dγt
( ∂

∂t(t)
= [γ, t] = γ′(t) = X

(
γ(t)

)
Lemat 36. pomocniczy: γ jest krzyw¡ caªkow¡ pola x ∈ X i� dla ka»dej mapy (U,ϕ) na M krzywa ϕ◦γ(gdzie
γ jest wyra»ona w tej mapie) jest krzyw¡ caªkow¡ pola dϕ(X) ∈ X

(
ϕ(U)

)
.

Dowód
⇒. Je±li γ′(t) = [γ, t] = X

(
γ(t)

)
to
(
ϕ◦γ)′(t) = [ϕ◦γ, t] = dϕγ(t)

(
[γ, t]

)
= dϕγ(t)

(
X
(
γ(t)

))
= dϕ(X)

(
ϕ◦γ′(t)

)
⇐. Je±li

(
ϕ ◦

)′
(t) = dϕ(x)

(
ϕ(γ(t))

)
to

γ′(t) = [ϕ−1(ϕ ◦ γ)]′(t) = dϕ−1
ϕγ(t)

[[(ϕ ◦ γ)′(t)] = dϕ−1
ϕγ(t)

[dϕ(X)
(
ϕ ◦ γ(t)

)
] = dϕ−1

ϕγ(t)
dϕγ(t)[X

(
γ(t)

)
] = X

(
γ′(t)

)
Uwaga 0.36. Pole dϕ(x) ∈ X

(
ϕ(U)

)
b¦dziemy nazywa¢ lokalnym wyra»eniem pola X ∈ X (M) w mapie (U,ϕ)

na M .

• Istnienie krzywych caªkowych:
∀p∈M istnieje krzywa caªkowa o pocz¡tku w p tzn γ : (−ε, ε)→M taka, »e γ(0) = p.
Dowód

Niech dϕ(x) =
n∑
i=1

ai(x) ∂
∂xi

(x), ϕ(p) = x0 ∈ ϕ(U) ⊂ Rn.

Wystarczy pokaza¢, »e istnieje krzywa caªkowa pola dϕ(x) o pocz¡tku x0 czyli taka krzywa C : (−ε, ε)→
ϕ(U) »e ∀tC ′(t) = [a1

(
c(t)
)
, a2

(
c(t)
)
, . . . , an

(
c(t)
)
] z warunkiem pocz¡tkowym c(0) = x0. Z teorii rów-

na« ró»niczkowych zwyczajnych taka krzywa istnieje.

• Jednoznaczno±¢:
Krzywe caªkowe γ1(t), γ2(t) : (a, b) → M pola X ∈ X takie, »e γ1(t0) = γ2(t0) dla pewnego t0 ∈ (a, b)
s¡ równe.
Dowód
zbiór A = {t ∈ (a, b) : γ1(t) = γ2(t)} jest:

� domkni¦ty, z ci¡gªo±ci γ1 i γ2

� otwarty, z lokalnej jednoznaczno±ci krzywych caªkowych wynikaj¡cej z lokalnej jednoznaczno±ci
rozwi¡za¢ równa« ró»niczkowych zwyczajnych

� niepusty, bo t0 ∈ A.

St¡d A = (a, b) �

• Gªadka zale»no±¢ od punktu pocz¡tkowego - lokalnie:
∀p∈M ∃Up⊂M otwarty, p ∈ Up, ∃ε>0, ∃Γ:(−ε,ε)×Up→M gªadkie, takie »e ∀q∈M γq : (−ε, ε)→M zadana
przez γq(t) = Γ(t, q) jest krzyw¡ caªkow¡ pola X o pocz¡tku w q.
Dowód
Zastosowanie gªadkiej zale»no±ci od warunku pocz¡tkowego dla rozwi¡za« równa« ró»niczkowych zwy-
czajnych. �



De�nicja 37. Pole wektorowe X ∈ X (M) jest zupeªne, je±li ∀p∈M istnieje krzywa caªkowa γ : R → M taka
»e γ(0) = p(tzn ka»da lokalna krzywa caªkowa pola X przedªu»a si¦ do caªego R.

Przykªad 12. Pole X(x, y) = −y · ∂∂x (x, y) + x · ∂∂y (x, y) jest zupeªne.

Krzywe caªkowe pola maj¡ posta¢ γ(t) =
(
r cos(t+ t0), r sin(t+ t0)

)
, gdzie r, t0 s¡ parametrami.

To samo pole obci¦te do H2 = {(x, y) : y > 0} nie jest zupeªne.

Fakt 0.37. Je±li pole X ∈ X (M) jest zupeªne, oraz ∀p∈M : γp : R → M jest(maksymaln¡) krzyw¡ caªkow¡
pola X o pocz¡tku p, to

Γ : R×M →M zadane przez Γ(t, p) = γp(t)

jest gªadkie.
Ponadto, ∀t∈R odwzorowanie ϕXt : M → M zadane przez ϕXt (p) = γp(t) = Γ(t, p) jest dyfeomor�zmem roz-
maito±ciM i przyporz¡dkowanie t→ ϕXt jest homomor�zmem grupy addytywnej R w grup¦ dyfeomor�zmów
rozmaito±ci M .
Dowód
Z gªadkiej lokalnej zale»no±ci od punktu pocz¡tkowego wynika gªadka globalna zale»no±¢, w sposób taki sam
jak w teorii równa« ró»niczkowych zwyczajnych. St¡d gªadko±¢ Γ.
Z powy»szego, ϕXt = Γ(t, ·) jest gªadka M →M .
Oczywi±cie ϕX0 = idM .
Ponadto zachodzi ϕXt+s = ϕXt ◦ ϕXs ∀t,s∈R, bo

∀t∈R
d

dt
ϕXt
(
ϕXs (p)

)
= X

(
ϕt
(
ϕXs (p)

))
d

dt
ϕXt+s(p) = X

(
ϕXt+s(p)

)
A zatem obie krzywe t→ ϕXt

(
ϕXs (p)

)
oraz t→ ϕt+s(p) s¡ krzywymi caªkowymi pola X o pocz¡tku w ϕXs (p).

Z jednoznaczno±ci krzywych caªkowych s¡ one równe.
Z równo±ci ϕt+s = ϕt ◦ ϕs wynika:

• ϕt jest dyfeomor�zmem, bo ϕt ◦ ϕ−t = ϕ0 = idM wi¦c ϕ−1
t = ϕ−t jest gªadk¡ odwrotno±ci¡

• t→ ϕXt jest homomor�zmem R→ Diff(M).

�

Rodzina {ϕt = ϕXt }t∈R jest nazywana potokiem pola X, jednoparametrow¡ grup¡ dyfeomor�-
zmów generowan¡ przez D, potokiem fazowym pola X.
Krzywe caªkowe t→ ϕXt (p) s¡ nazywane trajektoriami potoku {ϕXt }, krzywymi fazowymi pola X, trajekto-
riami pola X.

Przykªad 13. Dla pola X = −y · ∂∂x+x· ∂∂y na R2 mamy potok ϕXt (x, y) = (x·cos t−y ·sin t, x·sin t+y ·cos t)[ϕXt
jest obrotem o k¡t t wokóª (0, 0)].

De�nicja 38. Jednoparametrow¡ grup¡ dyfeomor�zmów rozmaito±ci M nazywamy ka»dy homomor-
�zm R→ Diff(M) gªadko zale»ny od t[(t, p)→ ϕt(p) gªadkie na R×M →M ].

Fakt 0.38. Ka»da jednoparametrowa grupa dyfeomor�zmów na M jest potokiem pewnego zupeªnego pola
wektorowego X ∈ X (M).
Dowód
Pojawi si¦ jako szczególny przypadek ogólniejszego kontekstu. �

W przypadku, gdy X ∈ C∞(TM) jest niekoniecznie zupeªna, znajdujemy lokaln¡ jednoparametrow¡
rodzin¦ dyfeomor�zmów, czyli {(Uα, εα,Φα)}α, gdzie

¬ Uα jest otwartym pokryciem M ,

 εα > 0, Φα(−εα : εα)× Uα →M jest gªadkie

® ∀α ∀p∈Uα Φα(0, p) = p



¯ Stosujemy oznaczenie Φβt (p) = Φβ(t, p je±li s, s+ t ∈ (−εα, εα), p ∈ Uα, Φαs (p) ∈ Uβ , t ∈ (−εβ , εβ) to

Φβt
(
Φαs (p)

)
= Φαt+s(p).

Ka»dy (Uα, εα,Φ
α) tworzy z lokalnych krzywych caªkowych pola X o punktach pocz¡tkowych w Uα, czyli

tak »e t→ Φα(t, p), (−εα, εα)→M s¡ krzywymi caªkowymi pola X.

Twierdzenie 39. Ka»da abstrakcyjna lokalnie jednoparametrowa rodzina dyfeomor�zmów rozmaito±ci M jest
wyznaczona przez jednoznaczne gªadkie pole wektorowe X ∈ C∞(TM). Ponadto, je±li jest to prawdziwa 1-par
gpa dyfeo, to pole X jest zupeªna.
Rodzin¦ {(Uα, εα,Φα)}α nazywamy potokiem pola X.
Dowód
We¹my pole X na M przez:

• dla p ∈ Uα, X(p) = d
dt

∣∣
t=0

Φα(t, p) ∈ TpM z warunku ®

• powy»szy wzór okre±la gªadkie pole wektorowe na Uα ⊂M

• dobra okre±lono±¢:
poka»emy, »e je±li p ∈ Uα ∩ Uβ to d

dt

∣∣
t=0

Φα(t, p) = d
dt

∣∣
t=0

Φβ(t, p).
Stosuj¡c ¯ do s = 0(bo wtedy Φαs (p) = Φα0 (p) = s ∈ Uβ) mamy

Φβt (p) = Φβt
(
Φα0 (p)

)
= Φαt+0(p) = Φαt (p) dla y ∈ (−ε, ε), gdzie ε = min{εα, εβ}

st¡d wymagana równo±¢ pochodnych, a wiec X jest dobrze okre±lonym gªadkim polem na M .

• Krzywe t→ Φα(t, p) s¡ krzywymi caªkowymi tak okre±lonego pola X.
Mamy pokaza¢ »e

d

dt

∣∣
t=t0

Φα(t, p) = XΦα(t0, p) ∀p∈Uα , ∀t0∈(−ε,ε)

Z tego »e zbiory Uβ pokrywaj¡ M istnieje taka β, »e Φα(t0, p) ∈ Uβ.
Wtedy d

dt

∣∣
t=t0

Φα(t, p) = d
dt

∣∣
s=0

Φα(t0 + s, p) = d
dt

∣∣
s=0

Φβs

(
Φαt0(p)

)
= X

(
Φαt0(p)

)
= X

(
Φα(t0, p)

)
Ostatnia cz¦±¢ tezy jest oczywista z przyporz¡dkowania (Uα = M, εα =∞, Φα = Γ. �

Lemat 40. (kryterium zupeªno±ci).
Je±li X ∈ C∞(TM) ma no±nik zwarty, to X jest zupeªnym polem wektorowym.
W szczególno±ci na zamkni¦tej rozmaito±ci dowolne pole wektorowe jest zupeªne.
Dowód
No±nik supp(X) mo»emy pokry¢ sko«czon¡ rodzin¡ zbiorów Uαi dla których istniej¡ odpowiednie Φαi :
(−ε, ε) × Uαi → M takie jak w L1PGD generowanej przez X. Wtedy dla ε = min

i
{εi} > 0, z ka»dego

p ∈M mo»emy wystawi¢ krzyw¡ caªkow¡ o pocz¡tku w p, okre±lon¡ na przedziale (−ε, ε). Jednostajno±¢ tego
ε na caªym M oznacza, »e krzywe caªkowe mo»emy przedªu»a¢ do caªego R. �

Wykªad 8 - 13.05.2015

Przestrzenie styczne - de�nicja kinematyczna

Oznaczenia z analizy:

1) Dla gªadkiej f : (a, b)→ Rn, t ∈ (0, 1) pochodna f(t) = ∂f
∂t =

f
′
1(t)
...

f ′n(t)


2) Dla gªadkiego f : U → Rm, U ⊂ Rn, p ∈ U oznaczamy Dpf to macierz pierwszych pochodnych cz¡stko-

wych, dokªadniej: 
∂f1
x1

(p) ∂f1
x2

(p) · · · ∂f1
xn

(p)

∂f2
x1

(p)
. . .

...
...

∂fm
x1

(p) · ∂fm
xn

(p)


tak samo oznaczamy odwzorowanie liniowe Rk → Rm zadane przez t¦ macierz.



De�nicja 41. Styczno±¢ krzywych przechodz¡cych przez ten sam punkt.
NiechM b¦dzie rozmaito±ci¡, p ∈M . De�niujemy CpM - zbiór par (c, t0) takich, »e c : (a, b)→M jest gªadk¡
krzyw¡ na M tak¡, »e t0 ∈ (a, b) i c(t0) = p. Jest to zbiór krzywych na M ¹bazowanych"(zaczepionych) w
punkcie p.
Niech ϕ : U → Rn b¦dzie map¡ na M wokóª p. Krzywe (c1, t1), (c2, t2) s¡ styczne w mapie (U,ϕ) je»eli
(ϕ ◦ c1)′(t1) = (ϕ ◦ c2)′(t2).

Lemat 42. Je»eli (c1, t1), (c2, t2) ∈ CpM s¡ styczne w mapie (U,ϕ) wokóª p to s¡ styczne w dowolnej innej
mapie (W,ψ) wokóª p.
Dowód
(ψ ◦ c1)′(t1) = [(ψ ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ c1)]′(t1) = Dϕ(p)(ψ ◦ ϕ−1)[(ϕ ◦ c1)′(t1)] = (ϕ ◦ c1)′(t2) �

De�nicja 43. Krzywe (c1, t1), (c2, t2) ∈ CpM s¡ stycznej w pewnej(ka»dej) mapie wokóª p. Styczno±¢ ele-
mentów z CpM jest relacj¡ równowa»no±ci.

De�nicja 44. Przestrzeni¡ styczn¡ do M w punkcie p to zbiór klas abstrakcji

TpM = CpM/styczno±¢

Klas¦ abstrakcji krzywej (c, t0) ∈ CpM oznaczamy przez [c, t0] lub c′(t0).
Struktura wektorowa na TpM
Dla mapy ϕ : U → Rn wokóª p ∈M okre±lamy odwzorowania:

• ϕ∗p : TpM → Rn ϕ∗p([c, t0]) = (ϕ ◦ c)′(t0) - bijekcja, dobrze okre±lona

• λϕ,p Rn → TpM λϕ,p(v) = [cv, 0], gdzie cv(t) = ϕ−1
(
ϕ(p) + tv

)
.

Lemat 45. ϕ∗p ◦ λϕ,p = idRn oraz λt,p ◦ ϕ∗p = idTpM , a zatem s¡ one jednoznaczne i wzajemnie do siebie
odwrotne.
Dowód
Niech v ∈ Rn, ϕ∗p ◦ λϕ,p(v) = ϕ∗p([cv, 0]) = (ϕ ◦ cb)′(0) = d

dtϕ
(
ϕ−1(ϕ(p) + tv)

)
= c.

Niech [c, t0] ∈ TpM .
λϕ,p ◦ ϕ∗p([c, t0]) = λϕ,p[(ϕ ◦ c)′(t0)] = [c(ϕ◦c)′(t0), 0].

Sprawdzili±my, »e (c, t0) i (c(ϕ◦c)′(t0), 0) s¡ styczne w mapie ϕ. c′(ϕ◦p)′(t0)(0) = d
dt (ϕ(p)t(ϕ◦c)′(t0) = (ϕ◦c)′(t0

czyli styczno±¢ w (U,ϕ).WTF???

Lemat 46. Na przestrzeni stycznej TpM istnieje dokªadnie jedna struktura przestrzeni wektorowej, dla której
odwzorowania ϕ∗p, λϕ,p dla wszystkich map wokóª p s¡ odwzorowaniami liniowymi.
Dowód
Aby ϕ∗p byªo liniowe, struktura taka musi by¢ zadana nast¦puj¡co:

• dla x, y ∈ TpM, x+ y = λϕ,p
(
ϕ∗p(x) + ϕ∗p(y)

)
• dla x ∈ TpM, α ∈ R, ax = λϕ,p(αϕ

∗
p(x))

Pozostaje sprawdzi¢ zgodno±¢ tych dziaªa« z dziaªaniami zadanymi przy pomocy innej mapy (ψ, V ) wokóª p:

Rn
λψ,p←→
ψ∗p

TpM
λϕ,p←→
ϕ∗p

Wystarczy uzasadni¢, »e zªo»enie ψ∗p ◦ λϕ,p : Rn → Rn jest liniowe

ψ∗p ◦ λϕ,p(v) = ψ∗p([cv, 0]) = d
dtψ
(
ϕ−1

(
ϕ(p) + tv

))
= Dϕ(p)(ψϕ

−1)[ ddt
(
ϕ(p) + vt

]
= Dϕ(p)(ψϕ

−1)(v)

Poniewa» macierz Dϕ(p)(ψϕ
−1) nie zale»y od v mamy liniowo±¢.

De�nicja 47. Elementy TpM nazywamy wektorami stycznymi do M w punkcie p.

Przykªad 14. M = Rn. Mamy wyró»nion¡ map¦ ϕ : M → Rn ϕ = idRn dla ka»dego p ∈ Rn ta mapa, poprzez
ϕ∗p = (idRn)∗p kanonicznie uto»samia TpRn z Rn. Podobnie dla M = U ⊂ Rn.
Oznaczenia:



1. Wektory styczne do M = Rn lub M = U ⊂ Rn odpowiadaj¡ce wersorom oznaczamy przez ∂
∂xi

(p).

Tworz¡ one baz¦ TpM , wi¦c dla v ∈ TpM v =
n∑
ai

∂
∂xi

2. Przez analogi¦ dla dowolnej M, p ∈M, (ϕ,U) wokóª p przeciwobrazy w TpM przez ϕ∗p wersorów w Rn

oznaczamy (ϕ∗p)
−1ei = ∂

∂ϕi
(p)

Ró»niczka:
Niech f : M → N b¦dzie gªadkim odwzorowaniem rozmaito±ci, p ∈M, f(p) = q ∈ N , dimM = m, dimN =
n. Dla krzywej (c, t0) ∈ CpM mamy f ◦ c, t0) ∈ CqN .

Lemat 48. Je»eli (c1, t1), (c2, t2) ∈ CpM s¡ styczne, to (f ◦ c1), (f ◦ c2) te» s¡ styczne.
Dowód
Z de�nicji. �

De�nicja 49. Ró»niczk¡ f w punkcie p nazywamy odwzorowanie

dfp : TpM → TqN dfp([c, t0]) = [f ◦ c, t0]

Lemat 50. Ró»niczka dfp jest odwzorowaniem liniowym.
Dowód
Wystarczy sprawdzi¢, »e zªo»enie Rm −→

λϕ,p
TpM −→

dfp
TqN −→

ψ∗q
Rn jest liniowe.

ψ∗qdfpλϕ,p(v) = ψ∗qdfp([cv, 0]) = ψ∗q ([f ◦cv, 0]) = (ψ◦f ◦cv)′(0) = (ψ◦f ◦ϕ−1)◦(ϕ◦cv)(0) = Dϕ(p)(ψfϕ
−1)((ϕ◦

cv)
′(0)) = Dϕ(p)(ψfϕ

−1)(v) jest liniowe.
Dla map ϕ wokóª p w M i ψ wokóª q w N zªo»enie

Rn −→
(ϕ∗p)−1

TpM −→
dfp

TpN −→
ψ∗q

Rn

ma posta¢ ψ∗qdfp(ϕ
∗
p)
−1(v) = Fϕ(p)(ψfϕ

−1)[v], zatem jest liniowe. Ponadto w bazach { ∂
∂ϕ(p)}, {

∂
∂ψi

(q)} dfp
jest zadane macierz¡ Dϕ(p)

(
ψfϕ−1

)
zatem ma posta¢ dfp[

∑
ai

∂
∂ϕi

(p)] =
∑
i

∑
j

∂(ψfϕ−1

∂xj
(ϕp)aj ]

∂
∂ψi

(
ϕ(p)

)
Ró»niczka funkcji gªadkiej f : M → R
Niech f : M → R b¦dzie gªadkie, p ∈ M . Wówczas ró»niczka dfp jest funkcjonaªem liniowym na TpM . Dla
X = [c, t0] ∈ TpM zachodzi

dfp(x) = dfp[c, t0] = [f ◦ c, t0] = (f ◦ c)′(t0)

De�nicja 51. Dla X ∈ TpM pochodn¡ z funkcji f : M → R w kierunku X nazywamy liczb¦ dfp(x) i ozna-
czamy j¡ x · f .

Uwaga 0.39. 1) x(f + g) = xf + xg

2) x(fg) = q(p)xf + f(p)xg

3) (ax)f = a(xf)

4) x, y ∈ TpM ⇒ (x+ y)f = xf + yf

Przykªad 15. 1) X = ∂
∂xi

(p) ∈ TpRn f : RR gªadka to xf = ∂
∂xi

f(p)

2) x = ∂
∂ϕi

(p) ∈ TpM f : M → R to xf = ∂(fϕ−1)
∂xi

(
ϕ(p)

)
Wi¡zka styczna do rozmaito±ci

TM = ·
⋃
p∈M

TpM .

Rzutowanie πTM →M π(v) = p gdy v ∈ TpM .



Lemat 52. Niech M b¦dzie m wymiarow¡ rozmaito±ci¡ klasy Ck, k > 1. Wtedy na TM istnieje naturalna
struktura 2n−wymiarowa rozmaito±ci klasy Ck−1 dla której π jest Ck−1 ró»niczkowalne.
Dowód
Struktur¦ rozmaito±ci zadamy za pomoc¡ map. Niech (U,ϕ) b¦dzie map¡ na M . Rozwa»my zbiór

TU = π−1(U) =
⋃
p∈U

TpM

oraz odwzorowanie ϕ̃ TU → Rn × Rn dane wzorem
ϕ̃(u) =

(
ϕπ(u), ϕ∗π(u)(u)

)
Zauwa»my, »e ϕ̃ jest ró»nowarto±ciowa, obraz ϕ̃ to ϕ(U)) × Rn - jest to zbiór

otwarty.
Odwzorowanie przej±cia ψ̃ϕ̃−1 : ϕ(U ∩ V )× Rn → ψ(U ∩ V )× Rn
ψ̃ϕ̃−1(a,w) =

(
ψϕ(x), ψ∗pϕ

∗
p(w)

)
= (ψϕ−1(x), Dx(ψϕ−1)(w)).

Wspóªczynniki to funkcje Ck−1 ró»niczkowalne wzgl¦dem x.

De�nicja 53. Dla gªadkiego f : M → N odwzorowaniem stycznym df : TM → TN nazywamy odwzorowanie

df(v) = dfπ(v)(v) ∈ Tf(p)N ⊂ TN

Lemat 54. Je»eli f jest gªadkie to df jest gªadkie.
Dowód
Niech v ∈ TpM, (U,ϕ) b¦dzie map¡ w M , (V, ψ) map¡ w N . Wyra¹my df lokalnie w mapach ϕ̃ i ψ̃.

R2m ϕ̃−1

−→ TU
df−→ TV

ψ̃−→ R2m

ψ̃ ◦ df ◦ ϕ̃−1(x,w) =
(
ψfϕ−1(x), ψ∗fψ−1(x)dfϕ∗(x)(ϕ

∗
ϕ−1(x))

−1(w)
)

= Dx(ψfϕ−1)(w)

Pola wektorowe

De�nicja 55. Gªadkim polem wektorowym na M nazywamy gªadkie odwzorowanie X : M → TM takie, »e
dla ka»dego p ∈M X(p) ∈ TpM ⊂ TM(równowa»nie π ◦X = idM ).
Wyra»enie pola X w mapach (U,ϕ) na M oraz (TU, ϕ̃) na TM .
ϕ̃ ◦ x ◦ ϕ−1 : Rn → R2m

ϕ̃xϕ−1 = (x, [a1(x), . . . , an(x)]), gdzie ai : ϕ(U)→ R jest gªadk¡ funkcj¡ rzeczywist¡
St¡d x(p) =

∑
ai(ϕ(p)) ∂

∂ϕi
(p).

Funkcje ai ◦ ϕ s¡ gªadkie. Oznaczmy je przez bi : U → R.
x(p) =

∑
bi(p)

∂
∂ai

(p).

Fakt 0.40. x : M → TM jest gªadkim polem wektorowym wtedy i tylko wtedy, gdy w mapach (U,ϕ) na M
wyra»a si¦ jako xp =

∑
bi(p)

∂
∂ϕi

(p) dla pewnych gªadkich funkcji rzeczywistych bi : U → R.

Wykªad 9 - 18.05.2015

Interpretacja pól wektorowych jako tzw. derywacji

De�nicja 56. Derywacja(lub ró»niczkowanie) w punkcie p ∈ M to liniowy operator Lp : { z funkcji gªad-
kich okre±lonych na otwartych otoczeniach p ∈ M} → R speªniaj¡cy reguª¦ Leibniza, tj. Lp(f · g) =
f(p) · Lp(g) + g(p) · Lp(f).

Przykªad 16. Niech X ∈ TpM . Wówczas pochodna w kierunku X, f → X · f , jest przykªadem derywacji w
punkcie p.
Kilka wªasno±ci derywacji w punkcie:

• Niech 0U b¦dzie funkcj¡ stale równ¡ 0 na otoczeniu U w punkcie p.
Wówczas dla dowolnej derywacji Lp zachodzi Lp(0U ) = 0.
Równie» Lp(1V ) = 0, gdy» Lp(1V ) = Lp(1V · 1V ) = 1 · Lp(1V ) + 1 · Lp(1V ).

• f : U → R, p ∈ V ⊂ U , to Lp(f
∣∣
V

) = Lp(f).

• Je±li f = g na pewnym otwartym otoczeniu p to Lp(f) = Lp(g).



Uwaga 0.41. Ze wzgl¦du na ostatni fakt rozwa»aj¡c derywacje w punkcie p mo»na zaªo»y¢, »e f jest okre±lona
na otwartym otoczeniu U punktu p = (0, . . . , 0) w Rn.

Lemat 57. Dowolna gªadka funkcja okre±lona na kuli wokóª punktu p = (0, . . . , 0) w Rn przedstawia si¦ w
postaci

f(x1, . . . , xn) = f(0, . . . , 0) +

n∑
i=1

xi · hi(x1, . . . , xn)

gdzie hi s¡ gªadkimi funkcjami, takimi »e

hi(0, . . . , 0) =
∂f

∂xi
(0, . . . , 0) dla i = 1, . . . , n

Dowód
Dla ustalonego x = (x1, . . . , xn)

f(x)− f(0) =

1∫
0

d

dt
f(tx)dt =

1∫
0

n∑
i=1

xi
∂f

∂xi
(tx)dt =

n∑
i=1

xi

1∫
0

∂f

∂xi
(tx)dt

Przyjmuj¡c hi(x) =
1∫
0

∂f
∂xi

(tx)dt mamy tez¦. �

Twierdzenie 58. Ka»da derywacja Lp w punkcie p ∈M jest pochodn¡ w kierunku pewnego wektora X ∈ TpM .
Wektor o tej wªasno±ci jest jedyny.
Dowód
Jedyno±¢ wynika z tego, »e dla ró»nych x ∈ TpM operatory f :→ X · f s¡ ró»ne.
Rozwa»my w lokalnych wspóªrz¦dnych wokóª p wektor X ∈ TpM zadany przez

X =

n∑
i=1

Lp(xi)
∂

∂xi
(p)

Poka»emy, »e ∀f Lp(f) = Xf .
Rozwa»my przedstawienie z lematu f = f(0) +

∑
xihi.

Wówczas Lp(f) = Lp
(
f(0) +

∑
xihi

)
= Lp

(
f(0)

)
=

n∑
i=1

Lp(xi · hi) =
n∑
i=1

[xi(p) · Lp(hi) + hi(p) · Lp(xi)] =

n∑
i=1

Lp(xi) · ∂f∂xi (p) = [
n∑
i=1

Lp(xi)
∂
∂xi

] · f = X · f . �

De�nicja 59. Derywacj¡ na rozmaito±ci M nazywamy dowolny operator liniowy L : C∞M → C∞M i speª-
niaj¡cy reguª¦ Leibniza.

Przykªad 17. Gªadkie pole wektorowe X na M okre±la derywacje poprzez L(f) = Xf , lub dokªadniej
L(f)(p) = X(p) · f .
Proste wªasno±ci:

• L(0M ) = 0

• Je±li f zeruje si¦ na pewnym otoczeniu punktu p to L(f)(p) = 0.
Dowód
Niech g ∈ C∞M, g(p) 6= 0, supp(g) ⊂ int(Zf ). Wówczas f ◦ g = 0M . St¡d

0M = L(0M ) = L(f · g) = L(f) · g + L(g) · f

0 = L(f)(p) · g(p) + L(g)(p) · f(p)

Z tego, »e g(p), f(p) 6= 0 mamy L(f)(p) = 0.

• Je±li f, g ∈ C∞M, f = q na otoczeniu p ∈M , to L(f)(p) = L(g)(p).



Twierdzenie 60. Ka»da derywacja na M jest jednoznacznie zadana(jak w przykªadzie) przez pewne gªadkiego
pole wektorowe X na M .
Dowód
Derywacja L na M wyznacza derywacje Lp w ka»dym punkcie p ∈M , poprzez

Lp(f) = L(f̃)(p)

gdzie f̃ ∈ C∞M to dowolna funkcja pokrywaj¡ca si¦ z f na pewnym otoczeniu p. Istnienie takiej f̃ dowodzi
si¦ za pomoc¡ rozkªadu jedno±ci.
Niezale»nie od wyboru f̃ wynik uzyskamy ten sam(poniewa» ka»de f̃ i f̃ ′ pokrywaj¡ si¦ na pewnym otoczeniu
punktu p, wi¦c Lp(f̃) = Lp(f̃

′)).
Niech X(p) ∈ TpM b¦dzie taki, »e Lp(f) = X(p) · f . Wtedy L(f) = X · f .
Pozostaje sprawdzi¢, »e tak okre±lone pole wektorowe X jest gªadkie.
Je±li X nie jest gªadkie, to w pewnym punkcie p ∈ M , w pewnych lokalnych wspóªrz¦dnych wokóª p, pewne
wspóªrz¦dna xi pola X =

∑
Xi

∂
∂xi

nie jest funkcj¡ gªadk¡. Wtedy ªatwo dobra¢ gªadk¡ f tak¡ »e Xf nie jest
gªadka.
St¡d gªadko±¢ X. �

Konsekwencj¡ twierdzenia jest przyporz¡dkowanie:

{ derywacje na M ↔ { gªadkie pola na M

Komutator pól wektorowych

Fakt 0.42. Niech X,Y ∈ C∞TM .
Wówczas operator XY − Y X : C∞M → C∞M okre±lony przez f → XY f − Y Xf jest derywacj¡ na M .
Dowód
Liniowo±¢ jest oczywista X i Y jako derywacji.
Wystarczy zatem sprawdzi¢ reguª¦ Leibniza:

(XY − Y X)(f · g) = XY (f · g)− Y X(f · g) = X(g · Y f + f · Y g)− Y (f ·Xg + g ·Xf) =

= X(g · Y f) +X(f · Y g)− Y (f ·Xg)− Y (g ·Xf) =

= Y f ·Xg + g · (XY f) + Y g ·Xf + f · (XY g)− Y f ·Xg − f · (Y Xg)− Y g ·Xf − g · (Y Xf) =

= g(XY f − Y Xf) + f(XY g − Y Xg) = g · [(XY − Y X)f ] + f · [(XY − Y X)g]

�

De�nicja 61. Pole wektorowe naM odpowiadaj¡ce derywacji XY −Y X oznacza¢ b¦dziemy symbolem [X,Y ]
i nazywa¢ komutatorem pól X i Y .
Wªasno±ci

¬ Antyprzemienno±¢, tj [X,Y ] = −[Y,X]

 [X + Y,Z] = [X,Z] + [Y,Z]

® [f ·X,Y ] = f · [X,Y ]− Y f ·X

¯ [X, f · Y ] = f [X,Y ] +Xf · Y

° To»samo±¢ Jacobiego.

Wykªad ??? - 08.06.2015

De�nicja 62. N ⊂ Mm jest podrozmaito±ci¡ n−wymiarow¡ (n ≤ m) je±li ka»dy p ∈ N posiada mapowe
otoczenie Up w M i map¦ ϕ : Up → V ⊂ Rm takie, »e

ϕUp ∩N) = {(x1, . . . , xm) ∈ V : xn+1 = . . . = xm = 0}



Podrozmaito±¢ zadana przez odwzorowanie wªo»enia

De�nicja 63. Odwzorowanie gªadkie f : N → M jest immersj¡, gdy n ≤ m oraz rz¡d f w ka»dym punkcie
jest równy n, rank(f, x) = n = dimN ∀x∈N .
Immersje f nazywamy (gªadkim) wªo»eniem je±li jest homeomor�zmem na obraz.

Fakt 0.43. Obraz f(M) ⊂ N przez wªo»enie f : N →M jest podrozmaito±ci¡.
Dygresja. Twierdzenie o rz¦dzie

• W algebrze liniowej.
Je±li F : Rk → Rn jest liniowe, k ≤ n i rank(F ) = k. Niech e1, . . . , ek b¦dzie standardow¡ baz¡ w Rk.
Wówczas istnieje baza b1, . . . , bn w Rn taka, »e F (ei) = bi dla i = 1, . . . , k.
Równowa»nie:
Istnieje liniowy automor�zm ψ : Rn → Rn taki, »e

ψ ◦ F (x1, . . . , xk) = (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0)

• W analizie:
k ≤ n, f : Rk → Rn jest ró»niczkowalna, f(0) = 0, rank(f, 0) = k. Wówczas istnieje dyfeomor�zm
ψ : (Rn, 0)→ (Rn, 0) oraz otoczenie U ⊂ Rk zawieraj¡ce 0, takie »e

ψ ◦ f
∣∣
U

(x1, . . . , xk) = (x1, . . . , xk, 0, . . . , 0)

Dowód
faktu:
Niech p = f(q) ∈ f(N) i niech (V, ψ) b¦dzie map¡ wokóª p w M . Niech (Wq, φ) b¦dzie map¡ wokóª q, tak¡
»e f(Wq) ⊂ V .
f wyra»one w mapach φ, ψ, czyli ψfφ−1 : φ(Wq)→ ψ(V )
ma rz¡d n w punkcie φ(q).
Z twierdzenia o rz¦dzie istnieje mniejsze otoczenie W ′ ⊂ φ(Wq) punktu φ(q) oraz dyfeomor�zm ξ : ψ(V ) →
V ′ ⊂ Rm taki ,»e

ξψfφ−1|W ′(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0)

Poniewa» f jest homeomor�zmem na obraz, to istnieje otwarte V0 ⊂ V taki »e fφ−1(W ′) = V0 ∩ f(N).
Wtedy ξψ(V0 ∩ f(N)) = {(x1, . . . , xn) ∈ ξψ(V0) : xn+1 = . . . = xm = 0}.

Podrozmaito±ci zadane równaniami

De�nicja 64. Dla gªadkiego f : Mm → Nn, m ≥ n. Wtedy x ∈ M jest punktem regularnym f gdy
rank(f, x) = n.
y ∈ N jest warto±ci¡ regularn¡ f , gdy ka»dy x ∈ f−1(y) jest punktem regularnym.

Fakt 0.44. Je±li y0 ∈ N jest warto±ci¡ regularn¡ dla f : Nn → Mm, m ≥ n to zbiór f−1(y0) = {x ∈ M :
f(x) = y0} jest podrozmaito±ci¡ w M wymiaru m− n.

Przykªad 18. Sn ⊂ Rn+1.
f : Rn+1 → R, f(x1, . . . , xn+1) = x2

1 + . . .+ x2
n+1 = 1 jest warto±ci¡ regularn¡ f .

Sn = f−1(1) jest n wymiarow¡ podrozmaito±ci¡ w Rn+1.

Twierdzenie 65. o rz¦dzie - wariant 2

• W algebrze liniowej.
F : Rk → Rn liniowe, k ≥ n, rank(F ) = n. Niech e1, . . . , en b¦dzie standardow¡ baz¡ w Rn. Wówczas
istnieje baza b1, . . . , bk w Rk taka »e F (bi) = e1 dla i = 1, . . . , n, oraz F (bk) = 0 dla j = n+ 1, . . . ,m.
Równowa»nie:
Istnieje liniowy automor�zm ϕ : Rk → Rk taki, »e

F ◦ ϕ−1(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xk) = (x1, . . . , xn)

Uwaga 0.45. Wówczas ϕ(kerF ) = ker(F◦ϕ−1) = {x ∈ Rk : x1 = . . . = xn = 0} = {(0, . . . , 0, xn+1, . . . , xk)}.



k ≥ n, fRk → Rn ró»niczkowalne, f(0) = 0, rank(f, 0) = n. Wówczas istnieje dyfeomor�zm ϕ :
(Rk, 0)→ (Rk, 0) oraz otoczenie U ⊂ Rk, 0 ∈ U takie »e

f ◦ ϕ−1
∣∣
ϕ(U)

(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn)

Uwaga 0.46. Wówczas ϕ[f−1(0) ∩ U ] = {x ∈ ϕ(U) : x1 = . . . = xn = 0}.
Fakt 0.47. Je±li y0 ∈ N jest warto±ci¡ regularn¡ dla f : Mm → Nn, m ≥ n, to zbiór f−1(y0) = {x ∈ M :
f(x) = y0} jest podrozmaito±ci¡ w M wymiaru m− n.
Dowód
Niech p ∈ f−1(y0).
Zast¡pimy M przez otoczenie mapowe U punktu y0, które od razu uto»samiamy z otwartym podzbiorem w
Rn. Zast¡pimy M przez f−1(U). Mo»emy przyj¡¢, »e N = Rn, y0 = 0 ∈ Rn.
Z twierdzenia o rz¦dzie, istnieje otoczenie V punktu p w f−1(U) oraz mapa ϕ : V → Rm taka »e fϕ−1(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm) =
(x1, . . . , xn).
Wtedy ϕ(V ∩ f−1(0)) = {(x1, . . . , xm) ∈ ϕ(V ) : x1 = . . . = xm = 0}.
Pokazali±my, »e f−1(y0) jest podrozmaito±ci¡ w f−1(U).
Korzystaj¡c z tego, »e X ⊂ M jest podrozmaito±ci¡ ⇔ X ∩ U jest podrozmaito±ci¡ w U dla U z pewnego
pokrycia zbiorami otwartymi w M .
Korzystamy z prostszego faktu, tj.
X ⊂ M jest podrozmaito±ci¡ w M ⇔ X ⊂ U jest podrozmaito±ci¡ w U dla pewnego otwartego U ⊂ M
takiego, »e X ⊂ U .

Fakt 0.48. Ogólniejszy. Niech f : Mm → Nn, m ≥ n i niech P p ⊂ Nn b¦dzie podrozmaito±ci¡ zªo»on¡ z
samych warto±ci regularnych f . Wówczas f−1(P ) jest podrozmaito±ci¡ w M wymiaru m− n+ p.
Dowód
Przedstawimy lokalnie P ⊂ N jako {(x1, . . . , xn) : xp+1 = . . . = xn = 0} i rozwa»my rzut π : (x1, . . . , xn) =
(xp+1, . . . , xn).
Otrzymujemy lokalnie f−1(P ) = (π ◦ f)−1(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−p

).

Zauwa»my, »e (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−p

) jest warto±ci¡ regularn¡ π ◦ f , tzn ∀x∈f−1(p) rank(π ◦ f, x) = n − p. Tak jest, bo

Dxπ ◦ f = Df(x)π ◦ Dxf ma rz¡d maksymalny(zªo»enie dwóch macierzy o rz¦dach maksymalnych ma rz¡d
maksymalny).
St¡d ∀x∈f−1(P ) ∃U3x f−1(P ) ∩ U jest podrozmaito±ci¡ w U , sk¡d f−1(P ) jest podrozmaito±ci¡ w M .

Przykªad 19. M2×2(R) ∼= R4. Rozwa»my det : M2×2(R)→ R.

det

[
x y
z t

]
= xt− yx jest gªadkie.

Fakt 0.49. Dowolna niezerowa macierz jest punktem regularnym odwzorowania det.
Dowód

Ddet

[
x y
z t

]
=
(
ddrt
dx ,

ddet
dy ,

ddet
dt ,

ddet
dt

)
= (t,−z,−y, x) 6= (0, 0, 0, 0) dla

[
x y
z t

]
6=
[
0 0
0 0

]
. St¡d rankD(x,y,z,t)dt =

1 dla

[
x y
z t

]
6=
[
0 0
0 0

]
.

Wniosek 66. Dowolna liczba a ∈ R, a 6= 0 jest warto±ci¡ regularn¡ odwzorowania det.
SL2R = {A ∈ A2×2(R) : detA = 1} = det−1(1).

• SL2R jest grup¡

• SL2R jest podrozmaito±ci¡ w M2×2(R) ∼= R4 - gªadka 3 wymiarowa rozmaito±¢.

• Dodatkowo(dd na ¢wiczeniach), operacje grupowe:
mno»enia: SL2R× SL2R→ SL2R
odwrotno±ci: SL2R→ SL2R
s¡ odwzorowaniami gªadkimi.

Jest to przykªad grupy Liego



Wykªad XV - 25.06.2015

Orientacja i orientowalno±¢

Orientacja w przestrzeni wektorowej V wymiaru n

• B(V ) - zbiór wszystkich baz [v1, . . . , vn] w V .

• dla baz b1, b2 ∈ B(V ), b1 = [v1, . . . , vn], b2 = [w1, . . . , wn] macierz przej±cia Mb1,b2 = (aij)n×n taka, »e

wk =
n∑
i=1

aikvi.

Równowa»nie jest to macierz przeksztaªcenia V →W, vi → wi wyra»ona w bazie bi.

Fakt 0.50. Mb1,b2 jest nieosobliwa.

relacja b1 ∼ b2 ⇔ det(Mb1,b2) > 0

Fakt 0.51. Jest to relacja równowa»no±ci, ma dokªadnie dwie klasy abstrakcji.
Dowód
zwrotno±¢ - det(In×n) = 1 > 0
symetryczno±¢ - Mb2,b1 = M−1

b1,b2
det(Mb2,b1 = 1

det(Mb1,b2
)

przechodnio±¢ - Mb1,b3 = Mb1,b2 ·Mb2,b3

det(Mb1,b3) = det(Mb1,b2) · det(Mb2,b3)
b ∈ B(V ), [b]- klasa abstrakcji
b1, b2, b1 6∼ b, b2 6∼ b⇒ b1 ∼ b2, [b1] = [b2] �

De�nicja 67. Orientacja na V nazywamy dowoln¡ spo±ród powy»szych dwóch klas abstrakcji.

Uwaga 0.52. • Nast¦puj¡ce mody�kacje bazy b = [v1, . . . , vn] daj¡ bazy z tej samej klasy abstrakcji

� parzysta permutacja wektorów bazowych

� mno»enie wektorów bazy przez dodatnie wspóªczynniki

� zmiana jednego z wektorów vk na wektor

v′k = vk +
∑
i 6=k

aivi

� dowolna kombinacja powy»szych

� ci¡gªa deformacja w przestrzeni baz

• Wyprowadzaj¡(zmieniaj¡ orientacje)

� nieparzysta permutacja

� pomno»enie jednego z wektorów bazy przez ujemny wspóªczynnik

• w R2 klasy orientacji baz zadane s¡ przez kierunki obrotu(o k¡t < π) prowadz¡ce od pierwszego do
drugiego wektora bazowego.

Orientacja na rozmaito±ciach

• Ka»da mapa (U,ϕ) zadaje, dla ka»dego p ∈ U , orientacje w przestrzeni stycznej TpM , wyznaczon¡
przez baz¦ [ ∂

∂ϕ1
(p), . . . , ∂

∂ϕn
(p)]

• Dwie mapy (U,ϕ), (W,ψ) zadaj¡ w powy»szy sposób t¡ sam¡ orientacje w TpM dla p ∈ U∩W dokªadnie

wtedy, gdy
[
∂(ϕψ−1)k

∂xj

(
ψ(p)

)]
ma dodatni wyznacznik, bo jest to macierz przej±cia.

De�nicja 68. (1) Orientacj¡ na rozmaito±ci M nazywamy wybór atlasu A = {(Uα, ϕα)}α na M , takiego »e
ka»de dwie mapy z A maj¡ dodatni wyznacznik jakobianu odwzorowania przej±cia w ka»dym punkcie.

(2) Rozmaito±¢ jest orientowalna, je±li posiada taki atlas jak w (1).

(3) Dwa atlasy A1,A2 jak w (1) zadaj¡ t¡ sam¡ orientacje na M je±li ∀(U,ϕ)∈A1
∀(W,ψ)∈A2

jakobian odwzo-
rowania przej±cia ϕψ−1 ma dodatni wyznacznik w ka»dym punkcie p ∈ U ∩W .



Uwaga 0.53. Wybór orientacji na M oznacza w szczególno±ci wybór orientacji w ka»dej przestrzeni stycznej
TpM [w sposób zgodny].
(bez dowodu).
B(M) =

⋃
p∈M

B(TpM) ⊂ (TM)n z topologi¡ indukowan¡.

B(M) jest przestrzeni¡ reperów bazowych na rozmaito±ci M .
Dla orientowalnej rozmaito±¢i, ci¡gªa deformacja w B(M) nie wyprowadza poza orientacje w przestrzeniach
TpM indukowane z orientacji na M .
Je±li M jest spójna i orientowalna, to mo»na na niej zada¢ dokªadnie dwie orientacje.
[bez dowodu] Rozmaito±¢M jest nieorientowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ci¡gªa krzywa b(t) : t ∈ [0, 1]
w przestrzeni reperów B(M) taka, »e ∃p∈M b(0), b(1) ∈ TpM oraz b(1) 6∼ b(0).

Przykªad 20. • Rn jest rozmaito±ci¡ orientowaln¡

• Sn jest rozmaito±ci¡ orientowaln¡

• produkt zachowuje orientowalno±¢[¢w]
np. torusy Tn = S1 × . . .× S1 s¡ orientowalne

• je±li cho¢ jeden skªadnik produktu jest nieorientowalny, to produkt tak»e.

•

De�nicja 69. Dyfeomor�zm f : M → M spójnej, orientowalnej rozmaito±ci M zachowuje orientacje,
gdy zachodzi dowolny spo±ród poni»szych warunków:

� dfp : TpM → Tf(p)M przenosi baz¦ z TpM pochodz¡c¡ od tej samej orientacji na M

� po wyra»eniu f w mapach (U,ϕ), (W,ψ) z atlasu na M wyznaczaj¡cego orientacje, zachodiz

det[Dϕfψ−1
(
ψ(p)

)
] > 0

iloraz orientowalnej spójnej rozmaito±ciM przez nieci¡gª¡ grup¦ dyfeomor�zmów zachowuj¡cych orien-
tacje jest rozmaito±ci¡ orientowaln¡.
Je±li który± z dyfeomor�zmów zmienia orientacje M to M/G nie jest rozmaito±ci¡ orientowaln¡.

RPn = Sn/Z2
dla n nieparzystych s¡ orientowalne, dla n parzystych s¡ nieorientowalne

Möbius=R× [0, 1]/Z - jest nieorientowalny

Fakt 0.54. Je±li M,N,P s¡ orientowalne, P ⊂ N jest podrozmaito±ci¡[np. P = {x0}] i je±li f : M → N jest
gªadkim odwzorowaniem takim, »e P skªada si¦ samych warto±ci regularnych f to wówczas podrozmaito±¢
f−1(P ) ⊂M jest orientowalna.


