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LISTA 1

Zak ladamy, że wszystkie rozpatrywane przestrzenie topologiczne sa
‘
drogowo spójne.

1. Uzasadnij, że sk ladanie dróg spe lnia naste
‘
puja

‘
cy warunek skreśleń: jeśli f0 ·g0 ' f1 ·g1

oraz g0 ' g1 to f0 ' f1.
2. Pokaż bezpośrednio z definicji, że dla pe

‘
tli f, g w X zbazowanych w x0 ∈ X zachodzi

równoważność f ∼ g ⇔ f · g ∼ constx0 , gdzie constx0 to pe
‘
tla sta la zbazowana w x0,

zaś g to pe
‘
tla odwrotna do g - zadana wzorem g(t) = g(1− t).

3. Uzasadnij, że dla dowolnej przestrzeni topologicznej X naste
‘
puja

‘
ce trzy warunki sa

‘
równoważne:
(a) każde odwzorowanie S1 → X jest homotopijne ze sta lym;
(b) każde odwzorowanie S1 → X rozszerza sie

‘
do odwzorowania D2 → X, gdzie D2

to 2-wymiarowy dysk, ktrego brzegiem jest nasze S1;
(c) π1(X,x0) = 0 dla dowolnego x0 ∈ X.
Wywnioskuj sta

‘
d, że przestrzeń X jest jednospójna wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie

odwzorowania S1 → X sa
‘
homotopijne.

4. Jeśli π1X = 0 (grupa podstawowa jest trywialna) to każde dwie drogi  la
‘
cza

‘
ce dowolnie

wybrane dwa punkty x0, x1 ∈ X sa
‘
homotopijne.

5. Mówimy, że przestrzeń topologiczna X jest ścia
‘
galna, jeśli istnieje odwzorowanie F :

X × I → X takie, że F (x, 0) = x oraz F (x, 1) = x0 dla dowolnego x oraz pewnego
ustalonego x0. Uzasadnij, że jeśli X jest przestrzenia

‘
ścia

‘
galna

‘
to jest też drogowo

spójna, oraz π1X = 0 (innymi s lowy, X jest wtedy jednospójna).
6. Uzasadnij, że każdy wypuk ly podzbiór w Rn jest ścia

‘
galny.

7. Niech T be
‘
dzie skończonym drzewem, tzn. spójnym skończonym grafem nie zawiera-

ja
‘
cym zamknie

‘
tych cykli krawe

‘
dzi. Uzasadnij, że π1T = 0.

8. Uzasadnij, że homomorfizm ϕd : π1(X,x0) → π1(X,x1) (zwia
‘
zany ze zmiana

‘
punktu

bazowego) zależy tylko od klasy homotopii drogi d od x0 do x1.
9. Niech G be

‘
dzie grupa

‘
topologiczna

‘
, czyli grupa

‘
zaopatrzona

‘
w topologie

‘
, dla której

odwzorowania m : G × G → G oraz r : G → G określone przez m(g, h) = g · h i
r(g) = g−1 sa

‘
cia

‘
g le. Uzasadnij, że π1(G, e) jest grupa

‘
przemienna

‘
.

Wolna
‘
homotopia

‘
pomie

‘
dzy pe

‘
tlami f i g w X (zaczepionymi niekoniecznie w tym

samym punkcie) nazywamy rodzine
‘

pe
‘
tli ft : t ∈ I w X zależna

‘
w sposób cia

‘
g ly od t

(tzn. taka
‘
że odwzorowanie (s, t) → ft(s) jest cia

‘
g le), taka

‘
że f0 = f i f1 = g, zaś punkt

zaczepienia pe
‘
tli ft może sie

‘
zmieniać wraz z t.

10. Jeśli każda pe
‘
tla w X jest wolno homotopijna z pewna

‘
pe

‘
tla

‘
sta la

‘
, to π1X = 0.

UWAGA: na ogó l, wolno homotopijne pe
‘
tle zaczepione w tym samym punkcie nie

musza
‘
być homotopijne (porównaj naste

‘
pne zadanie).

11. Niech [S1, X] be
‘
dzie zbiorem klas wolnej homotopii pe

‘
tli w X (o dowolnym punkcie

zaczepienia). Niech Φ : π1(X,x0) → [S1, X] be
‘
dzie naturalnym odwzorowaniem

zadanym przez fakt że każda homotopia pe
‘
tli jest ich wolna

‘
homotopia

‘
. Uzasadnij, że

(a) Φ jest surjekcja
‘
;

(b) Φ([f ]) = Φ([g]) wtedy i tylko wtedy, gdy elementy [f ] i [g] sa
‘
sprze

‘
żone w grupie

π1(X,x0) (tzn. istnieje h ∈ π1(X,x0) taki, że [g] = h−1[f ]h).
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Dla podprzestrzeni A ⊂ X, retrakcja
‘
X na A nazywamy takie cia

‘
g le odwzorowanie

r : X → A dla którego r|A = idA (tzn. r(x) = x dla każdego x ∈ A).

12. Niech A ⊂ X be
‘
dzie retraktem, tzn. taka

‘
podprzestrzenia

‘
, dla której istnieje retrakcja

R : X → A. Uzasadnij, że dla dowolnego x0 ∈ A naturalne odwzorowanie π1(A, x0)→
π1(X,x0) indukowane przez w lożenie A→ X jest różnowartościowe.

13. Wywnioskuj z poprzedniego zadania, że podprzestrzeń o nietrywialnej grupie podsta-
wowej nie może być retraktem przestrzeni jednospójnej.

Retrakcja deformacyjna to taka retrakcja r : X → A, dla której istnieje homotopia
rt : X → X, t ∈ I (cia

‘
g la jako odwzorowanie X × I → X) taka, że: (1) r0 = idX ,

(2) r1 = r, (3) dla każdego t ∈ I mamy rt|A = idA.

14. Pokaż, że jeśli r : X → A jest retrakcja
‘

deformacyjna
‘
, to r∗ : π1X → π1A jest

izomorfizmem.
15. Wywnioskuj z poprzedniego zadnia, że gdy π1(Y, y0) 6= 0, to X ×{y0} nie jest retrak-

tem deformacyjnym w produkcie X × Y .
16. Z izomorfizmu π1(X × Y, (x0, y0)) ∼= π1(X,x0) × π1(Y, y0) wynika, że dwie pe

‘
tle z

podprzestrzeni X × {y0} oraz {x0} × Y reprezentuja
‘

komutuja
‘
ce elementy w grupie

podstawowej π1(X × Y, (x0, y0)). Opisz jawna
‘
homotopie

‘
pe

‘
tli ilustruja

‘
ca

‘
ten fakt.

17. Niech A be
‘
dze drogowo spójnym podzbiorem przestrzeni X zawieraja

‘
cym punkt bazo-

wy x0. Uzasadnij, że homomorfizm i∗ : π1(A, x0) → π1(X,x0) indukowany przez
w lożenie i : A ↪→ X jest surjekcja

‘
wtedy i tylko wtedy gdy każda droga w X o

końcach w A jest homotopijna z pewna
‘
droga

‘
w A.
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