
ZADANIA Z TOPOLOGII RÓŻNICZKOWEJ
LISTA 1. Zbiory miary zero na rozmaitościach i twierdzenie Sarda

0. Znajdź funkcje
‘
f : R → R, dla której zbiorem wartości krytycznych jest zbiór liczb

wymiernych Q.
1. Uzasadnij, że dla dowolnej krzywej γ : (a, b)→ R3 klasy C2, która jest regularna (tzn.
∀t ∈ (a, b) γ′(t) 6= 0) istnieje p laszczyzna P ⊂ R3 taka, że rzut prostoka

‘
tny krzywej γ

na P jest nadal krzywa
‘
regularna

‘
.

2. Uzasadnij, że jeśli m < p to dowolne odwzorowanie klasy C1 rozmaitości Mm w sfere
‘

Sp jest homotopijne z odwzorowaniem sta lym.
3. Wyprowadź z twierdzenia Sarda fakt, że jeśli f : M → N jest g ladkie, oraz dimM <

dimN , to obraz f(M) ma miare
‘

zero w N .
4. Niech f : Mn → Rn+1be

‘
dzie g ladkim odwzorowaniem n-wymiarowej zwartej roz-

maitości M , i za lóżmy że 0 /∈ f(M). Pokaż, że istnieje prosta w Rn+1 przechodza
‘
ca

przez 0, ktra przecina f(M) w skoczenie wielu punktach.
5. Niech X be

‘
dzie n-wymiarowa

‘
rozmaitościa

‘
, m > 2n + 1 liczba

‘
naturalna

‘
, zaś dla

v ∈ Rm\{0} niech πv be
‘
dzie rzutem prostoka

‘
tnym Rm na podprzestrzeń Ort(v) ⊂ Rm

z lożona
‘
z wektorów prostopad lych do v.

(A) Pokaż, że jeśli f : X → Rm jest różnowartościowe klasy C1 to istnieje v ∈ Rm\{0}
takie, że z lożenie πv ◦ f : X → Ort(v) jest różnowartościowe.
Wskazówka: rozważ pomocnicze odwzorowanie h : {(p, q) ∈ X × X : p 6= q} →
RPm−1 zadane przez h(p, q) = [f(p)− f(q)] ∈ RPm−1.

(B) Pokaż, że jeśli f : X → Rm jest immersja
‘
klasy C2 to istnieje v ∈ Rm \ {0} takie,

że z lożenie πv ◦ f : X → Ort(v) jest dalej immersja
‘
.

Wskazówka: zdefiniuj i rozważ pomocnicze odwzorowanie

g : TX \ {zerowe wektory styczne do X} → RPm−1

indukowane przez immersje
‘
f .

6. Wiadomo, że każda
‘
rozmaitość można zanurzyć w RN dla dostatecznie dużego N .

(A) Korzystaja
‘
c z tego faktu, oraz z punktu (A) poprzedniego zadania uzasadnij, że

każda
‘
zwarta

‘
rozmaitość n-wymiarowa

‘
można zanurzyć w R2n+1.

(B) Uzasadnij, że każda
‘
rozmaitość n-wymiarowa

‘
można immersjonować w R2n.

7. Konturem rzutu prostoka
‘
tnego powierzchni P ⊂ R3 na p laszczyzne

‘
{z = 0} nazywamy

zbiór rzutów tych punktów x ∈ P , dla których p laszczyzna styczna TxP zawiera
wektor ∂

∂z . Uzasadnij, że kontur dowolnej g ladkiej powierzchni jest zbiorem miary
zero na p laszczyźnie {z = 0}.

8. Dla g ladkiej krzywej γ : R→ R2 rozważmy parametryczna
‘
rodzine

‘
krzywych γu : u ∈

R2 zadanych przez γu(t) = γ(t) + u · t. Uzasadnij, że istnieja
‘
u dowolnie bliskie (0, 0)

takie, że krzywa γu jest regularna.
9. Dla funkcji f : R → R rozważmy rodzine

‘
funkcji fu : u = (u1, u2) ∈ R2 określonych

wzorem fu(t) = f(t) + u1 · t + u2 · t2. Uzasadnij, że istnieja
‘
u dowolnie bliskie (0, 0)

takie, że funkcja fu jest tzw. funkcja
‘
Morse’a, tzn. w każdym punkcie t gdzie f ′u = 0

zachodzi f ′′u (t) 6= 0.
10. Uzasadnij, że nie istnieje g ladkie odwzorowanie f : Rn → Rn takie, że zbiór f−1(a)

jest nieprzeliczalny dla każdego a ∈ Rn.
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11. Niech M be
‘
dzie rozmaitościa

‘
bez brzegu, zaś K jej w laściwym domknie

‘
tym podzbio-

rem. Pokaż, że dla dowolnego otwartego U ⊂ M zawieraja
‘
cego K istnieje mniejsze

otoczenie otwarte V zbioru K w M takie, że
• V ⊂ U ;
• V jest rozmaitościa z brzegiem, który jest podrozmaitościa

‘
w M .

Wskazówka: skonstruuj (albo po prostu rozważ) pomocnicza
‘

rzeczywista
‘

funkcje
‘

g ladka
‘
f : M → R taka

‘
, że K ⊂ f−1(1) oraz supp(f) ⊂ U , a naste

‘
pnie rozważ

jej wartość regularna
‘
z przedzia lu otwartego (0, 1).
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