10.

ZADANIA Z TOPOLOGII ROZNICZKOWEJ]
LISTA 1. Zbiory miary zero na rozmaitosciach i twierdzenie Sarda

. Znajdz funkcje f : R — R, dla ktérej zbiorem wartosci krytycznych jest zbiér liczb

wymiernych Q).

Uzasadnij, ze dla dowolnej krzywej v : (a,b) — R3 klasy C?, ktéra jest reqularna (tzn.
Vt € (a,b) 7/ (t) # 0) istnieje ptaszczyzna P C R? taka, ze rzut prostokatny krzywej
na P jest nadal krzywa, regularna.

. Uzasadnij, ze jesli m < p to dowolne odwzorowanie klasy C! rozmaitosci M™ w sfere

SP jest homotopijne z odwzorowaniem statym.

. Wyprowadz z twierdzenia Sarda fakt, ze jesli f : M — N jest gladkie, oraz dim M <

dim N, to obraz f(M) ma miare zero w N.

. Niech f : M™ — R"*'bedzie gladkim odwzorowaniem n-wymiarowej zwartej roz-

maitosci M, i zatézmy ze 0 ¢ f(M). Pokaz, ze istnieje prosta w R™*! przechodzaca
przez 0, ktra przecina f(M) w skoczenie wielu punktach.
Niech X bedzie n-wymiarowa rozmaitoscia, m > 2n + 1 liczba naturalna, zas dla
v € R™\{0} niech , bedzie rzutem prostokatnym R" na podprzestrzen Ort(v) C R™
zlozona, z wektoréw prostopadlych do v.
(A) Pokaz, ze jedli f : X — R™ jest réznowartoséciowe klasy C! to istnieje v € R™\ {0}
takie, ze zlozenie 7, o f : X — Ort(v) jest réznowartosciowe.
Wskazowka: rozwaz pomocnicze odwzorowanie h : {(p,q) € X x X : p # q} —
RP™! zadane przez h(p,q) = [f(p) — f(q)] € RP™ L.
(B) Pokaz, ze jesli f : X — R™ jest immersja klasy C? to istnieje v € R™ \ {0} takie,
ze ztozenie 7, o f : X — Ort(v) jest dalej immersja.
Wskazéwka: zdefiniuj i rozwaz pomocnicze odwzorowanie

g : TX \ {zerowe wektory styczne do X} — RP™ !

indukowane przez immersje f.

. Wiadomo, ze kazda rozmaito$¢é mozna zanurzyé¢ w R dla dostatecznie duzego N.

(A) Korzystajac z tego faktu, oraz z punktu (A) poprzedniego zadania uzasadnij, ze
kazda, zwarta, rozmaito$é n-wymiarowa mozna zanurzyé¢ w R2"1,

(B) Uzasadnij, ze kazda, rozmaitoéé n-wymiarowa mozna immersjonowaé¢ w R2™.

Konturem rzutu prostokatnego powierzchni P C R® na plaszczyzne {z = 0} nazywamy

zbiér rzutéow tych punktéw x € P, dla ktérych plaszcezyzna styczna T, P zawiera

wektor %. Uzasadnij, ze kontur dowolnej gltadkiej powierzchni jest zbiorem miary

zero na plaszczyznie {z = 0}.

Dla gtadkiej krzywej v : R — R? rozwazmy parametryczna rodzine krzywych 7, : u €

R? zadanych przez 7, (t) = v(t) + u - t. Uzasadnij, ze istnieja u dowolnie bliskie (0, 0)

takie, ze krzywa -y, jest regularna.

. Dla funkcji f : R — R rozwazmy rodzine funkcji f, : u = (u1,u2) € R? okredlonych

wzorem [, (t) = f(t) + u - t + ug - t2. Uzasadnij, ze istnieja u dowolnie bliskie (0, 0)
takie, ze funkcja f, jest tzw. funkcja Morse’a, tzn. w kazdym punkcie ¢ gdzie f/, =0
zachodzi f/(t) # 0.

Uzasadnij, Ze nie istnieje gltadkie odwzorowanie f : R™ — R™ takie, ze zbiér f~1(a)
jest nieprzeliczalny dla kazdego a € R™.



11. Niech M bedzie rozmaitoscia bez brzegu, zas K jej wlasciwym domknietym podzbio-
rem. Pokaz, ze dla dowolnego otwartego U C M zawierajacego K istnieje mniejsze
otoczenie otwarte V' zbioru K w M takie, ze

o« V CU,;

e V jest rozmaitoscia z brzegiem, ktéry jest podrozmaitodcia w M.
Wskazéwka: skonstruuj (albo po prostu rozwaz) pomocnicza, rzeczywista funkcje
gladka f : M — R taka, ze K C f~!(1) oraz supp(f) C U, a nastepnie rozwaz
jej wartos$¢ regularna, z przedzialu otwartego (0, 1).



