10.

ZADANIA Z TOPOLOGII ROZNICZKOWEJ
LISTA 2. Rozmaitosci dzetéow

Cwiczenia.

Opisz przestrzen 0-dzetéw JO(X,Y') oraz postaé¢ 0-dzetowego rozszerzenia odwzorowa-

nia f: X - Y.

Opisz za pomoca, naturalnej parametryzacji przestrzenie J*(R, R) oraz rozszerzenia

g% f funkcji gladkich f : R — R. Zréb tez to samo dla J¥(R", R).

Opisz za pomoca naturalnej parametryzacji przestrzenie J!(R", R™) oraz rozszerzenia

g1 f funkcji f : R® — R™ klasy C.

Uzasadnij, ze pojecie rzedu jest dobrze okreslone dla (a) 1-dzetéw oraz (b) k-dzetéw

dla dowolnego £ > 1.

Okredl naturalne odwzorowanie 71, @ J¥(X,Y) — JY(X,Y) dla k > [ i uzasadnij,

ze jest ono dobrze okreslone, gladkie, i ze jest submersja, a nawet lokalnie trywial-

nym rozwidknieniem. 7 czym sa dyfeomorficzne przeciwobrazy 7rk_l1(a) (czyli wiékna

rozwldknienia 7y, ;)7 ’

Uzasadnij, ze zbiér 1-dzetow rzedu maksymalnego jest otwartym podzbiorem roz-

maitosci J'(X,Y). Czy to samo zachodzi dla dowolnego J*(X,Y)?

Czy w przestrzeni J*(X,Y), , jest sens méwi¢ o k-dzecie odpowiadajcym zerowaniu

sie wszystkich pochodnych czastkowych rzedow < k, tzn. czy taka wilasnosé jest

niezalezna od map?

Dla dowolnych rozmaitosci X,Y oraz dla dowolnego k£ > 1 znajdz gladkie zanurzenie

i produktu X x Y w rozmaitodci dzetéw J¥(X,Y) takie, ze w0 i = idxxy (gdzie

7:J¥(X,Y) = X x Y to naturalne rzutowanie).

Przypomnijmy, ze niezalezna od map definicja k-stycznosci w punkcie p orzeka, ze dla

odwzorowan f,g: X — Y takich, ze f(p) = g(p) zachodzi

(1) f~1gwpedy (df), = (dg)p, oraz f =11 gwpgdy df ~, dg wkazdymv € T, X.
Korzystajac z tej definicji uzasadnij nastepujaca wlasnosé:, dla f, f” : X — Y
oraz g,q' : Y — Z, jesli f ~y f' w punkcie p oraz g &~ ¢’ w punkcie f(p), to
gf ~ ¢ f’" w punkcie p.

Zadania.

. Uzasadnij, ze dla dowolnego r < min(n,m) zbiér 1-dzetéw rzedu r jest podroz-

maitodcia (a) w JLH(X™,Y™) (b) w J¥(X™,Y™) dla dowolnego k.

. Rozwazmy dziatanie mnozenia w przestrzeni dzetéw J*(R™, R")o o (czyli dzetéw odw-

zorowann f : R™ — R™ takich, ze f(0) = 0) indukowane przez skladanie gladkich

odwzorowan (R",0) — (R",0).

(a) Uzasadnij, ze elementy odwracalne w J(R", R")oo wzgledem tego mnozenia
mozna utozsami¢ z macierzami z GL(n, R).

(b) Uzasadnij, ze dla dowolnego k elementy odwracalne w J*¥(R™ R")oo tworza
grupe Liego (tzn. tworza grupe, stanowia, podrozmaitosé, zas dziatania grupowe
mnozenia i odwracania sa gladkie).

Jak mozna zanurzy¢ J¥(X,Y) w JY(X,Y) dla 1 < k < I? Czy istnieje jakie$ kanon-

iczne zanurzenie?



Charakteryzacje k-styczno$ci (alternartywne definicje k-dzetéw)

Niech v1,7v2 : R — X beda gladkimi krzywymi na rozmaitosci X. Méwimy, ze krzywe
te sa funkcyjnie k-styczne w tg € R jesli dla dowolnej gladkiej funkcji h : X — R réznica
funkcji h oy, — hovy : R — R ma znikajace pochodne rzedéw 0 < i < k w to (w
szczegblnosci, wartosé tej funkeji w tg wynosi 0).

11. Uzasadnij, ze krzywe 71,72 jak wyzej sa k-styczne w £y wtedy i tylko wtedy gdy sa
funkcyjnie k-styczne w .

12. Niech f,g: X — Y beda gtadkimi odwzorowaniami rozmaitosci. Uzasadnij, ze odw-
zorowania te sa k-styczne w punkcie p € X wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnej
gltadkiej krzywej v : R — X takiej, ze 7(0) = p krzywe fovyigovy w Y sa funkcyjnie
k-styczne w 0.

” Algebraiczna” charakteryzacja k-stycznosci
Dla z € X niech C°(X, R) oznacza algebre kietkéw w punkcie x gladkich funkcji
rzeczywistych X — R. Niech M(X,z) C C°(X, R) bedzie ideatem kitkéw tych funkcj,
ktére znikaja, w . Niech M(X,x)* bedzie algebraiczna potega idealtu M (X, x), czyli
najmniejsza podalgebra zawierajaca iloczyny k elementéw z M (X, x).
13. Uzasadnij, ze gltadkie odwzorowania f,g : X — Y sa k-styczne w punkcie x € X
wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego kietka ¢ € Cp°(Y, R), gdziey = f(r) = g(z) € Y,
zachodzi po f —pog e M(X,x)F!,



