1 MUMIO. Lab 4. Rozklady mieszane, aproksy-
macja Poissonowska

1. (3p.) Zalézmy, ze portfel sklada sie z n ryzyk.. Zakladamy, ze liczby
szkéd Ng i N1 w portfelu w latach 0 i 1 sa warunkowo niezalezne i
maja rozktad

k

P(N; =k|© =0) = %exp(—Q), i=1,2.

Oblicz E[(N; — No)?|0].

2. (3p.) W kolejnych okresach czasu ubezpieczony charakteryzujacy sie
wartodcia 0 parametru ryzyka © € (0,1) generuje szkody w ilosci IV;,
1 =1,2. Wiemy, ze

P(N;=10=0)=0=1-P(N,=0[© =0), i=1,2,

oraz zmienne losowe Nj i Ny sa warunkowo (pod warunkiem © = 6)
niezalezne, tzn.

P(N; =1,N; =1|© =0) = P(N; =1|© =0)P(Ny = 1|© = 0).
Parametr ryzyka © ma rozklad o gestosci

[ 601—6) dia 6e(0,1)
f@(e)_{ 0 dla 6¢(0,1) °

Oblicz Cov(Ny, Na).

3. (3p.) W kolejnych okresach czasu ubezpieczony charakteryzujacy sie
wartodcia 6 parametru ryzyka O € (0, 00) generuje szkody w iloci IVj,
7 =1,2,3. Wiemy, ze

n

P(N; =n|© = 0) = exp(—0) n=0,1,2,..

nl’

oraz zmienne losowe N; sa warunkowo (pod warunkiem © = ) nie-
zalezne. Parametr ryzyka © ma rozklad dwupunktowy P(© = 1) =
0.5 = P(© = 2). Jezeli Ny + Ny = 2, oblicz P(N3 = 0).

4. (3p.) Zalézmy, ze w roku 0 i 1 liczby szkéd Ny i N; na pojedyncze
ryzyko w latach 0 i 1 sa niezalezne i maja warunkowy rozktad Poissona
Qk

P(N; = k[0; = 0) =

exp(—0), i =1,2

gdzie ©; ~ Gamma(a, 3) sa niezalezne. Oblicz E[(Ny — Np)?].



5. (3p.) Zalézmy, ze zmienna losowa N ma mieszany rozklad Poissona
oraz, ze losowy parametr warto$ci sredniej A jest zmienng losows o
rozkladzie wyktadniczym o wartosci éredniej 2. Pokaz, ze N ma rozktad
geometryczny. Znajdz jego parametr.

6. (3p.) Zalézmy, ze zmienna losowa N ma mieszany rozklad Poissona
oraz, ze losowy parametr wartosci sredniej A jest zmienng losows o
rozkladzie takim jak suma 2 niezaleznych zmiennych o rozktadzie wy-
ktadniczym o wartosci éredniej. Pokaz, ze N ma rozklad taki jak suma
2 niezaleznych zmiennych o jednakowych rozktadach geometrycznych.
Znajdz parametr tego rozktadu geometrycznego.

7. (3p.) Niech niezalezne X; ~ Bin(1,p,), i =1,...,n oraz S, = X1 +
-+ X,,. Pokaz, ze dla |t| < 1, limy,, .\ Ps, (t) = 271 X > 0. Jakie
przyblizenie dla P(S,, = k) mozna stad wywnioskowaé?

8. (M) Niech niezalezne X; ~ Bin(1,p;), i = 1,...,n. Zbadaj przyblize-
nie rozktadu S,, = X7 + - - - + X, rozkladem Poissona tak, aby zostata
zachowana Srednia. (Mamy E(S,) = > pi, Var(S,) = > pi(1 — pi)).

Niech n =19, p; = 0.05i, i = 1,...,19. Policz w tym przypadku " p3.
Sporzadz w jednym ukladzie wspotrzednych wykresy funkcji prawdo-
podobienstw zmiennej S, oraz zmiennej Poissonowskiej.

Uwaga. Niech N ~ Poi(\), A =Y p;. Wtedy E(N) = E(S,). Nastepuje
jednak przeszacowanie wariancji: mamy Var(N) — Var(S,) = 3 p?.
Stosowanie aproksymacji Poissonowskiej ma sens w przypadku, gdy
E(S,) ~ Var(S,), tzn., gdy 3 p? jest male.

9. (M) Niech X; ~ Bin(1,p;), i =1,...,n. Zbadaj przyblizenie rozktadu
Sn = X1+ -+ + X, rozkltadem dwumianowym tak, aby zostala za-

chowana $rednia, tzn. Bin(n,p = #) Niech n = 19, p; = 0.05¢,
i = 1,...,19. Sporzadz w jednym uktadzie wspdlrzednych wykresy
funkcji prawdopodobienstw zmiennej S,, oraz zmiennej dwumianowe;j.
Poréwnaj z poprzednim zadaniem.

10. (M) Zalézmy, ze zmienna losowa N ma mieszany rozklad Poissona
oraz, ze losowy parametr wartosci sredniej A jest zmienna losowg o roz-
ktadzie wyktadniczym o wartosci éredniej 2. Uzywajac metody funkcji
tworzacych wylicz P(N = k) dla wybranego k i zréb wykres tej funkeji
prawdopodobienstwa. Wylicz wariancje zmiennej N na podstawie uzy-
skanych wartosci. Poréwnaj z doktadna wartoscia obliczong ze wzoru.

11. (M) Zalézmy, ze zmienna losowa N ma mieszany rozklad Poissona
oraz, ze losowy parametr warto$ci sredniej A jest zmienng losowa o
rozktadzie takim jak suma 2 niezaleznych zmiennych o rozktadzie wy-
ktadniczym o wartoéci sredniej 1. Uzywajac metody funkeji tworzacych



wylicz P(N = k) dla wybranego k i zréb wykres tej funkcji prawdo-
podobienstwa. Wylicz wariancje zmiennej N na podstawie uzyskanych
wartosci. Poréwnaj z doktadna wartoscia obliczona ze wzoru.



