MUMIO. Lab 5. (Rekurencja Panjera, aprok-
symacje

. (3p.) llog¢ szkdéd N ma rozktad dany rekurencyjnie:

P(N=kK) 2 4
LMt 2 k=23,
P(N=k-1) 3 3% "

Wrylicz stosunek wariancji do wartosci oczekiwanej zmiennej N.

. (3p.) Laczna wartos$¢ szkdd z polisy wynosi S = Y] + ... + Yy, (zero,

jesli N = 0). S ma ztozony rozklad Poissona z wartoscia oczekiwang

zmiennej N réwna: E[N] =1In(1+ $) za$ Y ma rozklad logarytmiczny:
1 ck

—In(l—¢) &k’

z parametrem ¢ = 0.25. Znajdz taka liczbe k, ze: P(S > k) < Wloo <
P(S > k)

. (3p.) Sprawdz, ze rozktad dwumianowy, Poissona i geometryczny spel-
niaja rekurencje postaci (rekurencja Panjera)

pr = (a+b/k)pr—1, k> 1,
dla pewnych stalych a,b. (Znajdz te state).

. (3p.) Towarzystwo ubezpieczeniowe oferuje roczne kontrakty w wysoko-
Sci 112, w grupach oséb, gdzie w pierwszej grupie prawdopodobienstwo
Smierci réwna sie 0.02, a w drugiej 0.10:

L7 e [bn ] me |
1]0.02] 1500
2 [0.02] 2 | 500
3010 1 | 300
17010 2 | 500

gdzie ny oznaczaja liczebnosci konkraktow. Towarzystwo to zamierza
za 1800 powyze]j opisanych kontraktéw zebraé tyle sktadek, aby z praw-
dopodobienstwem 0.95 sumaryczna szkoda S = X; + ... + Xig90 byla
mniejsza od zebranej sumy. Przy tym wymaga sie, aby sktadka kazdego
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osobnika byta proporcjonalna do wartosci oczekiwanej jego szkody, tzn.
ma by¢ postaci (1+6)E[X;], dla pewnej stalej § > 0 (sktadka wartosci
oczekiwanej). Zmienne X; sa niezalezne o rozktadach P(X; = by) = gy,
P(X; =0) =1 — qx, przy czym rozklady zaleza od typu kontraktu (
np. dla¢=1,...,500, k = 1). Znajdz 0 takie, ze

P(S < (1+6)ES) = 0.95.

. (3p.) Portfel X,..., X, jest dwuwarstwowy, dla n = n; + ny ryzyk
postaci X; = [; - B;, gdzie P(I; = 1) = ¢;. Inaczej mowiac, ubezpie-
czenia wypadkowe sa dwojakiego rodzaju (k = 1,2) i maja taka sama
strukture. Rozktad wyptaty (pod warunkiem, ze szkoda nastepuje) tzn.
Xy | Iy = 1 jest rozktadem obcietym wyktadniczym. Rozklad obciety
wyktadniczy zadany jest dystrybuanta

0 dla x <0
Fp(z)={ 1—e™ dla 0<a2<L ,
1 dla x> L

dla pewnego L > 0. Specyfikujac rézne wartosci parametrow skali i
poziomu obciecia, zakladamy nastepujace dane

LRl ome | oo [N L
1] 500 [010] 1|25
2000 | 0.05 | 2 | 5.0

Znajdz dla S = X1 + - - - + X, 0 takie, ze

P(S < (1+6)ES) = 0.95.

. (6p.) Laczna wartos$¢ szk6d S w portfelu ryzyk jest suma tacznej warto-
sci szkod S7 w podportfelu 1 1 tacznej wartosci szkoéd S w podportfelu
2. 51155 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi. W tabeli podane sg ich
wartosci oczekiwane, wariancje i skosnosci:

E[S)] | E[(Si — E[Si])°] | E[(S; — E[Si])°]
S | 200 500 4000
S, | 150 350 2800

Rozwazmy dwie alternatywne metody aproksymacji rozktadu zmiennej
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10.

e metoda 1: aproksymujemy rozklad zmiennej S za pomoca roz-
ktadu przesunietego Gammal(c, o, 3) (gdzie ¢ jest parametrem prze-
suniecia);

e metoda 2: aproksymujemy osobno rozktad zmiennej S; za pomoca
rozktadu przesunietego Gamma(cy, oy, £) i rozktad zmiennej S
za pomoca rozktadu przesunigtego Gamma(cs, oz, 52), a nastepnie
splot otrzymanych rozktadéw traktujemy jako aproksymacje roz-
ktadu zmiennej S.

Wylicz roznice: ¢ — (c1 + ¢2).

(3p.) Portfel ryzyk sktada si¢ z dwéch niezaleznych podportfeli. Wy-
znaczono charakterystyki rozktadu tacznej wartosci szkdd z tych pod-
portfeli:

warto$¢ oczekiwana | wariancja | sko$nosé
podportfel 1 ) 9 54
podportfel 2 15 16 16

Rozktad tacznej wartosci szkod z catego portfela aproksymujemy prze-
sunietym rozktadem Gamma (xg, o, 3) zachowujacym warto$¢ pierw-
szych trzech momentéw zmiennej aproksymowanej. Wylicz parametry

(l'(), «, /6)

(3p.) Liczba szkéd generowanych przez pewna grupe ryzyk w ciagu
miesiaca ma rozklad Poissona z wartoscia oczekiwana 33.33. Wyso-
kos¢ pojedynczej szkody ma rozktad prawdopodobienstwa o wartosci
oczekiwanej 8 i odchyleniu standardowym 6. Niech S, oznacza taczna
warto$é¢ szkod w ciagu roku.

Niech ¢ bedzie liczba taka, ze P(S12 > q) = 0.95. Stosujac aproksy-
macje normalna, wylicz q.

(M) Niezalezne szkody X; w portfelu przyjmuja wartosci 1,2,3,4,5,6 z
prawdopodobienstwami odpowiednio 0.1,0.2,0.3,0.2,0.1,0.1. Liczba szkod
N w portfelu jest losowa i ma rozktad Poissona z A = 10. Policz rozktad
wielkosci portfela S przy uzyciu algorytmu Panjera (wzér z wyktadu,
skrypt).

(M) Niezalezne szkody X; w portfelu przyjmuja wartosci 1,2,12,13,18
z prawdopodobienstwami odpowiednio 0.05,0.05,0.8,0.05,0.05. Liczba
szkéd N w potfelu jest losowa i ma rozktad Poissona z A = 10. Wy-
znacz pierwsze cztery momenty wielkogci portfela S = YN X; (dla
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N = 0 przyjmujemy S=0). Policz srednia wartos$¢, wariancje i sko$nosé
wielkosci portfela. Znajdz wartosci P(S =) dlai =0,...,200. Wylicz
parametry aproksymacji rozktadem normalnym i rozkladem gamma.
Zrob wykresy rozktadu S i jego aproksymacji rozktadami: normalnym
i gamma. Zbadaj jakos¢ przyblizenia dla zmieniajacego sie parametru
A

(M) Szkody X; sa niezalezne o wartosciach 0,1,2,3 z prawdopodo-
bienstwami 0.3, 0.2, 0.4, 0.1, odpowiednio. Zbadaj przyblizenie rozktadu
sumy takich szkéd rozktadem normalnym w zaleznosci od dtugosci su-
mowania.



