MUMIO Lab 6 (skladki, kontrakt stop-loss)

1. (6p.) Niech X oznacza ryzyko (zmienna losowa o wlasno$ci P(X >
0) = 1), a H(-) niech oznacza formute kalkulacji sktadki (przyporzadkowujaca
kazdemu ryzyku liczbe nieujemng lub +00).
Ktéra z ponizszych pieciu formut kalkulacji sktadki jest addytywna
H(X+Y)=H(X)+H(Y), translatywna H(X +c¢) = H(X) + c oraz
iteratywna H(H(X | ©)) = H(X)?

(A) HX)=(1+a)E[X], a>0

(B) H(X) E[X]+a Var(X], a>0

(C) HX)=E[X]+ Var(X], a>0

(D) H(X)=2InE[e*], a>0
)
0.

1
(E) HX) =6 -EX]+ (1 —08)ro1, 6€(0,1), r91 =inf{r: P(X >
}

2. (3p.) Niech u(w) = w — aw?, w < 1/2a, a > 0. Zalézmy, ze w = 10,
P(S=10)=05=1-P(S=0),a=0.01. Wylicz H z E [u(w — S)] =
u(w — H). Poréwnaj wynik z wartoscia H dla w = 20.

r) <

3. (3p.) Wielko$¢ szkody S jest zmienna losowa o rozkladzie U[0, 10]. Ob-
licz i poréwnaj wspdlczynniki zmiennosci zmiennych S, (S—5)4, min(S,5),
tzn. wielkosci szkody i udzialéw przy podziale ryzyka w kontrakcie
stop-loss.

4. (3p.) Rozklad prawdopodobienstwa zmiennej X dany jest w tabeli:

x 0 1 2 ) 10 20
P(X=z)|08|0.1|0.03|0.03|0.03|0.01

Wyznacz d, jesli wiadomo, ze E[I;(X)] = 0.37.

5. (3p.) Jesli zmienna losowa Y wyraza wartosé szkody, to zmienna I;(Y') =
(Y — d)+ wyraza nadwyzke szkody ponad d. Zalézmy, ze Y ma roz-
ktad dyskretny okreslony na liczbach naturalnych. Jesli w dodatku
ograniczymy zainteresowanie do zmiennych I4(Y) o wartosciach d =
0,1,2,3,..., to pokaz, ze

Elli1(Y)] = E[L(Y)] - P(Y > d)

E[(Ia+1(Y))?] = B((1a(Y))?) = 2+ B[La(Y))] + P(Y > d)
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(3p.) Wartosé szkody S ma rozklad okreslony na zbiorze IN. Skladka
netto za nadwyzke tacznej wartoéci szkdéd S ponad liczbe k wynosi:

k 1 2 3 4
E[(S—Fk)4+] | 5.2500 | 4.5500 | 3.9075 | 3.3310

Wylicz P(S =2)+ P(S =3).

(3p.) Dla pewnego ryzyka ilos¢ szkéd N ma rozklad Poissona z war-
toscia oczekiwana réwna 2, a pojedyncza szkoda Y ma rozklad:

PY = 1)=05,
P(Y = 3)=05.

Wylicz wartos¢ oczekiwana nadwyzki lacznej wartosci szkod S z tego
ryzyka ponad liczbe 3 ( w przyblizeniu).

. (3p.) Rozklad wartosci szkody Y dany jest gestoscia:

S dlay>0
_ (1+y)47 9
fr(y) { 0, dlay<0.

Jedli iloé¢ szkéd N ma rozktad Poissona z wartosdcia oczekiwana 0.1,
a ubezpieczyciel pokrywa nadwyzke kazdej szkody ponad 2. Wylicz
sktadke netto tej sumy, tzn. Zf\il(Yi —2);.

. (3p.) Laczna wartosé szkdd S z pewnego ryzyka ma rozklad zlozony

Poissona z parametrem czestotliwosci rownym 0.2 oraz rozktadem po-
jedynczej szkody Y':

P(Y = 1)=05,
PY = 2)=03,
P(Y = 3)=02.

Wrylicz sktadke netto za pokrycie tacznej wartosci szkéd do wysokosci
3 (nadwyzka tacznej wartosci szkdéd ponad 3 pozostaje niepokryta).

(3p.) Rozktad wartosci szkody X dany jest gestoscia
4
fy(y) =4 T dla y > 0,
0, dla y < 0.

Jedli ilos¢ szkdéd ma rozktad Poissona z warto$cia oczekiwana 0.3,
a ubezpieczyciel pokrywa nadwyzke kazdej szkody ponad 1. Wylicz
sktadke netto za takie ubezpieczenie.
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(3p.) Rozklad wartosci szkody Y okre§lony jest na zbiorze liczb na-
turalnych. W tabeli podane sa wartosci oczekiwane nadwyzki szkody
ponad d dla kolejnych (naturalnych) liczb d:

d 7 8 [ 9 [ 10
E[(Y —d),] | 242 [ 2.10 | 1.85 | 1.65

Wylicz wartoé¢ P(Y = 8).

(3p.) Wiedzac, ze szkoda ma gestosé f dana wzorem

f(z) = Bexp(—pz), B>0,2>0,

oblicz dla dowolnego d > 0, E[X —d];.
(3p.) Rozklad losowej straty X jest dany przez gestosé f(x) = ﬁ, 0<

x < 100

a) Policz E[X], Var[X];

b) Niech I(z) = kx, k € (0,1) bedzie polisa proporcjonalna oraz
I;(z) = (x — d)+ bedzie polisa stop-loss. Wyznacz takie k i takie
d, aby cena polisy wynosita P = 12.5;

c) Uzywajac ki d z b) pokaz, ze Var(X —I(X)) > Var(X — I;(X)).

(3p.) Ryzyko X ma rozklad

P(X=z)|01]02]03]04

Oblicz E[I4(X)] dla d = 2.5

(3p.) Dla zmiennej losowej X o rozkladzie Pareto i gestosci

o= ()" s

A\ Atz

udowodnij: E[(Is(X))] = (537)" " E[X], jeseli 1 < a.

(3p.) Dla pewnego ubezpieczenia w roku 1998 wartos$¢ szkody ma roz-
ktad jednostajny na odcinku (0,1000). Udzial wlasny ubezpieczonego
w szkodzie wynosi 20% jej wartosci, jednak nie wigcej niz 100. W
wyniku inflacji wysoko$¢ szkod w roku 1999 wzrosnie o 10%. Udzial
wlasny ubezpieczonego pozostaje taki sam jak w 1998 roku (tj., odpo-
wiednio, 20% i 100). O ile wzrosnie warto$¢ oczekiwana wyplaty?

(3p.) O rozkladzie pewnego ryzyka S wiemy, ze:
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e P(5<20)=3
e P(S<10)=1.

Obliczy sktadke E[(S —10)4].

(3p.)Zmienna losowa S przyjmuje wartosci nieujemne. Mamy nastepujace
dane

i d; | F(dy) | BI(S — di)4]
115 0.45 20
7 1 0.65 19

Oblicz E[S|5 < S < 7

(M) Portfel ubezpieczeniowy pewnej firmy sktada sie z n = 10° kon-
traktéw ubezpieczajacych dom na nastepny rok. Przyjmuje sie, ze
szansa zniszczenia domu wynosi 1074, Przyjmujemy P(X; = 1) =
107* = 1-P(X; = 0). Niech d = 150 i zat6zmy najpierw, ze X1, ..., X,
sg niezalezne. Policz E[(S’n —d)4], gdzie S,, jest zmienng o rozkladzie
normalnym przyblizajaca S, = X1+ --- + X,,.

Zalozenie o niezaleznosci ryzyk przy ubezpieczaniu domdw jest jednak
bardzo malo realistyczne. Zalézmy, ze istnieje jedna losowa przyczyna
© indykujaca zajscie huraganu. Niech P(© =1) =1/100=1—-P(0 =
0). Zalézmy teraz, ze zmienne X/, i = 1,...,n nie sa niezalezne, lecz,
ze s niezalezne warunkowo, tzn.

P(X{=mx1,...,X, =2,]0=0)=P(X| =210 =0)--- P(X], = 2,]© = 0).

Przyjmijmy, ze dlat=1,...,n
P(X/=10=1)=10"

P(X! =16 =0) = 1/11000.

Pokaz, ze rozklady pojedynczych ryzyk X/ sa takie same jak poprzed-
nio, przy zalozeniu niezaleznosci. Warunkujac wzgledem © i pod wa-
runkiem ustalonej wartosci stosujac przyblizenie CTG, mamy

S! ~ 0.01N(1000, 1000) + 0.99N(1000/11,1000/11).

Policz dla tej mieszanki warto$¢ netto nadwyzki nad d = 150: E[(S;, —
d)4] i poréwnaj z wynikiem dla S,,.



20. (M) Policz i narysuj funkcje G(d) = El4(X), gdy X ma a) rozklad

21.

jednostajny na [1, 2], b) atom w zerze wielkosci 0.25 i poza tym rozklad
jednostajny na [1,2], ¢) atom w punkcie 3 wielkosci 0.25 i poza tym
rozklad jednostajny na [1,2]. Co mozna powiedzie¢ o uporzadkowaniu
<¢z badanych rozktadow? Sprawdz, czy kryterium Karlina-Novikowa
tutaj zachodzi.

(M) Rozwazmy dwie grupy ryzyk: pierwsza sktada sie z 900 niezalez-
nych ryzyk Xi,...Xgpo z ta sama érednia 1 i wariancja 4, druga sktada
sie z 800 niezaleznych (nawzajem i od ryzyk z pierwszej grupy) ryzyk
Y1, ..., Y300 ze $rednia 2 i wariancja 8. W obu grupach ustalono sktadki
netto z narzutem H; i Hs tak, by prawdopodobienstwo, iz suma szkod
przekroczy sume sktadek wyniosto 0.0013. W tym celu przyjeto, ze
ryzyka laczne w obu portfelach mozna przyblizy¢ rozkltadem normal-
nym. Powstaje pytanie o ustalenie nowych skladek z narzutem H7 i
H3 tak, by po polaczeniu portfeli zostat zachowany standard bezpie-
czenstwa stosowany w pojedynczych portfelach. Jaki jest dopuszczalny
zbiér wartosci dla Hf i H5?



