
MUMIO Lab 8 Użyteczność, miary ryzyka/proces zgłoszeń

1. (3p.) Decydent kieruje siȩ maksymalizacja̧ wartości oczekiwanej funk-
cji użyteczności postaci: u(x) =

√
x,

posiada maja̧tek wart 400 i narażony jest na stratȩ X o rozkładzie
trzypunktowym:
P (X = 0) = P (X = 50) = P (X = 100) = 1

3 .
Gotów jest on zapłacić nie wiȩcej niż P = 30 za pokrycie ryzyka X (lub
jego czȩści k(X)). Ubezpieczyciele oferuja̧ wszystkie dopuszczalne kon-
trakty po cenie równej składce netto. Wylicz maksimum oczekiwanej
użyteczności decydenta E[u(w + k(X)−X − P )], dla E(k(X)) = P .

2. (3p.) Pewien decydent posiada wyjściowy maja̧tek w kwocie w = 10.
Narażony jest on na stratȩ X o rozkładzie normalnym z parametrami
(µ, σ2) = (2, 6). (Strata jest tutaj terminem umownym, ponieważ z
pewnym prawdoodobieństwem bȩdzie ujemna, a wiȩc de facto wysta̧pi
zysk). W swoich decyzjach kieruje siȩ maksymalizacja̧ funkcji użytecz-
ności o postaci: u(x) = − exp(−15 · x). Decydent dokonuje wyboru
współczynnika β ∈ [0, 1], w efekcie czego w jego udziale pozostanie
strata w wysokości β · X, natomiast pozostała̧ czȩść straty w wyso-
kości (1− β) ·X pokryje ubezpieczyciel za cenȩ równa̧ 65 · (1− β) · µ.
Wylicz współczynnik β, który wybierze decydent.

3. (3p.) Kapitał pocza̧tkowy wynosi w = 100. Inwestor ma awersjȩ do
ryzyka z funkcja̧ u(w) = − exp(−αw), α > 0. Szkoda mu zagrażaja̧ca
ma rozkład wykładniczy X ∼ Exp(2). Jaka̧ składkȩ G jest gotowy
płacić inwestor?

4. (3p.) Jeśli założymy, podobnie jak J. Bernoulli, że funkcja użyteczności
u(w) posiadanego maja̧tku spełnia równanie różniczkowe

du(w)
dw

=
k

w
, w > 0, k > 0,

to znajdź jej postać. Jeśli teraz podejmuja̧cy decyzjȩ posiadacz kwoty
w, w > 1 używa takiej właśnie funkcji u oraz stoi w obliczu losowej
straty X o rozkładzie jednostajnym na [0, 1], pokaż, że maksymalna
kwota jaka̧ on zapłaci jako składkȩ w celu ubezpieczenia siȩ od tej
straty wynosi

G = w − ww

e(w − 1)w−1

5. (3p.) Niech G takie, że

u(w −G) = E[u(w −X)]
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Zaóżmy, ż funkcja użyteczności u jest dwukrotnie różniczkowalna oraz
X jest zmienna̧ losowa̧ o skończonej wariancji. Pokaż, że

G ≈ E[X]− u′′(w − E[X])
2u′(w − E[X])

V ar[X].

6. (3p.) Niech
%(X) = V aR[X, p] := F−1X (p),

dla p ∈ (0, 1). Sprawdź, że dla każdego X i ε > 0 oraz dla każdej
funkcji %(X)

E [(X − V aR[X, 1− ε])+ + εV aR[X, 1− ε]] ¬ E [(X − %(X))+ + %(X)ε]

7. (3p.) Znajdź zmienne losowe X,Y , takie by nie zachodziła własność

V aR[X + Y, p] ¬ V aR[X, p] + V aR[Y, p].

8. (3p.) Niech

TV aR[X, p] :=
1

1− p

∫ 1
p
V aR[X,u]du.

Uzasadnij, że TV aR[X, p] ­ E [X].

9. (3p.) Sprawdź, że jeśli X ∼ N(µ, σ2), to (Φ oznacza standardową
dystrybuantę rozkładu normalnego)

V aR[X, p] = µ+ σΦ−1(p),

TV aR[X, p] = µ+ σ
Φ′(Φ−1(p))

1− p
.

10. (M) Dla T0 = 0, Tn+1 − Tn = Xn+1, zakładamy, że (Xn) tworzą
ciąg iid zmiennych dodatnich. (Tn oznaczają chwile zgłoszeń). Niech
N(t) =

∑∞
i=1 I{Ti¬t} będzie liczbą zgłoszeń do chwili t. Wylicz EN(10)

(być może przybliżoną wartość) przy założeniu, że Xn mają rozkład
Weibulla z wybranymi parameterami (większymi i mniejszymi od 1).
Osobno zbadaj przypadek rozkładu wykładniczego i wylicz N(10).
Zrób symulację procesu (N(t)).
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