IMIE I NAZWISKO:

Egzamin z matematyki ubezpieczeniowej (MUMIO), semestr zimowy
2017/18

Data: 6.02.2018.

Egzaminator: Ryszard Szekli

INSTRUKCIJE:

Rozwiazujac test zakreslamy literka X POPRAWNE ODPOWIEDZI W TABELCE NA KONCU!
Za kazdy prawidlowo oznaczony podpunkt otrzymuje sie 1 punkt. Piszemy bez uzycia notatek i innych
pomocniczych materiatow.

Max punktéw: 50.

0-25=2.0

26-30=3.0

31-35=3.5

36-40=4.0

41-45=4.5

46-50=5.0

CZAS ROZWIAZYWANTIA: 150 min.

1. Niech N oraz A beda zmiennymi losowymi takimi, ze P(N = k|A = \) = e M\ /kl k= 0,1,....
Przyjmujemy, ze P(A = \) = (1/2)*1, A =0,1,2,....

(a) Wtedy VarN = 4;

(b) wtedy E(Var(N|A)) =

(c) wtedy Py (t) = 1/(2 e<t ),

(d) wtedy P(A =1|N =0) = (1/(4e))(2 — e 1);

(e) wtedy VarA = 1.

2. Niech S1 = X7 + -+ Xu,, gdzie X; sa niezalezne i przyjmuja warto$¢ 0 z prawd. 1/2 i wartosé 2
z prawd. 1/2 oraz niezalezna od nich zmienna N7 ma rozklad Poissona z wartoscia oczekiwana 1.
Niech S5 = Y1+ - -+ Yn, bedzie niezalezng od S zmienna losowa, gdzie Y; sa wzajemnie niezalezne

i przyjmuja wartosci 1 z prawd. 1/2 i warto$é 3 z prawd. 1/2 oraz N» jest nizalezna i ma rozklad
Poissona z wartoscia oczekiwang 2.

Wtedy E(S1 + S2) = 5;
wtedy Var(Sy + S2) = 12;
wtedy Ps, +s,(t) = 63(t/3+t2/3+t3/3—1);

wtedy S7 + Sz ma taki rozklad jak S = Z; + --- + Zy, gdzie Z; sa niezalezne o jednakowym
rozkladzie z dystrybuanta Fz(x) = (1/4)1j0,c0)(7) + (1/2)1[1,00) () + (1/4)[12,00) (), & N jest
niezalezna zmienng o rozktadzie Poissona z parametrem 3;

(e) Wtedy P(Sl + Sy = 0) = 675/2.
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3. Ryzyko X przyjmuje wartos¢ 0 z prawd. 1/3 i warto$¢ 1 z prawd. 1/3, wartos¢ 3 z prawd. 1/3.
Przyjmujemy, ze inwestor ustala skladke netto za udzial wlasny w podziale ryzyka na Eh(X) = 1/3.
(a) Wtedy dla kazdego kontraktu z ustalona skladka netto E(h(X) = 1/3, Var(h(X)) > 1/18;

(b) wtedy przy wyborze kontraktu stop-loss postaci h(X) = min(d, X) o skladce netto 1/3, nalezy
wybraé¢ d = 0.6;

(¢) wtedy Var(min(0.6,X)) =1/18;
(d) wtedy E(X —d)+ =2/3 dla d = 0.6;
(e) wtedy E(X —1); =1/3.



4. Ryzyko X przyjmuje wartosci 1,2,3 z prawd. 1/3. Kapital poczatkowy w = 2/3. Funkcja uzytecz-
noséci u(z) =1—e ", x € R. Przyjmujemy, ze inwestor ustala skladke netto za ryzyko przekazane
do reasekuracji w podziale ryzyka X = h(X) + k(X), na Ek(X) = 1/3.

(a) Wtedy przy wyborze kontraktu stop-loss k(X) = I4(X) = (X — d)+ o wartosci oczekiwanej
1/3, wartosé¢ d = 1.5;

(b) wtedy E((min(1.5, X))?) =11/6;

(c) wtedy E(u(w —min(2,X) —1/3)) > E(u(w — h(X) — 1/3)) dla kazdego kontraktu h(X) jak
WYZej;

(d) wtedy El5(X) = 1/5;

(e) E(u(w —min(1.5,X) —2/3)) =1—¢/3 —2¢3/2/3.

5. Niech Ry =u, R, =u+n— Wy+---+W,),dlan > 1, u> 0, (W;) iid. Niech ¥(u) = P(T < ),

= inf{n : R, < 0}. Przyjmujemy, ze W; przyjmuja warto$¢ 0 z prawd. 1/2, wartos$¢ 1 z prawd.
1/4 i warto$¢ 2 z prawd. 1/4.

(a) Wtedy ¢ (u) = P(M > u) dla zmiennej o funkeji tworzacej Py (t) = 1/(2 — t);

(b) wtedy ¥(1) = 1/4;
(¢) wtedy ¥(u) = P(M > u) dla zmiennej M ktéra ma zlozony rozklad geometryczny, taki jak
Y1 44+ Yy, gdzie Y; sa niezalezne, przyjmujace wartosé 0 z prawd. 1/3 i warto$¢ 1 z prawd.

2/3, a niezalezna zmienna N ma rozklad geometryczny na 0,1,2,... z parametrem p = 1/4;
(d) wtedy $(0) = 1/2;
(e) wtedy ¢¥(u) = P(M > u) dla zmiennej M, ktéra ma rozklad geometryczny na 0,1,2,... z pr.

sukcesu 1/2.

6. Niech dla ¢t > 0, R(t) := u + 2t — ZN(t) Xi,u>0,c>0,(X;)iid, (N(t),t > 0) proces Poissona z
intensywnoscia A = 2. Niech ¢(u) = P(T < 00), gdzie T' = inf{t : R(¢) < 0}. Przyjmujemy, ze X;
przyjmuja warto$é 0 z prawd. 1/2, warto$é 1 z prawd. 1/4 i warto$é 2 z prawd. 1/4.

(a) Wtedy ¢(u) = P(M* > u) dla zmiennej M* o rozkladzie zlozonym geometrycznym takim
jak Y1 + - + Yy, gdzie Y; sa niezalezne, o rozkladzie z gestodcia fy (x) = (2/3)Ij,1)(x) +
(1/3)1[172)(:17), a niezalezna zmienna N ma rozklad geometryczny na 0,1,2,... z parametrem

= 3/4;

() wedy 9(0) = 3/4;

(¢) ¥(u) = P(M* > u) dla zmiennej M*, takiej, ze EM* = 2.5;

(d) wtedy, jesli szkody X; mialyby rozklad wykladniczy o wartosci oczekiwanej 3/4, to ¢(0) = 1/4;

(e) wtedy, jesli szkody X; mialyby rozklad wykladniczy o wartodci oczekiwanej 3/4, to ¢ (u) =
(3/4)e"/%.

7. O rozktadzie pewnego ryzyka S wiemy, ze:
E[(S—2)4] =

1< S< 2]_1.3
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(¢c) ES <96
) E(S —d)4 jest funkcja wklesta zmiennej d
)

(e) ES > 9.325



8. Jesli

to
(a)
(b)
(c)
(d)

()

e’} —Gan
P(N =n) = /O P(N = n|© = 0)dFo(6) /0 _dFe(0)
PN() = E[901)
Var [ ] E[N] + E[B] + Var [0]
E[N?] = E[6?] + E[6]
Zal6zmy, ze © ma rozklad o funkcji tworzacej momenty
Mo(t) = <ﬂ>a dlat < p
p—t ’

(tzn. rozktad I'(a, B)), to My(t) = (%= qet) dlap=1- =af(a+1)

P(N =0) = B[]

9. Niech X i Y beda niezaleznymi ryzykami o wartosciach naturalnych oraz S = X + Y, o funkcjach
tworzacych, odpowiednio Px, Py i Pg. Wtedy,

(a)

10. (a)

()

(d)
(e)

01

Ciag ogona dyskretnego rozktadu zmiennej X okreslamy przez ¢, ‘= ppy1+pni2+---. Funkcja
tworzaca ciagu (¢n)n>0, dana przez Qx(t) = Z:;OZO gnt™, spelnia Qx(t) = %_Xt(t).

Qx(1) = E(X(X -1))

VarX = P¢(1) + P (1) — (Px(1))*

Liczba porazek przy oczekiwaniu na (n > 1)-ty sukces jest suma n niezaleznych zmiennych
losowych o rozktadach geometrycznych na 0, 1, ..., z parametrem sukcesugp7 Sn, = X1+ +X,.

Zmienna ta ma funkcje tworzaca prawdopodobienstwa Pg, (t) = ( 16—;)
Qx(1) = BEX

Niech X bedzie zmienna o rozktadzie z gestodcia exp(—)I( oc) (), wtedy zmienna exp(—X)
ma rozklad jednostajny na (0,1).

Niech funkcja C' (funkcja copula) bedzie wyznaczona relacja Fx y)(z,y) = C(Fx(x), Fy(y)),
dla pewnej dystrybuanty tacznej zmiennych (X,Y), Fix y), gdzie Fx, Fy sa dystrybuantami
brzegowymi. Wtedy C'(uVv)+C(uAv) > C(z)+C(y), dlau,v € (0,1)x (0, 1), gdzie V oznacza
operacje brania maksiméw po wspolrzednych wektoréw u, v, a A oznacza operacje miniméw.

Niech X = min(W, Z) oraz Y = min(V, Z), gdzie zmienne W, V, Z sa niezalezne o rozkladach
wyktadniczych o éredniej wartosci 1 . Wtedy F{x y) (rozktad Marshalla Olkina) ma funkcje
copula C taka, ze C(x,y) > min(z,y), z,y € (0,1).

Dla pewnych zmiennych losowych (X,Y) jej funkcja copula C spelia C(z,y) > zy, z,y €
(0,1), wtedy Cov(X,Y) > 0.

Jedli X, Y sa niezalezne, to Fix y)(z,y) > max(0, Fx(x) + Fy(y) — 1),z,y € R
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