Zadania z matematyki ubezpieczeniowej z rozwigzaniami
do wykladu (MUMIO) 2018. Ryszard Szekli

1. Zmienna X7 ma rozklad wykladniczy o wartosci oczekiwanej 1, a nie-
zalezna od niej zmienna Xs ma rozklad dany gestoscia:

) 2z, dlaze(0,1),
fXQ(“’)_{ 0, dlaze(0,1).

Wylicz P(X; + X5 < 2).

Rozwiazanie:

P(X1+X: < 2)= / P(X1 + X2 < |Xo = @) - fx, (2)da =
0
1 1
= / P(X1+2<2) 2zde = / (1 —e ) 2zds =
0 0

1
= 1—26’_2/ erxdr =1 —2e 2.
0

2. Zmienne losowe X7 i X9 sa niezalezne i maja jednakowy rozklad o

0, dla z <0,
dystrybuancie: Fx(z) =< 0.9+ x-0.01, dla0 <z <10,
1, dla z > 10.

Wylicz prawdopodobienistwo P(X; + X3 < 15).

Rozwiazanie:

10
0

10

= Pz + X3 < 15) - Fi(z)dz + 0.9P(Xy < 15) =
0

10
0
10
+1-09+4 [ 001 Iyg(x)dz
0
10 5
— 001 / (0.9 +0.01(15 — 2))dz + 0.9 + / 0.01dx
5 0
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3. Zmienna X1 ma rozklad wykladniczy o wartosci oczekiwanej 1, a nieza-
lezna od niej zmienna X9 ma rozklad jednostajny na przedziale (0,1).
Wylicz P(Xl + Xo < 2).

Rozwiazanie:
oo
P(X1+X2<2)=/ P(X1+X2<2’X2=Q?>-fx2(1‘)dx:
0
00 1
= / P(Xl + x < 2) . 1(071)(.73)d(£ = / (1 — 67(27x))d;1: =1 eil + 672.
0 0
4. X711 X, to dwa niezalezne ryzyka o zbiorze mozliwych wartosci {0, 1,2, ...}.

Znamy wartosci dystrybuanty Fi(x) = P(X; < z) oraz Fg(z) =
P(Xl + X9 < l‘)!

x| Fi(x) | Fs(z)
0 0.6 0.12
1 0.8 0.46
2 0.9 0.58
3 1 0.83
Wylicz P(Xy = 2).
Rozwiazanie:
Niech S = X1 4+ Xo. Niech fg(z) = P(S = x). Z definicji splotu
3
fs(@) =Y filx —i) - fa(i),
i=0
fs(0) = f1(0) - f2(0)
fs(1) = f1(1) - f2(0) + f1(0) - f2(1)
fs(2) = f1(2) - f2(0) + f1(1) - f2(1) + f1(0) - f2(2)

Podstawiajac dane z tabeli:

0.12=0.6- f2(0) = f2(0) = 0.2
0.34 = 0.2 f2(0) + 0.6 - fo(1) = fo(1) = 0.5
0.12=10.1- f2(0) + 0.2 fo(1) + 0.6 - f2(2) = f2(2) = 0.

Stad f2(2) = P(XQ = 2) =0.

5. Niech X oznacza ryzyko (zmienng losowg o wlasnosci P(X > 0) = 1),
a H(-) niech oznacza formule kalkulacji sktadki (przyporzadkowujaca
kazdemu ryzyku liczbe nieujemng lub 400).

Ktéra z ponizszych pieciu formut kalkulacji skladki jest addytywna
H(X+Y)=H(X)+ H(Y), translatywna H(X +c¢) = H(X) + c oraz
iteratywna H(H (X | ©)) = H(X)?



(

(B) H(X)=E[X]+a- Var[X], a>0

(C) H(X)=E[X]+a-/Var[X], a>0
(X)

(D) H(X) =1mE[e], a>0

(E) HX) =6 -EX]+(1—=08)rp1, 0€(0,1),r91 =inf{r: P(X >
r) < 0.1}

Rozwiazanie:

(A) - translatywnosé

HX+c¢) = (1+a)E[X+c=014a)(E[X]+c)

= 1+)PX]+(Ql+a)c#HX)+c=(1+a)E[X]+ec

(B) e addytywnosé

HX+Y) = E[X+Y]+aVar[X +Y]

= E[X]+EY]+aVar[X]+ Var[Y])
= EX]+aVar[X]+ EY]+aVar[Y]=H(X)+ H(Y).

e translatywnosé¢

H(X+c) = E[X+cd+aVar[X+c] = E[X]|+c+aVar(X] = H(X)+c.

e iteratywnosé

H(H(X|©)) = E[H(X|O)]+aVar[H(X|0)]

= FE[E[X|0]+ aVar[X|O]] + aVar[E[X|O] + aVar[X|0]]
= E[F[X|0]] + aE[Var[X|O]] + aVar[E[X|O] + aVar[X|0]]
= E[X]+ aE[Var[X|0]] + aVar[E[X|0]] + &*Var[Var[X|0]

+2aCov[E[X O]
= FE[X]+aVar(X]

+2aCov[E[X|O], Var[X|O]]
# H(X).

, Var[X|6]]

(C) e addytywnosé

H(X +Y)

EX+Y]|+ay/VarlX +Y]

+ a3Var[Var[X|0)]

= E[X]+ E[Y] + a\/Var[X] + Var[Y]

# H(X)+ H(Y)=FE[X]+a\/Var[X]| + E[Y] + ay/Var[Y].
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(D) e addytywnosé

HX+Y) = 1 In E[e®X+Y)) = 1 In E[e®X - e2Y]
! !
= —InE[e™]-E[e®] =~ InE[e™] + ~In E[e*Y]
o
= H(X)+H(Y),
e translatywnosé
1 1
H(X+¢) = —InE[e®X+9] = Z1nEle®X . ¢
a a

1 1 1
= —InE[e™ ]+ —1n(e*) = ~InE[e*] +c= H(X) +c,
a a a

e iteratywnosé
H(H(X|)) = TI(=InE[eX0)]) = Ly pleati/ammpleio))
« [0

]

_ émE[E[eMX\@))]] _ émE[eaX] — H(X).

= 1 In E[elnE[ea(x‘@)}
a

(E) e addytywnosé
HX+Y) = 6EX+Y]+(1—=9¢) -inf{r: P(X+Y >r)<0.1}
= JE[X]+IEY]+ (1 —0)ro1 # H(X)+ H(Y).
Odpowiedz (D).
. Rozklad prawdopodobienistwa zmiennej X dany jest w tabeli:

T 0 1 2 5 10 20
P(X=2)|08|01|0.03|0.03|0.03|0.01

Wyznacz d, jesli wiadomo, ze E[I;(X)] = 0.37.

Rozwiazanie:
Niech d € (0,1):

Elly = E[(X —d)4]=) (i —d)+ P(X = ;)
=0
= (0—d)-084+(1—d)-0.1+(2—d)-0.03+ (5—d)-0.03
+(10 — d) - 0.03 + (20 — d) - 0.01
= 0.37.



Wige d = 372081 — 2.9 ¢ (0,1) = sprzecznoéé.
Niech d € (1,2):

037 = (2—d)-1-0.03+(5—d)-1-0.03
+(10—d)-1-0.034 (20— d) - 1-0.01
= 0.71-0.1-d.

Stad d = 0'3707%10'71 =3.4 ¢ (1,2) = sprzecznosc.

Niech d € (2,5):

0.37 = (5—d)-1:0.034 (10—d)-1-0.03-+ (20— d)-1-0.01 = 0.65—0.07-d.

Stad d = 2372065 — 4 ¢ (2,5).

. Jesli zmienna losowa Y wyraza warto$¢ szkody, to zmienna I3(Y) =
(Y — d)+ wyraza nadwyzke szkody ponad d. Zalézmy, ze Y ma roz-
ktad dyskretny okreslony na liczbach naturalnych. Jesli w dodatku
ograniczymy zainteresowanie do zmiennych I4(Y) o wartoséciach d =
0,1,2,3,..., to pokaz, ze

Ella1(Y)] = E[L(Y)] - P(Y > d)

B(Ia+1(Y))*] = B((1a(Y))?) = 2+ E[La(Y))] + P(Y > d)

Rozwiazanie:

o0

El(lgn(V))?] = > (y—d+1))’PY =y) =
y=d+1

= > y-d?—2y—d)+1PY =y) =
y=d+1

= B[(La(Y))?] = 2 BlLy(Y)] + P(Y > d).

. Wartosé szkody S ma rozklad okreslony na zbiorze IN. Sktadka netto
za nadwyzke tacznej wartosci szkdéd S ponad liczbe k wynosi:

k 1 2 3 4
E[(S—k)4] | 5.2500 | 4.5500 | 3.9075 | 3.3310

Wylicz P(S =2)+ P(S =3).

Rozwiazanie:



E[(S—1)4] = P(S=2)4+2P(S=3)+3P(S=4)+...=5.25, (i)
E[(S—2)4] = P(S=3)+2P(S=4)+3P(S=05)+...=4.55, (i)
E[(S—-3)4] = P(S=4)+2P(S=5)+3P(S=06)+...=3.9075, (iii)
E[(S—4)y] = P(S=5)+2P(S=6)+3P(S=7)+...=3.3310. (iv)

Obliczajac réznice (i)-(ii) dostajemy: P(S = 2) + P(S = 3) + P(S =
4) + ... = 0.7. Podobnie (iii)-(ii): P(S = 4) + P(S = 5) + P(S =
6) + ... = 0.5765. Otrzymane réwnania odejmiemy stronami. Stad

P(S =2)+ P(S =3) =0.1235.

. Dla pewnego ryzyka ilo$¢ szkéd N ma rozklad Poissona z wartoscia
oczekiwana réowna 2, a pojedyncza szkoda Y ma rozktad:

P(Y = 1)=05,
P(Y = 3)=05.

Wylicz wartosé oczekiwana nadwyzki tacznej wartosci szkéd S z tego
ryzyka ponad liczbe 3 ( w przyblizeniu).

Rozwiazanie:

E[(S - 3)4] = E[S] - Elmin(8,3)]
E[S]=2-(0.5+1.5) =4.

Wystarczy wigc znalez¢ Emin(S, 3)]:

Emin(S,3)] = 0-P(S=0)+1-P(S=1)+2-P(S=2)+3-P(S>3)
P(S=1)+2P(S=2)+3[1—P(S=0)—P(S=1)— P(§ =2)]
— 3-3P(S=0)—2P(S=2)—P(S=1) = 2.2556.

. Rozktad wartosci szkody Y dany jest gestoscia:

3
3 dlay>0
_ (1+y)47 Y
fr(y) { 0, dlay<0.

Jedli iloé¢ szkéd N ma rozktad Poissona z wartosdcia oczekiwana 0.1,
a ubezpieczyciel pokrywa nadwyzke kazdej szkody ponad 2. Wylicz
skladke netto tej sumy, tzn. SN (V; — 2),.



Rozwiazanie: Niech

BIS) = EINI-E[Y ~24]=01- [ (=24 fr(w)dy

201/ 3) 013/

Podstawiajac r := 1 4 y otrzymamy
®r—3 1 /71 1 1
0.1-3- —dr=—(=z—=]=—.
Jé 24 T 10 (6 9> 180

11. Laczna wartosé szkod S z pewnego ryzyka ma rozktad ztozony Pois-
sona z parametrem czestotliwosci réwnym 0.2 oraz rozkladem poje-
dynczej szkody Y:

P(Y = 1)=05,
PY = 2)=0.3,
PY = 3)=02

Wrylicz skladke netto za pokrycie tacznej wartosci szkéd do wysokosci
3 (nadwyzka tacznej wartosci szkdéd ponad 3 pozostaje niepokryta).

Rozwiazanie:
E[min(S,3)] = P(S=1)+2-P(S=2)+3-P(S>3)
= PS=1)+2-P(S=2)+3-1-P(S=0)—P(S=1)—P(S=2)]
= 3-3-P(S=0)—-2-P(S=1)-P(S=2)
= 3-3-P(N=0)—-2-P(N=1,Y=1-P(N=1,Y=2)-P(N=2Y=1Y

0.2)2
= 3—3-aﬂ2—2f4”-&205—e4”-&203—642.( )"

= 3-3.265-¢ 92 =0.327.

12. Rozktad wartosci szkody X dany jest gestoscia

4
A dlay>0
— (1+y)5> ’
Frw) { 0, dlay<0.
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13.

14.

Jedli ilos¢ szkdéd ma rozktad Poissona z warto$cia oczekiwana 0.3,
a ubezpieczyciel pokrywa nadwyzke kazdej szkody ponad 1. Wylicz
sktadke netto za takie ubezpieczenie.

Rozwigzanie: Niech

N
S=> (Yi—1)4
=1
Zatem
BIS) = EINI-E[(Y = 1) =03 [ (= Dafr(v)dy =
_ 4 _ y-1
= 03/ i+ )dy 0.3- 4/ y)5dy

Podstawiajac x := 1 + y otrzymamy

oo _
0.3-4/ am R S
9 T

20 80 80

Towarzystwo ubezpieczeniowe oferuje roczne kontrakty w wysokosci
11 2, w grupach oséb, gdzie w pierwszej grupie prawdopodobienstwo
$mierci rowna sie 0.02, a w drugiej 0.10.

k|l qe | bk | nk
11002]| 1| 500
210021 2 | 500
31010 1 | 300
4 10.10 | 2 | 500

gdzie nj oznaczaja liczebnosci konkraktow, by wielkosci wyptat. To-
warzystwo to zamierza za 1800 powyzej opisanych kontraktéw zebraé
tyle skladek, aby z prawdopodobienstwem 0.95 sumaryczna szkoda
S = X1 + ... + X1s00 byla mniejsza od zebranej sumy. Przy tym wy-
maga si¢ aby sktadka kazdego osobnika byta proporcjonalna do war-
todci oczekiwanej jego szkody, tzn. ma by¢ postaci (1 + 0)EX;, dla
pewnej stalej 8 > 0 (skladka wartosci oczekiwanej). Wyznacz 6.

Rozklad wartosci szkody Y okreslony jest na zbiorze liczb naturalnych.
W tabeli podane sa wartosci oczekiwane nadwyzki szkody ponad d dla
kolejnych (naturalnych) liczb d:

d 7] 8 [ 9 ] 10
E[(Y —d),] | 242 [ 2.10 | 1.85 | 1.65

Wylicz wartoéé P(Y = 8).



Rozwiazanie:

E[(Y —=7)4] = P(Y =8)+2P(Y =9)+3P(Y =10) + ... = 2.42,

(i)E[(Y —8)y] = P(Y =9)+2P(Y =10)+3P(Y =11)+... = 2.1,
(ii))E[(Y —9)4] = P(Y =10)+2P(Y =11) +3P(Y = 12) +... = 1.85,
(i(0)E[(Y —10)4] = P(Y =11)+2P(Y =12)+3P(Y = 13) +... = 1.65.

Obliczajac réznice (i)-(ii) dostajemy: P(Y =8) + P(Y =9) + P(Y =
10) + ... = 0.32. Podobnie (iii)-(ii): P(Y =9)+ P(Y =10) + P(Y =
11) + ... = 0.25. Otrzymane réwnania odejmujemy stronami. Stad

P(Y =8) =0.07.

. Wiedzac, ze szkoda ma gestoé¢ f dana wzorem

f(x):ﬁexp(_ﬂx)7 6>O,¢T>O,
oblicz dla dowolnego d > 0, E[X —d]4.

Rozwiazanie:

Mamy catkujac przez czesci.

ElX —d, = E[X—dI{X >d}]
= EBIXI{X >d}] —dP(X > d)

- /doo Ba exp(—pfr) dv — dexp(—dp)

= dexp(—dp) + Bexp( dB) — dexp(—dp)

— Sem(=dd).

. Rozklad losowej straty X jest dany przez gestosé f(x) = 1—(1)0, 0<z<
100

a) Policz E[X], Var[X];

b) Niech I(z) = kx, k € (0,1) bedzie polisa proporcjonalng oraz
Ii(z) = (z — d)+ bedzie polisa stop-loss. Wyznacz takie k i takie
d, aby cena polisy wynosita P = 12.5;

c) Uzywajac k id z b) pokaz, ze Var(X —I(X)) > Var(X — I;(X)).

Rozwiazanie:

a) Mamy E[X] = 0100:1: dz = 50 oraz E[X?] = &5 0100 2dr =

10000, Stad Var[X] = 252,



b)

Szukamy k by E[kX] = 12.5. Z a) mamy E[X] = 50, czyli k =
0.25. Szukamy d by E[I;(X)] = 12.5. Mamy

1 100
(X)) = 1 /d (v — d) da
1
= 50 —d+ ——d?
50 +200

i warto$¢ d otrzymujemy przyréwnujac powyzsze wyrazenie do
12.5. Mamy d = 50 lub d = 100. Oczywiscie wziecie d = 150 nie
ma sensu, gdyz zmiena losowa X przyjmuje wartosci od 0 do 100.
Stad d = 50.

Poniewaz z b) E[X — I(X)] = E[X — I;(X)] wystarczy pokazaé
nieréwnos$é¢ dla drugich momentéw. Mamy

E[(X -I(X))’] = (1-k)*E[X?]
910000
T 16 3
E[(X - 14(X))?] = E[(min{X,d})?]
1 d 1 100
= m/o dem—i—m ; d? dz
38750
= =

17. Ryzyko X ma rozklad

18.

x 1] 2] 3710
P(X=x)]01]02]03]04

Oblicz E[I(X)] dla d = 2.5

Rozwiazanie:
Mamy

E[I4(X)] = 0.3(3 — d) + 0.4(10 — d).

Dla zmiennej losowej X o rozkladzie Pareto i gestosci

a A a+1
f(x)_)\<)\+1:> , >0,

udowodnij: B[(7(X)] = (32)" EIX], jezeli 1 < a

A+d

Rozwiazanie:
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19.

20.

Mamy

E[I(X)] = [im(x—d)(Aix>a+l dz

00 a by a+1 00 a A a+1
= /d (x+>\)/\(/\+x> d:L‘—/d (d+)\)/\</\+x> dx

= av/ A4 2) dm—(d+)\)a)\a/ A+2)" " de .
d d

)\Oé
= A+ d)y"ett
O4_1( +d)

Z drugiej strony E[X] = E[Iy(X)] = 22 "o+,

a—1

Dla pewnego ubezpieczenia w roku 1998 wartosé szkody ma rozktad
jednostajny na odcinku (0,1000). Udzial wlasny ubezpieczonego w
szkodzie wynosi 20% jej wartosci, jednak nie wigcej niz 100. W wyniku
inflacji wysoko$é¢ szkéd w roku 1999 wzrosnie o 10%. Udzial wlasny
ubezpieczonego pozostaje taki sam jak w 1998 roku (tj., odpowiednio,
20% 1 100). O ile wzro$nie warto$é¢ oczekiwana wyplaty?

Rozwiazanie:

Wartosci oczekiwane wyptaty przed i po inflacji wynosza

P, = E[min{0.2X,100}]

P, = E[min{0.2 * 1.1X, 100}] ,
odpowiednio. Policzymy wiec E[min{kX,100}] dla k € (0, 10).

E[min{kX,100}] = E[kXI{kX < 100}] + E[100I{kX > 100}]
— kE[XI{X < 100/k}] +100P(X > 100/k)

k 100/k
= / 2 do + 100P(X > 100/k)
0

5
= 100 — —.
k
Podstawiamy teraz odpowiednio k£ = 0.2 i k£ = 0.2 x 1.1 i dostajemy

P =75, P, =77.2727.

Decydent kieruje sie maksymalizacja wartosci oczekiwanej funkcji uzy-
tecznos$ci postaci: u(z) = /z,

posiada majatek wart 400 i narazony jest na strate X o rozkladzie
trzypunktowym:

P(X =0) = P(X =50) = P(X =100) = 3.
Gotéw jest on zaptacié¢ nie wigeej niz P = 30 za pokrycie ryzyka X (lub
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21.

jego czesci k(X)). Ubezpieczyciele oferuja wszystkie dopuszczalne kon-
trakty po cenie réwnej sktadce netto. Wylicz maksimum oczekiwanej
uzytecznosci decydenta Efu(w + k(X) — X — P)], dla E(k(X)) = P.
Rozwiazanie:

Maksimum Flu(w + I4(X) — X — P)| osiagnigte jest dla I3(X) =
(X —d)4+. W naszym zadaniu w = 400, P = E[I4(X)] = 30, E[X] = 50.
Aby znalezé takie I[4(X), skorzystamy z danych podanych w tresci
zadania.

E[1;(X)] = 30. Niech d € (0,50): E[I4(X)] =FE[(X —d)+]=(0—4) -
024+ (50—d)-1-%2+(100—d)-1-3% = 30. Zatem d = 30. Czyli
najwieksza warto$¢ uzyskamy dla I3(X).

max E[u(w + I(X) — X — P)] = E[u(400 + I3o(X) — X — 30)]

1 1 1
= g\/400 +0-0- 30+§\/400+ 20 — 50 — 30+§\/400+ 70 — 100 — 30

1 2
= §v370 + g\/ 340 = 18.7

Pewien decydent posiada wyjsciowy majatek w kwocie w = 10. Na-
razony jest on na strate X o rozkladzie normalnym z parametrami
(n,0%) = (2,6). (Strata jest tutaj terminem wmownym, poniewas z
pewnym prawdoodobienstwem bedzie ujemna, a wiec de facto wystgpi
zysk). W swoich decyzjach kieruje si¢ maksymalizacja funkcji uzytecz-
nosci o postaci: u(x) = —exp(—% - x). Decydent dokonuje wyboru
wspolezynnika 5 € [0,1], w efekcie czego w jego udziale pozostanie
strata w wysokosci - X, natomiast pozostata cze$é¢ straty w wyso-
kosci (1 — 3) - X pokryje ubezpieczyciel za ceng réwna g -(1=75) - p.
Wrylicz wspétezynnik (3, ktoéry wybierze decydent.

Rozwiazanie:

Niech G oznacza sktadke, jaka decydent gotowy jest zaptacié za ubez-
pieczenie losowej szkody S = (1 — )X, tzn. zgodnie z zaloZeniem

G:g( - B)

Z drugiej strony szkoda S ma rozklad normalny z parametrami (2, 6),
funkcja uzytecznosci jest postaci u(zx) = —e /5% a3 majatek wyjsciowy
w = 10, wiec G spelnia réwnowaznie

u(w — G) = Elu(w — (1 - 5)S5)].
Wstawiajac wartos¢ G zalezng od § otrzymujemy rownania

e V/B(10-6/501-0)2) _ p[_~1/5010-(1-5)8)]

12



22.

23.

24.

— e 2HI2/25(1-F) — _ 2 p[1/5(1-8)S),

_e38/25-12/253 _ —6_2M5(1/5(1 —B)) = 76—263/25(1—5)%2/5(1—5)’

38 12 3 9 2
—— — —(3==-24+—(1—- —(1-=20).
55 ~ 550 +5e(1=0)"+:(1-0)
Zatem
g1
=3

Kapital poczatkowy wynosi w = 100. Inwestor ma awersje do ryzyka
z funkcja u(w) = —exp(—aw),a > 0. Szkoda mu zagrazajaca ma
rozklad wykladniczy X ~ Fxp(2). Jaka skladke G jest gotowy placié
inwestor?

Rozwiazanie:

Rownanie

u(w —G) = Eflu(w — X)]

przyjmuje postaé
exp(—a(w — G)) = Elexp(—a(w — X))]
co jest réwnowazne
exp(a@) = Elexp(aX)] .

Stad

_ log Elexp(aX)] .

G
Zauwaz, ze sktadka GG nie zalezy od kapitatu poczatkowego w.

Kapitat poczatkowy wynosi w = 100. Inwestor ma awersje do ry-
zyka z funkcja u(w) = w'/?. Szkoda mu zagrazajaca ma rozklad X ~
U(0,10). Jaka skladke G jest gotowy placié¢ inwestor?

Jesli zalozymy, podobnie jak J. Bernoulli, ze funkcja uzytecznosci u(w)
posiadanego majatku spetnia réwnanie rézniczkowe
du(w)
dw

k
=—, w>0, k>0,
w

to znajdz jej postaé. Jesli teraz podejmujacy decyzje posiadacz kwoty
w, w > 1 uzywa takiej wlasnie funkcji u oraz stoi w obliczu losowe]
straty X o rozkladzie jednostajnym na [0, 1], pokaz, ze maksymalna
kwota jaka on zaptaci jako skladke w celu ubezpieczenia sie od tej

straty wynosi

ww

G=w- e(w—1)w—1
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25.

26.

Rozwiazanie:

Funkcja © ma postaé
w(w) =klnw .

Poniewaz

Elln(w—-X)] = / In(w — x)
= - DY —whw+1,
wiec nakladajac exp na obie strony réwnania
uw(w — G) = Elu(w — X)]
dostajemy G.

Niech G takie, ze
uw(w — G) = Elu(w — X)]

Zabzmy, z funkcja uzytecznosci u jest dwukrotnie rézniczkowalna oraz
X jest zmienna losowa o skoniczonej wariancji. Pokaz, ze

u'(w — E[X])

G~ EX = = BX))

Var[X].

Rozwiazanie:

Korzystajac z Twierdzenia Taylora w réwnaniu
u(w — G) = Elu(w — X))
zastosuj przyblizenia

uw(w — G) = u(w — E[X]) + (B[X] - G)u'(w — E[X]),

u(w—z) ~ w(w—FE[X])+(E[X]—z)u' (w—E[X))+1/2(E[X]—2)* (w—E[X]) .

Zalézmy, ze portfel sktada sie z n ryzyk.. Zakladamy, ze liczby szkod
Ny i N1 w portfelu w latach 0 i 1 sa warunkowo niezalezne i maja

rozklad
k

P(N; =k|© =0) = z:' exp(—0), i =1,2.
Oblicz E[(N; — No)?|0].

Rozwiazanie: Mamy

E[(N1 — No)*l0] = E[N:?|6] + E[No®|6] — 2E[N1No|6)]
= Var[No|0) + (E[Ny|6])? +
+Var[N1|6] + (E[N1|6])* — 2E[No|0)2E[N1 |6)]
= Var[No|6] + Var[Ny|6] + (E[Ny|6] — E[N1|6])?
= VCLT’[N()‘G] + Var[N1|0] = 26.
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27.

Interpretacja zadania: jezeli w roku 0 wyestymowamy parametr roz-
ktadu Poissona jest 6 i ilo$¢ szkéd w roku 1 estymujemy punktowo
Nj = 0, to wariancja (warunkowa) tej prognozy wynosi 26.

W kolejnych okresach czasu ubezpieczony charakteryzujacy sie warto-
Scia f parametru ryzyka © € (0, 1) generuje szkody w ilosci Ny, i = 1, 2.
Wiemy, ze

P(N;=10=0)=0=1-P(N,=0[© =0), i=1,2,

oraz zmienne losowe Nj i Ny sa warunkowo (pod warunkiem © = 6)
niezalezne, tzn.

P(N1 =1,N; =10 =0) = P(N; =1|© = 0)P(Ny, = 1|0 = 0).
Parametr ryzyka © ma rozklad o gestosci

([ 60(1—0) dla 0e(0,1)
fol0) = { 0 dla 0¢(0.1)
Oblicz Cov(Ny, Na).

Rozwiagzanie: Mamy
Cov(N1,N2) = E[Cov(Ni,N3) | O]+ Cov[E[N;y | O], E[Ny | O]] .

Poniewaz N i Ny sg warunkowo (pod warunkiem © = ) niezalezne,
wiec Cov[(N1, Na) | © = 0] = 0 dla kazdego 6 i stad pierwsze wyrazenie
znika. Teraz

Cov[E[N1 | ©], E[N | ©]] E[E[N, [ ©], E[N> | ©]] - E[E[N: | ©]] x E[E[Na | ©]]

E[©%] - E[N]E[Ny] .

Poniewaz
El0?Y] = /1603(1—0)d0
= 3?10
i
E[Ni] = E[E[N:|6]]
_ /1692(1—6)0[6
- 1;2
dostajemy

Cov(Ny, No) =3/10 — 1/4 =1/20 .

15



28.

29.

W kolejnych okresach czasu ubezpieczony charakteryzujacy sie war-
toscia 0 parametru ryzyka © € (0,00) generuje szkody w ilosci NN,
7 =1,2,3. Wiemy, ze

n

P(N; =n|© =0) = exp(—@)%7 n=0,1,2,..

oraz zmienne losowe N; sa warunkowo (pod warunkiem © = ) nie-
zalezne. Parametr ryzyka © ma rozklad dwupunktowy P(© = 1) =
0.5 = P(O© = 2). Jezeli N1 + Ny = 2, oblicz P(N3 = 0).

Rozwiazanie: Trzeba obliczy¢

P(N3:0,N1—|—N2:2)
P(N1+N2=2)

P(N3=0| Ny + Ny =2) =

Obliczamy mianownik. Poniewaz Ny i Ny sa warunkowo niezalezne,
wiec pod warunkiem © = 6, N1 + N ma rozklad Poissona z parame-
trem 26.

P(Ny + Ny = 2| 0) = 26% exp(—26)

i stad
1 1
= exp(—2)+4exp(—4).
Obliczamy licznik
P(N3:0,N1+N2:2)

1 1

= §P(N3:O,N1+N2:2’@:1)+5P(N3:0,N1+N2:2‘@:2)
1

= 5[P(Ng,:oy@:1)P(N1+1\72=2|@:1)

+P(N3=0]© =2)P(N1 + Np =2 | 6 = 2)]

1
= 5 {2 exp(—1) exp(—2) + 8 exp(—2) exp(—4)} .
Zalézmy, ze w roku 0 i 1 liczby szkéd Ny i N1 na pojedyncze ryzyko
w latach 0 i 1 sg niezalezne i maja warunkowy rozktad Poissona

k

P(N; = k|©; =0) = %exp(—&), i=1,2

gdzie ©; ~ Gamma(a, 3) sa niezalezne. Oblicz E[(N7 — Np)?].
B ).

Rozwigzanie: llo$¢ szk6d ma tutaj bezwarunkowy rozklad Bin™ (a, e
Ze wzgledu na niezalezno$é¢ dostajemy
1+6 1

ZR

E[(Ny — No)?] = Var[No] + Var[N1] + 2(E(Ny))? = 2a(
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30. Laczna warto$é¢ szkéd S ma ztozony rozktad Poissona z oczekiwana
ilodcia szkoéd réwng E[N] = 4 oraz z rozkladem wartosci pojedynczej
szkody Y danym gestoscia:

_f 3/8, dla ye(0,2),
fy(y)—{ 1/24, dla y e (2,5)

oraz masa prawdopodobienstwa réwna 0.125 w punkcie y = 5. Wylicz
wariancje zmiennej S.

Rozwiazanie:
2 3 51
E[Y;] =/ fydy+/ —ydy +5-0.125 = 1.8125,
0o 8 9 24

23 51
E[Y?] = /O ngdy +/2 ﬂgﬂdy +25.0.125 = 5.75,

VarlY] = 2, 4649.
Stad
Var[S] =4-2.4649 + 4 - 3.2851 = 23.

31. Laczna wartosé szkdd S ma zlozony rozktad Poissona. Wartos¢ szkody
Y jest zawsze liczba naturalna, a jej rozklad jest postaci:

i 1 [ 2] 3] 4] 5 |iz6
P(Y =4) | 0.30 | 0.20 | 0.15 | 0.05 | 0.05 | 0.25

O rozkladzie prawdopodobienstwa wartosci zagregowanych szkéd fs(y)
wiemy, ze w przyblizeniu f(0) = 0, 05(doktadniej 0.04978706837). Wy-
licz przyblizone prawdopodobienstwo, iz zagregowana wartos¢ szkod
przekroczy 2, tj. P(S > 2).

Rozwiazanie: Wiemy, ze S ma zlozony rozklad Poissona, czyli

0

A
F(0) = P(S =0) = 5y - ™" = 0.04978706837

P(S > 2)=1-P(S<2)=1-[P(S=0)+P(S=1)+P(S=2)] =

3e73 9e~3 3e~3
- 1- (0.05 1032 103275 0.2 )

1 2 1
~ 1—(0.05+ 0.045 + 0.02025 + 0.03) = 0.855.
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32. Laczna wartosé szkod S wyraza sie wzorem: S = Y + ... + Yy,
gdzie wartosci poszczegélnych szkdéd sa zmiennymi iid, niezaleznymi
od zmiennej N (liczby szkéd). Kazda ze zmiennych Y; ma rozklad wy-
ktadniczy o wartosci oczekiwanej 2, zas N ma rozklad geometryczny
(k=0,1,...) z paramertem p = 0.5. Wylicz P(S < 41n5).

Rozwiazanie:

Zlozony rozklad geometryczny rozktadéw wyktadniczych jest mieszanka
atomu w zerze i rozkladu wykladniczego z parametrem A, tzn.

oo
Fs(z) = P(Xi+Xo+...+Xny<z)=) P(X1+Xo+...+ Xy <z|N

n=0

[e.9]
= Y P(X1+Xy+...+ X, <2)P(N =n)

n=0

= P(N=0)+> P(Xi+Xs+...+ X, <z)P(N =n)
n=1

o0 T )\TL
= p’I(O,oo)(x)+Z/ (n_1)|
n=17">° :

v S )\n —Au, N n
= p-I(Opo)(x)—{—/ > (n—l)'e Mg du
T~ n=1 ’

e—Auundupqn

An—l
1yqn—1un—1du

= p-Ioo)(z) + / pgue >
oo = (n

= p- o) () + / parue” e " du

), ptg=1.

— b Ipe(@) +a- (-
Stad

P(S < 4In5) = Fg(4In5) = 0.540.5-(1—e~2"5) = 1-0.5:(5) 2 = 0.9.

33. Znajdz P(S = 3), gdzie S ma zlozony rozklad Poissona o parametrze
czestotliwosci A = 2 i gdzie rozktad wartosci pojedynczej szkody dany
jest funkcja prawdopodobienstwa fy (y)

Y 1 2 3 4
fy(y) | 05]02]02]01

Rozwiazanie:

Poniewaz P(S = 3) = P(XN, X; = 3), gdzie P(N = k) = 2 .
e? k=0,1,.... wiec

18



34.

35.

P(S = 3)=P(N=1,X,=3) + P(N=2,X, =1, X, =2) +
+P(N 2,X1:2,X2:1)—|-P(N:3,X1:1,X2:1,X3:1):
29
3 _

4 8
= 2~e*2-0,2+2-ie*2-0,5-0,2+6e*2-(0,5) f%eﬁ.

Niech S=Y1+...4+ Yy, N = My + ...+ Mg oraz wszystkie zmienne
Y1,Yo,..., M1, Ms,... oraz K sa nawzajem niezalezne. Jedli teraz
My, Ma, ... maja identyczny rozklad Poissona z parametrem czestotliwosci

0.5, zmienna K ma takze rozktad Poissona z parametrem czestotliwosci
0.3, a zmienna Y ma warto$é oczekiwang p; i wariancje pa —p?. Wylicz
wariancje zmiennej S.

Rozwiazanie:

Mamy wigc: E[N] = E[M] - E[K] oraz Var[N] = Var[M] - E[K] +
Var[K] - (E[M])?. Podstawiajac dane z zadania uzyskamy:

E[N]=0.5-0.3 = 0.15,

Var[N]=0.5-0.340.3-(0.5)% = 0.225.
A wiec

Var[S] = (pa—p?)-0.1540.225-p7 = 0.15p2+0.075p% = 0.15(p2+0.5p7).

Faczna wartosé szkdd S ma ztozony rozktad Poissona z czestotliwoscia
A = 4 i rozktadem wartosci pojedynczej szkody Y danym wzorem:
P(Y =i)=(3)dlai=1,23,.... Wylicz E[max(0, S — 3)].

Rozwiazanie:
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Elmax(0,5 —3)] = E[max(0,5 —3) - I3 5)(S)] + E[max(0,S — 3) - I} 3(S)] =

= B[(S—3) I3u)(9)] =D (k=3)P(S=k) =

k=3
E[S—3] - i(k —3)P(S=k)=
k=0

— B[S]-3+3P(S=0)+2P(S=1)+P(S=2) =
= BIS]-3+3P(N=0)+2P(N=1,Y =1)+
4 P(N=1,Y=2)+P(N=2Y =1) =
= 4-E[Y]-3+3c +det et 20t =

00 1 k
4-Zk() —34+10e* =8 —-3+10e " =5+10e "
k=1 2

36. Niech S =Y; +Ys + ...+ Yy. Wiemy, ze

e Y1,Y5, ..., Y, maja rozklad wykladniczy ze $rednig 1/,

e N ma rozktad Poissona ze Srednia 1,

e Mg(1) =3.

Wrylicz 3.
Rozwiazanie:
Mamy

Ms(t) = My (H)-1)
’ 8

My (t) = ——
a zatem 5 ,
Mg (t) = elFTY = o

Wiemy, ze

Ms(1) = 7T =3,
czyli

1
=14+-—=1091.
p +1n3 )

37. Ilos¢ szkdéd N ma rozktad dany rekurencyjnie:



38.

P(N =k) 2 4
— =4+ — k=23, .
P(N=k-1) 3+3~k’ T
Wrylicz stosunek wariancji do wartosci oczekiwanej zmiennej N.
Rozwiazanie:

Niech Py(s) = E[s"] = 322, s P(N = k) oznacza funkcje tworzaca
zmiennej N.

P(N:k:):%P(N:k—l)JriP(N:k—l),

3k
iskP(N:k‘) = gio:ssk_lp(]\fzk‘—1)—|—é§):§P(N:k—l)
k=1 3 k=1 3 1 k ’
1 2 4
Py(s) — o = —sP “lp
N () T 33 N(s) + 3/ N (s)ds,
/ 2 , 4
Pl(s) = 21Px(s) + sP(5)] + 3 Pa(5)

stad

E[N] =6.
Poniewaz Var[N] = P(1) + Py(1) — (P4 (1))?, wigc liczac druga
pochodna znajdziemy drugi moment N i wariancje,

2
Pi(s) = S Pls) + 25 Pi(s),

Zatem
Py(1) = 48, Var[N] = 18.
Var[N] 18
E[N] 6

3.

Laczna warto$¢ szkéd z polisy wynosi S = Y1 + ... + Yy, (zero, je-
§li N = 0). S ma zlozony rozklad Poissona z wartoscia oczekiwanag
zmiennej N réwna: E[N] = In(1+ %) za$ Y ma rozklad logarytmiczny:

1 ck

_— . k=1,2,...
“In(l—c¢ &k’ 'S

ge =P =k) =

z parametrem ¢ = 0.25. Znajdz taka liczbe k, ze: P(S > k) < ﬁ <
P(S>k)

Rozwiazanie:
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39.

P(S > k) < 0.001 < P(S > k) jest réwnowazne wyrazeniu P(S
k) < 0.999 < P(S < k). Szukamy wiec takiego k, dla ktérego P(S
0)+ P(S=1)+...+ P(S = k—1) < 0.999 i P(S=0)+ P(S
D4+ P(S=k—1)+P(S = k) > 0.999. Mamy P(S = 0) =
P(N=0)=e "G =3,

Poniewaz zmienna N ma rozklad Poissona, mozemy zastosowaé algo-
rytm Panjera. Wiemy, ze w algorytmie Panjera a = 0 oraz b = \. W
naszym przypadku parametry te beda wynosi¢ a = 01 b = In(4/3).
Postuzymy sie tym algorytmem, aby wyliczy¢ kolejne prawdopodo-
bienstwa:

I A

41 13 3
2 .

i 4 141 13 4 1 13

=2 =N Zn(2)-g- —9-i) = —In(= Sl P — 2 _

P =2 ;2ID<3)9ZP(S 2-4) 2n(3)1n(§)416+n(s)ln(g)sm

3 .
i 4 113 213 1.1.3
( ) =2 3(3)-0-P( D=37a326t3@ 1" ns

113 11,8 1153 11

Stad P(S = 0)+P(S=1)+P(S=2)+P(S=3) =3+ 3+ 2+ 3 =
255 = 0.99609 < 0.999,

P(S=0)+...4+P(S=4) =22 4 2. =0.99901 > 0.999. Zatem
P(S > 4) <0.0001 < P(S > 4).

W modelu tacznego ryzyka rozktad ilosci szkéd N jest rozkltadem geo-
metrycznym (dlan = 0,1,...), a rozklad wartosci pojedynczej szkody
Y okreslony jest na zbiorze {1,2,3,...}. Znamy czeSciowo rozklad
tacznej wartosci szkod S:

k 01 2 3 4 )
— 3 3 3 3 1503 9003
P(S=k) | 3|4 | 500 | 00 | 0000 | 7000000

Wylicz P(Y = 5).
Rozwiazanie:

Zmienna N ma rozklad geometryczny (czyli p, = pg"”, n=0,1,...)
7 parametrem q = %, poniewaz

4 .
7 4 3
(§=4) .24 n(z)gi-P(S V=712 1V a1 1611% 17 1000

3



40.

Mamy

pg" T = (a+

n

b
+ ?
Zatem parametry a i b wynosza: a =¢q, b=0.
Zastosujemy algorytm Panjera:

P(S =k P(S =k —1).
( 1_qg qu )

Dla g = i oraz go = 0 dostajemy

1 3
PS=1)= P =1) P(S=0)= ..
Stad P(Y =1) = 2
P(S = 2= P(Y=1)-P(S=1)+ - P(¥ =2) - P(5 =0) =
1 2 3 1 3
a5ty
_ 3
400

Zatem P(Y = 2) = 0. Identycznie

3
P = = —
(§=3) 4000’
co daje P(Y =3) =0.
Dalej
4503
P(S =4) = 22
(5=4) 40000

Uzyskujemy P(Y =4) = %
Z otrzymanych wartosci dostajemy P(Y = 5) = 0, poniewaz

PY =1)+P(Y =4) =1.

Liczba szkdd zaistnialych w czasie ¢ jest procesem stochastycznym
(N(t),t > 0). Przyjmijmy, ze czas t = 0 odpowiada dacie 1 stycznia
1999 roku, a jednostka czasu jest 1 miesiac, przy czym dla uprosz-
czenia przyjmujemy, ze kazdy miesiac ma 30 dni. Czasy oczekiwania
pomiedzy nastepujacymi po sobie szkodami, sa niezaleznymi zmien-
nymi losowymi o jednakowym rozkladzie prawdopodobienstwa i dys-
trybuancie F(t) = 1—e~ 1'%, Znajdz prawdopodobienstwo, ze doktadnie
5 szkéd wystapi pomiedzy 1 kwietnia 1999 a 15 kwietnia 1999.
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41.

Rozwiazanie:

Niech X oznacza czas oczekiwania pomiedzy nastepujacymi po sobie
szkodami. Wtedy X ~ F(z) = 1 — e 1% i (N(t),t > 0) bedzie

procesem Poissona, z parametrem A = 10:

(At)°
0!

P(N(t) =0) = e M= P(X) >t)=e 10

Proces Poissona jest procesem stacjonarnym, tzn. liczba szkdéd w do-
wolnym przedziale nie zalezy od jego potozenia, a jedynie od jego dtu-
godci. Zachodzi wiec réwnosé co do rozktadu:

(N(t2 + ) — N(t1 + ) £ (N(t2) — N(t1)).

Nalezy wiec znalez¢ prawdopodobienistwo, ze doktadnie 5 szkdd wystapi
pomiedzy t =0 a t = %

(10-1/2)°

= L1012 18,

P(N(1/2) =5) =

Liczba szkéd generowanych przez pewna grupe ryzyk w ciagu miesiaca
ma rozktad Poissona z wartoscia oczekiwang 33.33. Wysoko$¢ pojedyn-
czej szkody ma rozkiad prawdopodobienstwa o wartoéci oczekiwanej 8
i odchyleniu standardowym 6. Niech S19 oznacza taczna wartosé szkod
w ciagu roku.

Niech ¢ bedzie liczba taka, ze P(S12 > ¢) = 0.95. Stosujac aproksy-
magcje normalna, wylicz q.

Rozwiazanie:

Zastosujemy aproksymacje normalna:
P(S12 > q) =0.95,

Czyli 1-— P(Slg < q) = 0.95.

1—P (S” — ElSi] q_E[S”]> — 0.95.

\/V(LT[512] h \/VC”"[SH]

Z CTG

q — E[S12]
1-—P(S12<q) = ——= | =0.95,
( 12 Q) < VaT[Slg]

gdzie ®(z) jest dystrybuanta rozkladu normalnego standardowego w
punkcie z. Z tablic rozkladu normalnego otrzymujemy
q — E[S12]

= 1.645.
Va’l”[Slg]
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42.

Stad ¢ = /Var[S12] - 1.645 + E[S12]. Aby znalezé g nalezy zatem obli-
czy¢ E[S12] oraz Var[S12]. W zadaniu dane sa: E[N]| = 33.33, E[Y] =
8, Var[Y] = 36, gdzie Y jest wielkoscia pojedynczej szkody. E[S12] =

12-E[N]-E[Y] = 3199.68, Var[S12] = 12:{Var[Y] - E[N] + (E[Y])? - Var[N]} =

39996.
Podstawiajac obliczone wartosci uzyskujemy g = /39996 - 1.645 +
3199.68 = 3529.

Y.aczna wartos¢ szkéd S w portfelu ryzyk jest suma tacznej wartosci
szk6éd S1 w podportfelu 1 1 tacznej wartosci szkéd Sy w podportfelu 2.
S1 1 .52 sa niezaleznymi zmiennymi losowymi. W tabeli podane sa ich
wartosci oczekiwane, wariancje i skosnosci:

E[S)] | E[(Si — E[Si])?] | E(S: — E[Si])”]
S 200 500 4000
So 150 350 2800

Rozwazmy dwie alternatywne metody aproksymacji rozktadu zmiennej

S

e metoda 1: aproksymujemy rozklad zmiennej S za pomoca roz-
kladu przesunietego Gamma(c, «, 3) (gdzie ¢ jest parametrem
przesunigcia);

e metoda 2: aproksymujemy osobno rozklad zmiennej S; za po-
moca rozkladu przesunietego Gamma(ci, aq, $1) i rozklad zmien-
nej Sy za pomoca rozkladu przesunigtego Gamma(ca, ag, F2), a
nastepnie splot otrzymanych rozktadéw traktujemy jako aprok-
symacje rozktadu zmiennej S.
Wylicz réznice: ¢ — (c1 + ¢2).

Rozwiazanie:

E[S] = E[S1] + E[S2] = 200 + 150 = 350,
Var[S] = Var[S1] + Var[Sz] = 500 + 350 = 850,
E[(S—E[S])3] = E[(S1—E[S))%]+E|[(S2—E[Ss])?] = 400042800 = 6800.

Ze wzoru na parametr przesuniecia w aproksymacji gamma obliczamy
coraz cj i co:

(Var[S])? 8502

=F[S] -2 = =350 -2 —— =350 —212.5 = 137.
c=E[9] EI(S — BIS) 350 o300 = 30 5= 137.5,
(Var[S:])? 5002
= E[S] -2 =200—-2-—— =200 125 =
1 [S1] E((S: — B[S/ 00 1000 — 200 — 125 =75,
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44.

45.

(Var[So])? 3502
(5o — 1S~ 202 2800

Réznica ¢ — (¢1 + ¢2) wynosi wige 137.5 — (75 + 62.5) = 0.

= 150 —87.5 = 62.5.

Co :E[SQ]—ZE

Portfel ryzyk sktada sie¢ z dwéch niezaleznych podportfeli. Wyznaczono
charakterystyki rozktadu tacznej wartosci szkdd z tych podportfeli:

wartos¢ oczekiwana | wariancja | skosnosé
podportfel 1 5 9 54
podportfel 2 15 16 16

Rozklad tacznej wartosci szkéd z catego portfela aproksymujemy prze-
sunietym rozkladem Gamma (xg, o, 3) zachowujacym wartosé pierw-
szych trzech momentow zmiennej aproksymowanej. Wylicz parametry

(:UOa «, ﬂ)

Rozwiazanie:
Niech X bedzie taczna wartoscia szkdd z podportfela 1, Y taczna
wartoscia szkéd z podportfela 2, a S taczna wartoscia szkéd z catego
portfela. Wtedy

E[S] = E[X] + E[Y] = 20,

Var[S] = Var[X] 4+ Var[Y] = 25,
E[(S — ES)®] = E[(X — EX)*] + E[(Y — EY)?] = 70.

Korzystajac ze wzoréw na aproksymacje gamma

A 253 625
o= § — e —
702 49’
25 5
=92. - =_
B 70 7
252 125 15
=20—-—=20— — = —.
0 70 7 7

Dla dyskretnego procesu nadwyzki R, = u+-n—=S,, S, =Y., Wi,
n=0,1,2,... wiemy, ze A, = R, — R,_1, moze przyjmowa¢ wartosci
-1, 0, 1 oraz E[A,] = 0.4, Var[A,] = 0.44 Wyznacz wspdlczynnik
dopasowania R (R > 0 : e~ . My, (R) = 1). Podaj najblizsza wartos¢.

Rozwiazanie:

A, = Ry,—Rp—1 = ut+n—S,—u—(n—1)+S,—1 = 1—(S,—Sn—1) = 1-W,,
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Ma, (R) = My_w, (R) = B[] = eRE[e™"R] = Ry, (~R),

czyli e My, (R) = Ma, (—R).
Otrzymalismy wiec réwnanie

Wiemy, ze:

Var[An] = E[A2]—(E[Ay))? = P(A, = —1)+P(A, = 1)—(0.4) = 0.44.

Z tych réownan dostajemy: P(A, = —1) = 0.1, P(A, = 0) = 0.4,
P(A, =1)=0.5. Wigc

Ele ] =0.1-¢®+05- ¢ F404=1,

e+ 5% =6,

a stad eff = 1 lub e = 5. Dostajemy wiec

R=1Inb5=1,61.

Rozwazmy proces nadwyzki ubezpiczyciela z kontrola wyplacalnosci
raz do roku R, =u+c-n — S,, gdzie:

Sp = >.ieq Wi, W; to zmienne losowe o rozkladzie Gamma o warto-
Sci oczekiwanej réwnej 3 i wariancji rownej takze 3. Roczna sktadka
wynosi ¢ = In64. Wylicz przyblizony wspélczynnik dopasowania (ad-
Justment coefficient) R dla tego procesu.

Rozwiazanie:

W; ~ I'(«, B) oraz E[W;] = 31 Var[W;] = 3, czyli W; ma rozktad
Gamma z parametrami (3,1).

) =(5%) =

Ze wzoru na wspolczynnik dopasowania
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48.

Réwnowaznie 1

=
(1—7r)%-64" = 1.

In( —rlne=0,

Ro6wnosé jest spetniona dla R = 0.5.

Model dyskretny rezerwy. Ubezpieczyciel otrzymuje corocznie sktadke
¢ = 2 i wyplaca odszkodowania za rok i-ty w wysokosci W;. W; sa
niezalezne i maja jednakowy rozklad: P(W; = 1) = g oraz P(W; =
4) = % Wylicz wspotezynnik dopasowania R.

Rozwiazanie:

W dyskretnym modelu czasowym R jest rozwiazaniem réwnania
el My (R) = 1.

W naszym zadaniu ¢ = 2, a My (R) = E[ef"] = S + LetR. Podsta-
wiajac do réwnania otrzymujemy

6 1

—2R R 4R
(zeft4 = =1
e (76 76 ) ,

czyli 6e 8 + 2B = 7. Niech R = In2.

e M2 f 22 —6.054+4="7.

Klasyczny proces nadwyzki ubezpieczyciela R(t) = u + ct — >V y;
charakteryzuja parametry:

e )\ - czestotliwo$é (roczna) Poissonowskiego procesu pojawiania sig
szkod N(t),

e u - nadwyzka poczatkowa,

e rozklad zmiennej Y - wartosci pojedynczej szkody,

e 0 - stosunkowy narzut na skltadke netto, c = (1 + 6)AEY.
Zalézmy, iz P(Y = M) = 1, gdzie M jest dodatnie. Zal6zmy takze, iz
u =10 - M. Przyjmijmy wreszcie, iz nasz cel to skalkulowanie sktadki
tak, aby zachodzil warunek bezpieczenstwa: e %% = 0.1, gdzie R jest
wsp6lezynnikiem dopasowania (tzn. R : 1+ (1+60)E[Y]-R = My (R)).
Wylicz warto$é 6:

Rozwiazanie:

e v =01,
e HIOM — o1,
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—~10- R- M =1n(0.1),
M - R = In(0.17Y/1%) = In(10°1).

Aby znalezé¢ 6 skorzystamy z réownania 1+ (1 + 0)E[Y] - r = My (r).
Poniewaz E[Y] = M, My (r) = e™ wiec

1+ (1+6) - M-R=eM
1+ (1+6) - In(10%1) = 0™ = 100,
Otrzymalismy

10 - (1091 — 1)

0 =
In10

— 1.

Model ciagly. Proces nadwyzki ubezpieczyciela jest ztozonym proce-
sem Poissona. Rozklad pojednyczej szkody Y; jest rozktadem wyktad-
niczym z wartoscia oczekiwang réowna 0.5, tj. ¥ ~ Ezp(2). Wspdl-
czynnik dopasowania modelu ciggtego wynosi R = 1, ¢ = 1. Aby
prawdopodobienstwo ruiny wynosito 0.1, ile nadwyzka poczatkowa u
musi by¢ réwna?

Rozwiazanie:
Wiemy, ze c =1,

My (R) =cR/A+1, c=(1+0)\EY,

1+ (1+0)E[Y]R - My(R) =0,

oraz IB
2
My(R) = - — 2 _»o
v (R) G-R_2-1

Znajdujemy wspolczynnik bezpieczenstwa 6:

1+ (1+6)0.5-2=0,

czyli
0=1.

Podstawiajac otrzymane wartosci do wzoru na prawdopodobienstwo
ruiny w modelu ciagglym ze szkodami wykltadniczymi otrzymujemy

1
e 205 =0.1.
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o1.

Model ciggly. Prawdopodobienstwo ruiny z nadwyzka poczatkowa u =
14 wynosi 26*16. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa indywidual-
nych szkod Y; jest wykladnicza

e, y>0.

Wylicz wspolczynnik bezpieczenstwa 6 i wspdtczynnik dopasowania
R.
Rozwiazanie:

Poniewaz

wiec dla v = 14 mamy

\11(14):§e*16: L o—ipuas

7 1+0
Stad
——14-4=16
146 ’
2
0=—.
5
Teraz szukamy R takiego, ze
7 1 4
1+ 5 ZR IR 0,
wiec
8
R=-.
7

Model ciagly. Niech R(t) bedzie procesem nadwyzki ubezpieczyciela
gdzie:

e S(t) jest ztozonym procesem Poissona z parametrem czestotliwosci
A,

e warto$é¢ pojedynczej szkody Y ma rozklad wykladniczy Exp(3),

e sktadka ¢ zawiera wspélczynnik bezpieczenstwa 6 = 0.2 |, co za-

pewnia, iz prawdopodobienstwo ruiny: ¥(u) = %.

Udziatowcy zwiekszyli nadwyzke poczatkowa dwukrotnie - do wyso-
kosci 2 - u. Zakladajac, iz wszystkie pozostate parametry procesu nie
ulegly zmianie, wylicz prawdopodobienstwo ruiny.

Rozwiazanie:
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Prawdopodobienstwo ruiny ma postac:

1 08
U(u) = “Tie Y,
(W) = 1-45¢
U nas 6 = 0.2 oraz ¥(u) = 0.1.
1 4
0.1 = ﬁe_%.ﬁu7
0.12 = e~6P,
Stad
1
u=—-12.72.
B
Niech ¢t = 2u,
(t) = %6_%' 21272 5 L g g0,

Niech R(t) bedzie procesem nadwyzki ubezpieczyciela, N (t) procesem
Poissona z parametrem intensywnosci A oraz niech Y; ma rozktad wy-
ktadniczy z wartoscia oczekiwana p. Rozwazmy prawdopodobienstwa
ruiny dla trzech nastepujacych zestawéw parametrow procesu:

e U, dla procesu o parametrach: uy =10, ¢c1 =2, py1 =1, \; =1
e U5 dla procesu o parametrach: us = 20, co = 8, pg = 2, Ao = 2,
e U3 dla procesu o parametrach: uz = 10, c3 =4, uz3 =2, A3 = 1.
Pokaz, ze V1 = ¥y < W3,
Rozwiazanie:

Dla ztozonego rozktadu Poissona o wyktadniczym rozktadzie pojedyn-
czych szkéd prawdopodobienstwo ruiny ma postac:

U(w) ~ o
u) = [ I3 s
1+6

gdzie 0 = )\—Cu — 1. Dla okredlonych parametréw procesu pierwszego

_ _ 2 —
01—)\‘13/21 -l=5-1=1

1

Uy wynosi wiec: Uy (up) = l—}rle a+01.10 = %6_5, w procesie drugim:

_ _ 8 _
02_)\5/212_1_ﬁ_1_1'

N

Wobec tego Us réwna sie: Wo(ug) = ?116 a+n2 . 20 = %6*5. Dla
parametréw procesu trzeciego otrzymamy: 03 = )\EZ - —1= % —-1=

5

B
U3 jest réwne: WUg(uz) = ﬁlle +n2 .10 = 5672.
Otrzymalismy wiec zaleznoéci:

Uy = Uy < Us.
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53. Model ciggly. Proces nadwyzki ubezpieczyciela jest postaci
R(t) = 250t — S(t),

gdzie S ma zlozony rozktad Poissona z parametrem A = 100, a rozktad
pojedynczej szkody Y zadany jest gestoscia:

2
fY(y> = ;7 dla Yy > L.

Wylicz prawdopodobienistwo ruiny.
Rozwiazanie:

Poniewaz nadwyzka poczatkowa w = 0, prawdopodobienstwo ruiny
wynosi

Mozemy znalezé szukane 6 ze wzoru
c=(1+0)\E[Y].

Dla zadanej gestosci pojedynczej szkody Y

o2 2
EY:/ —dy = ——[|2, = 2.
[Y] L VW y!y_l
Zatem
250 = (14 6)100 - 2,
5
14+60=-.
+ 4
Stad A
U(0) = —.
0)=:
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