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RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA A, LISTA ZADAN 11.

1. Niech (X,Y’) maja laczna gestos¢ f(z,y) = c(z + y)L0,1)x(0,1)(Z, ¥)-
Wylicz ¢ oraz P(X < 1/2).

2. Niech (X,Y’) maja laczna gestos¢ f(z,y) = 1L01)x(0,1)(2,y). Wylicz
P(XY < 2).

3. Jedli (X,Y) maja taczna gestosé f(xy)(z,y) oraz gestosci brzegowe

fxla) = [ S @)y

fr(y) = /_O:O fxy) (@, y)dz,

to

f(z.y)
fx(@|Y =y) =
(@ ) fr ()
dla kazdego ustalonego y € R okresla gesto$é na R ( nazywamy ja
gestoscia warunkowa X pod warunkiem Y = y). Policz ta gestosé,
gdy X = gamma(n,\), Y = X + Z, gdzie Z jest niezalezna od X i
Z = gamma(m, \).

4. Niech (X,Y) maja laczna gestod¢ f(x,y) = (x+2y*)L1)x(0,1)- Wylicz
gestosci brzegowe X i Y.

5. Niech (X,Y, Z) bedzie losowym punktem w kuli jednostkowej, tzn.
flz,y,2) = (3/47T)I{x2+y2+z2§1}(x7 Y, 2).
Znajdz gestos$é brzegowa (X,Y).

6. Niech (X,Y) maja laczna gestosé f(z,y) = 6:Uy21(071)x(071)(x,y). Wy-
licz P(X +Y <1).

7. W pewnej loterii wybiera sie losowo liczbe catkowita miedzy 0 i 999.
Gramy w tej loterii 250 razy. Uzyj przyblizenia Poissona do przyblize-
nia prawdopodobienstwa, ze ani razu nie wygramy i poréwnaj wynik
z dokladna odpowiedzia.
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. Firma ubezpieczeniowa ubezpiecza 3000 oséb, z ktorych kazda ma

1/1000 szanse wypadku w danym roku. Uzyj przyblizenia Poissona
do oszacowania prawdopodobienstwa, ze beda co najwyzej 2 wypadki.

. Rzucamy moneta symetryczng 900 razy, oznaczajac wynik w i-tym

rzucie X;, gdzie X; € {0,1}. Uzyj CTG do przyblizenia prawdopodo-
bienstwa, ze uzyskamy conajmniej 465 ortéw. Poréwnaj z P(Xq+---+
Xogoo > 464.5) oraz z wynikiem dokltadnym.

Zatézmy, ze iloéé¢ klientéw przychodzacych do punktu obstugi w ciagu
jednej godziny jest zmienna losowa o rozkladzie Poissona i wynosi
srednio 225. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze zglosi sie w ciagu 1
godziny mniej niz 200 klientéw? (Uzyj CTG).

Gramy w ruletke stawiajac 1 za kazdym razem na czarne. Wygrywamy
w i-tej grze 1 z prawdopodobienstwem 18/38, przegrywamy 1 z praw-
dopodobienstwem 20/38. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze saldo gry
bedzie dodatnie po 81 grach? (Uzyj CTG).

(Calkowanie metoda Monte Carlo) Niech r bedzie taka, ze fol | r(z) |
dx < oo. Jesli Uy, Us, - - sa iid o rozkladzie jednostajnym na [0, 1] to
pokaz, ze (r(Uy) +---+7(Un))/n —E_ o i r(z)dz, (zbieinos¢ wedtug
prawdopodobienstwa).

Zdefiniujmy na podzbiorach Q@ = {0,1,2}", n € N} miare poprzez
zadanie wartosci na jednoelementowych podzbiorach

P({w}) = PwiPwiwoPwr,wz ** " Pwn_1,wn>

gdzie w = (w1,...,wyn), w; € {0,1,2}, oraz p;,p;j, i,5 € {0,1,2} sa
liczbami z odcinka [0, 1], takimi, ze >=;p;; = 1, dla kazdego i oraz
> ;pi = 1. Sprawdz, ze P jest miara probabilistyczna. Kiedy tak opi-
sana przestrzen sprowadza sie do schematu Bernoulliego?

Na przestrzeni z poprzedniego zadania definiujemy zmienne losowe
Xi(w) = w;. Wylicz prawdopodobienstwa P(X; = 0), P(X; = 1),
P(Xy = 0), P(Xs = 1), P(Xs = 1]X; = 0), P(X5 = 0]X; = 0),
P(Xyo =1X; =1), PXa =01X; =1), P(X3 = 1|X2 = 1,X; =
1), P(Xs = 1|1Xy = 1), P(X, = 0/X,,-1 = 1), P(X,, = 1|X,-1 =
0,Xp2=1,...,X1 =0).

Zbuduj analogicznie przestrzen, gdy Q = {0,1,...,m}". Sprawdz, czy
P(Xn = j|Xn—1 =4, Xp2=1,...,X1 = 0) = P(Xn = j‘Xn—l = @)7
dla i,j € Q. Wylicz P(X3 = j). Jak zapisa¢ wartosé¢ tego prawdopo-
dobiefistwa przy uzyciu macierzy P = [p; jl; jef0,1,....m}*
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(tw. o zbieznosci monotonicznej) Niech 0 < X7 < Xy < X3 < ...
bedzie (rosnacym) ciagiem nieujemnych zmiennych losowych, takich,
ze Xp(w) —nooo X(w) dla kazdego w € Q. Zalézmy, ze EX < oc.
Pokaz, ze wtedy F(X,) —n—co EX.

(tw. o zbieznoSci ograniczonej) Niech Xj, Xo, X3,... bedzie ciagiem
zmiennych losowych, takim, ze X, (w) —p—0o X(w) dla kazdego w €
Q. Pokaz, ze jesli istnieje zmienna losowa Y taka, ze FY < oo oraz
| X,| <Y dla kazdego n, to E(X,) —n—co EX.



