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RACHUNEK PRAWDOPODOBIEŃSTWA A, LISTA ZADAŃ 11.

1. Niech (X,Y ) maj ↪a ł ↪aczn ↪a g ↪estość f(x, y) = c(x + y)I(0,1)×(0,1)(x, y).
Wylicz c oraz P (X < 1/2).

2. Niech (X,Y ) maj ↪a ł ↪aczn ↪a g ↪estość f(x, y) = 1I(0,1)×(0,1)(x, y). Wylicz
P (XY < z).

3. Jeśli (X,Y ) maj ↪a ł ↪aczn ↪a g ↪estość f(X,Y )(x, y) oraz g ↪estości brzegowe

fX(x) =
∫ ∞
−∞

f(X,Y )(x, y)dy

i

fY (y) =
∫ ∞
−∞

f(X,Y )(x, y)dx,

to

fX(x|Y = y) =
f(x, y)
fY (y)

dla każdego ustalonego y ∈ R określa g ↪estość na R ( nazywamy j ↪a
g ↪estości ↪a warunkow ↪a X pod warunkiem Y = y). Policz t ↪a g ↪estość,
gdy X = gamma(n, λ), Y = X + Z, gdzie Z jest niezależna od X i
Z = gamma(m,λ).

4. Niech (X,Y ) maj ↪a ł ↪aczn ↪a g ↪estość f(x, y) = (x+2y3)I(0,1)×(0,1). Wylicz
g ↪estości brzegowe X i Y .

5. Niech (X,Y, Z) b ↪edzie losowym punktem w kuli jednostkowej, tzn.

f(x, y, z) = (3/4π)I{x2+y2+z2¬1}(x, y, z).

Znajdź g ↪estość brzegow ↪a (X,Y ).

6. Niech (X,Y ) maj ↪a ł ↪aczn ↪a g ↪estość f(x, y) = 6xy2I(0,1)×(0,1)(x, y). Wy-
licz P (X + Y < 1).

7. W pewnej loterii wybiera si ↪e losowo liczb ↪e całkowit ↪a mi ↪edzy 0 i 999.
Gramy w tej loterii 250 razy. Użyj przybliżenia Poissona do przybliże-
nia prawdopodobieństwa, że ani razu nie wygramy i porównaj wynik
z dokładn ↪a odpowiedzi ↪a.



8. Firma ubezpieczeniowa ubezpiecza 3000 osób, z których każda ma
1/1000 szans ↪e wypadku w danym roku. Użyj przybliżenia Poissona
do oszacowania prawdopodobieństwa, że b ↪ed ↪a co najwyżej 2 wypadki.

9. Rzucamy monetą symetryczną 900 razy, oznaczając wynik w i-tym
rzucie Xi, gdzie Xi ∈ {0, 1}. Użyj CTG do przybliżenia prawdopodo-
bieństwa, że uzyskamy conajmniej 465 orłów. Porównaj z P (X1+ · · ·+
X900 ­ 464.5) oraz z wynikiem dokładnym.

10. Załóżmy, że ilość klientów przychodzących do punktu obsługi w ciągu
jednej godziny jest zmienną losową o rozkładzie Poissona i wynosi
średnio 225. Jakie jest prawdopodobieństwo, że zgłosi się w ciągu 1
godziny mniej niż 200 klientów? (Użyj CTG).

11. Gramy w ruletkę stawiając 1 za każdym razem na czarne. Wygrywamy
w i-tej grze 1 z prawdopodobieństwem 18/38, przegrywamy 1 z praw-
dopodobieństwem 20/38. Jakie jest prawdopodobieństwo, że saldo gry
będzie dodatnie po 81 grach? (Użyj CTG).

12. (Całkowanie metod ↪a Monte Carlo) Niech r b ↪edzie taka, że
∫ 1
0 | r(x) |

dx < ∞. Jeśli U1, U2, · · · s ↪a iid o rozkładzie jednostajnym na [0, 1] to
pokaż, że (r(U1)+ · · ·+ r(Un))/n→Pn→∞

∫ 1
0 r(x)dx, (zbieżność według

prawdopodobieństwa).

13. Zdefiniujmy na podzbiorach Ω = {0, 1, 2}n, n ∈ N+ miarę poprzez
zadanie wartości na jednoelementowych podzbiorach

P ({ω}) = pω1pω1,ω2pω2,ω3 · · · pωn−1,ωn ,

gdzie ω = (ω1, . . . , ωn), ωi ∈ {0, 1, 2}, oraz pi,pi,j , i, j ∈ {0, 1, 2} są
liczbami z odcinka [0, 1], takimi, że

∑
j pi,j = 1, dla każdego i oraz∑

i pi = 1. Sprawdź, że P jest miarą probabilistyczną. Kiedy tak opi-
sana przestrzeń sprowadza się do schematu Bernoulliego?

14. Na przestrzeni z poprzedniego zadania definiujemy zmienne losowe
Xi(ω) = ωi. Wylicz prawdopodobieństwa P (X1 = 0), P (X1 = 1),
P (X2 = 0), P (X2 = 1), P (X2 = 1|X1 = 0), P (X2 = 0|X1 = 0),
P (X2 = 1|X1 = 1), P (X2 = 0|X1 = 1), P (X3 = 1|X2 = 1, X1 =
1), P (X3 = 1|X2 = 1), P (Xn = 0|Xn−1 = 1), P (Xn = 1|Xn−1 =
0, Xn−2 = 1, . . . , X1 = 0).

15. Zbuduj analogicznie przestrzeń, gdy Ω = {0, 1, . . . ,m}n. Sprawdź, czy
P (Xn = j|Xn−1 = i,Xn−2 = 1, . . . , X1 = 0) = P (Xn = j|Xn−1 = i),
dla i, j ∈ Ω. Wylicz P (X3 = j). Jak zapisać wartość tego prawdopo-
dobieństwa przy użyciu macierzy P = [pi,j ]i,j∈{0,1,...,m}?

NADOBOWIĄZKOWE po 6pkt



16. (tw. o zbieżności monotonicznej) Niech 0 ¬ X1 ¬ X2 ¬ X3 ¬ . . .
będzie (rosnącym) ciągiem nieujemnych zmiennych losowych, takich,
że Xn(ω) →n→∞ X(ω) dla każdego ω ∈ Ω. Załóżmy, że EX < ∞.
Pokaż, że wtedy E(Xn)→n→∞ EX.

17. (tw. o zbiezności ograniczonej) Niech X1, X2, X3, . . . będzie ciągiem
zmiennych losowych, takim, że Xn(ω) →n→∞ X(ω) dla każdego ω ∈
Ω. Pokaż, że jesli istnieje zmienna losowa Y taka, że EY < ∞ oraz
|Xn| ¬ Y dla każdego n, to E(Xn)→n→∞ EX.


