UNIWERSYTET WROCLAWSKI Instytut Matematyezny

Pl. Grunwaldzki 2/4

Prof. Ryszard Szekli 50-384 Wroclaw
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1. Niech E = {eg,e1,...,en} bedzie dowolnym zbiorem skonczonym. Zdefiniujmy na
podzbiorach €2 = E" funkcje P, poprzez zadanie wartosci na jednoelementowych
podzbiorach o elementach postaci w = (w1, ...,wy), w; € E,

P({w}) = PwiPuwy waPwr,ws ™" Pwn_1,wn»

gdzie dla p;j = pe, ¢; oraz p; = pe,, ktore sa liczbami z odcinka [0, 1], zachodzi

 py=1i=0,...,M,
j

Zpiz 1.
i

Sprawdz, ze P jest miara probabilistyczna na podzbiorach Q2. (Macierz P = [pj;]o<i j<m
nazywamy macierza prawdopodobienstw przejsé.)

2. Dla przestrzeni z poprzedniego zadania, niech X;(w) = w;, beda zmiennymi losowymi
o wartosciach w przestrzeni stanéw E. Sprawdz, ze

P(Xgy1 = €j| Xk =€) = pij,

dla kazdego k = 1,...,n—1, 4,5 € {0,..., M}. (Prawdopodobienstwo przejécia od
stanu e; do stanu e; dane jest przez p;;, tzn. przez elementy macierzy prawdopodo-
biehstw przej$é.)

3. Niech Sy =0, S, = Y1 +---+Y,, gdzie {Y;};>1 jest ciagiem niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowych rozktadach P(Y; = 1) = P(Y; = —1) = 1/2. Sprawdz, ze
S1,52,53,...,510 jest tancuchem Markowa na przestrzeni standéw

E={-10,-9,...,0,1,2,...,10}
i znajdz odpowiadajaca mu macierz prawdopodobienstw przejs¢ P.

4. Niech (Z,)n>1 bedzie ciggiem zmiennych losowych iid o wartosciach naturalnych.
Niech X,41 = max(0, X, — 1) + Zp11, n > 0, Xo = 0. Pokaz, ze ciag (X )n>0 jest
tancuchem Markowa. Czy mozna zinterpretowaé¢ X, jako ilos¢ aut do naprawy w
kolejnym dniu warsztacie naprawiajacym 1 auto dziennie?



5.

10.

11.

12.

13.

14.

Niech (Zy)n>1 bedzie ciagiem zmiennych losowych iid o warto$ciach naturalnych.
Niech Xy = S,
X :{Xn—Zn+1, 8<Xn<S
ntl S — Zpi1, X, <s,

dla s < S naturalnych liczb. Pokaz, ze (X, )n>0 jest tancuchem Markowa. Czy mozna
zinterpretowaé X, jako stan magazynu w n tym dniu?

. Niech (Z,)n>1 bedzie ciagiem zmiennych losowych iid o wartosciach naturalnych.

Niech X1 = f(Xn, Zn+1), gdzie funkcja f przyjmuje wartosci rzeczywiste. Jakie
ogélne zalozenia na funkcje f zaproponujesz, tak aby (X,),> byl lancuchem Mar-
kowa. Jakie zatozenia na Xg sa potrzebne w tym celu?

. Niech X,, oznacza stan pogody w n tym dniu, przy czym 1 = pogoda deszczowa, 2 =

pogoda stoneczna. Niech nasz model pogody bedzie tancuchem Markowa o macierzy

przejsé
0.6 0.4
P= l 0.2 0.8 1
Zal6zmy, ze o pierwszym dniu wiemy, ze P(X; = 1 = 0.3), P(X2 = 0.7). Policz

prawdopodobienstwa dni stonecznych w dniu 2 i 3.

. W modelu podgody z zadania poprzedniego wylicz rozklad = taki, ze m = nP.

. W modelu podgody z zadania poprzedniego wylicz lim,,_,~ P(X,, = 1).

Niech (X,,)n> bedzie tancuchem Markowa o macierzy przejsé

l1—a a
SN
gdzie a,b € [0, 1]. Wylicz rozklad 7 taki, ze 7 = 7 P.

Jedli (X, n > 1) jest lancuchem Markowa, pokaz, ze Y;, = Xoy, tez jest lancuchem
Markowa.

Jedli (Xp,n > 1) jest tancuchem Markowa, pokaz, ze Y, = (X, Xp+1) jest lancu-
chem Markowa. Jakie sa jego prawdopodobienstwa przej$é¢?

Jesdli (X, n > 1) jest tancuchem Markowa, pokaz, ze Y,, = | X,,| nie musi by¢ tahcu-
chem Markowa.

W modelu Ehrenfestéw dla M = 5 czastek (bariery odbijajace) rozwazamy tancuch
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0 macierzy przejsé

0 1 0 0 0
1 M—-1
u O T 0 0
— 2 M-2
P=10 & 0 e 0
M1 1
0 0 i i
| 0 O 0 .1 0 |
Wrylicz rozktad =7 taki, ze m = nP.
Niech .
00 35 35
RS
P2
3 330

Wrylicz rozktad 7 taki, ze # = mP. Przedstaw ewolucje tancucha o macierzy przejs¢
P jako proste btadzenie losowe po grafie.

NADOBOWIAZKOWE

(+7) W modelu Bernoulliego-Laplace’a dla M = 5 czastek (bariery odbijajace) roz-
wazamy tancuch o macierzy przejéé

0 1 0 0

() m (M) 0 0
e et o |

0 0 (M2 ryor ()2

00 0 1 0 |

gdzie r; sa wartoSciami prawdopodobienstw pozostania w stanie takimi, ze sumy w
wierszach sa réwne 1. Wylicz rozktad 7 taki, ze 7 = 7 P.

(+7) (proces urodzin i $mierci) Macierz przej$é jest rozmiaru (n + 1) x (n+ 1) dla
pi+q =1 pi,q € (Oal)a t=1,...,n—1.

0O 1 0 0 0
@1 0 pp O 0
P=10 ¢ 0 p 0
0 0o ... dn—1 0 Pn—1
L 0 0 O . 1 0 |
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Rozwiaz uktad réwnan m = wP. Czy rozwiazanie zmieni sie, gdy na przekatnej
macierzy P zanajda sie dodatnie liczby r; takie, ze p; + r; + ¢; = 17 Jaka bedzie
postacé w, gdy macierz P rozszerzymy do macierzy nieskonczonej dla pewnych ciggdéw
(pi, 74, @i)iz1. Czy ™ wtedy zawsze istnieje?

(7pkt) (Lancuch: kot zjada mysz zjada ser)

s

Il
S wim oMl O
S O O O
O W == O
SO O OoON
—w—, o O O

Zakladajac, ze tancuch startuje z 1, policz prawdopodobienstwo, ze tancuch dojdzie
do 5 (mysz zje ser nie zjedzona przez kota).

(+7) Niech P bedzie macierza prawdopodobienstw przejs¢ w tancuchu Markowa o
skoniczonej przestrzeni stanéw. Zakladajac, ze wszystkie elementy macierzy sa do-
datnie, pokaz, ze istnieje granica (po wspélrzednych) limy_, o, PF.



